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和 群 概 形 是 代数 几何 与 算术 代数 几何 的 重要 课题 , 也 是 一 个 强 有 力 的 
工具 , 很 多 学 生 和 研究 者 对 此 很 需要 。 但 是 , 这 方面 的 文献 浩如烟海 , 而 
且 所 采用 的 语言 大 相 径 庭 , 使 初学 者 有 相当 大 的 困难 。 作 者 在 大 约 二 十 
年 前 已 强烈 感到 在 这 方面 很 需要 一 本 全 面 系统 且 采 用 统一 语言 的 教科 书 ， 
并 开始 着 手 准 备 。 

在 准备 过 程 中 发 现 困难 很 大 , 经 常 遇 到 一 些 文献 中 的 断言 有 误 或 可 
疑 , 至 于 有 泪 洞 的 证 明 就 更 多 了 。 因 此 , 对 于 这 方面 的 各 课题 都 需要 再 研 
究 , 最 好 是 系统 地 讲 一 过 甚至 多 所 。 幸 运 的 是 , H 1998 年 始 , 作者 参加 中 
ww 兴 数 学 中 心算 术 代数 几何 讨论 班 十 余年 , 后 来 义 在 首都 师范 

学 讲授 该 方面 的 课程 五 年 多 , 晨 兴 中 心 的 同事 们 和 首都 师范 大 学 的 研 
i, 使 得 很 多 疑问 得 以 澄清 ， 
很 多 错误 得 以 及 时 纠正 。 

在 这 段 时 期 , 作者 曾 与 很 多 专家 就 本 书 的 各 课题 做 了 深入 的 讨论 , 其 
间 还 访问 了 台湾 理论 研究 中 心 、 马 普 数 学 所 、 苏 歼 世 高 工 和 东京 大 学 , 这 
些 都 很 有 助 于 本 书 的 准备 。 

在 经 过 十 余年 的 准备 后 , 作者 开始 本 书 的 写作 , 在 写作 过 程 中 义 多 次 
讲授 其 中 的 内 容 , 并 根据 反馈 意见 修订 。 

本 书 可 看 作 研 究 生 高 等 教科 书 。 书 中 使 用 概 形 的 语言 作为 基本 诺言 
(与 此 对 照 , 许多 其 他 教科 书 不 完全 使 用 概 形 的 语言 )。 所 需要 的 预备 知识 
为 代数 几何 的 基础 知识 (例如 Hartshorne 的 [H], Grothendieck 的 [EGA] 
更 佳 )。 本 书 的 内 容 不 仅 包括 群 概 形 的 基本 理论 , 而 且 包 括 其 他 一 些 相 关 
课题 , 其 中 有 些 是 工具 (主要 是 第 V 章 和 第 V 章 )， (iip E QR 
(主要 是 第 VL2 5, 第 VILA 节 和 第 区 358), 有 些 是 这 两 方面 兼 之 (主要 
" VL1 节 和 第 XIGR). 这些 都 是 很 多 研究 者 所 需要 的 基本 内 容 。 读者 可 

感觉 这 些 课题 有 不 同 的 的 深度 和 难度 。 除 了 主要 课题 外 , 书 中 还 有 一 
BEFA ACE MEDR LATAA OMR”, 这些 内 容 比 
起 主要 课题 来 要 容易 得 多 , 有 时 还 很 初等 。 其 中 有 些 聊 天 可 能 只 是 作者 
个 人 的 观点 。 读 者 可 以 略 过 这 些 聊天 而 不 损失 主要 课题 的 任何 内 容 。 

尽管 书 中 的 大 部 分 内 容 可 见于 文献 , 但 很 少 采 用 文献 中 的 处 理 , 这 不 
仅 是 为 了 避免 错误 , 更 是 因为 一 本 书 的 篇 幅 不 允许 兄长 的 证 明 , 且 需 要 采 
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取 统 一 的 语言 甚至 记号 。 这 显然 是 一 个 十 分 艰巨 的 任务 , 在 写作 中 必然 
会 出 现 很 多 缺点 和 错误 , 甚至 严重 的 错误 。 如 果 没 有 同事 们 和 学 生 们 的 
帮助 , 是 不 可 能 完成 的 。 尽 管 如 此 , 书 中 的 缺点 和 错误 仍 是 无 法 避免 的 ， 
只 能 待 出 版 后 根据 读者 的 意见 进一步 修改 。 

本 书 在 写作 .上 力求 自足 , 力求 精炼 , 尽 可 能 给 读者 以 方便 , 但 阅读 本 
书 需要 很 大 的 努力 和 耐心 。 

书 中 各 章节 有 一 些 习题 , 这 些 习 题 基 本 上 都 是 作者 在 讲学 中 积累 的 ， 
远 非 充足 , 但 有 助 于 对 正文 的 理解 , 其 中 有 些 结果 是 有 用 的 。 

作者 希望 感谢 下 列 专家 , 他 们 曾 就 本 书 中 的 课题 与 作者 进行 了 富有 
启发 性 的 讨论 : Pierre Berthelot, Spencer Bloch, 福 敬 立 , Gerd Faltings, 扶 
fi, Gerard van der Geer, ff 3£— BI (Kiichiro Hashimoto), fW ili AU 35 
(Tomoyoshi Ibukiyama,), Luc Illusie, 桂 利 行 (Toshiyuki Katsura), 黎 景 辉 
(King Fai Lai), Vikram Mehta, 宫 西 正 宜 (Masayoshi Miyanishi), 森 重 文 
(Shigefumi Mori), Niels Nygaard, 小 田 忠雄 (Tadao Oda), Arthur Ogus, 
Frans Oort, Richard Pink, f &, fA và All, 杨 富 中 ,Yuri Zarhin; 希望 感谢 
中 国 科学 院 晨 兴 数 学 中 心 、 人 台湾 理论 研究 中 心 、 马 普 数 学 所 、 苏 黎 世 高 
工 和 东京 大 学 提供 了 很 好 的 研究 环境 和 条 件 ; 感谢 晨 兴 中 心算 术 代 数 几 
何 讨论 班 的 同事 们 和 首都 师范 大 学 的 研究 生 们 对 本 书 的 页 献 。 

本 书 是 使 用 天 元 软件 写 的 , 为 此 必须 感谢 不 幸 病 逝 的 朋友 、 代 数 几 
何 学 家 肖 刚 , 他 所 编制 的 天 元 软件 是 TEX. 的 接口 软件 , 不 仅 可 以 用 于 中 
文 , 而 且 有 很 强 的 画图 功能 , 迄今 尚 无 其 他 排版 软件 可 达到 ; 还 应 感谢 另 
一 位 朋友 、 代 数 儿 何 学 家 陈 志 杰 , 他 将 天 元 软件 推进 为 通用 和 方便 的 版 
本 并 长 期 维护 。 他 们 三 位 对 作者 都 曾经 常 指导 。 

作者 希望 感谢 国家 自然 科学 基金 的 长 期 资助 (实际 上 作者 自 1987 年 
回国 以 来 一 直 在 国家 自然 科学 基金 重点 项 目 或 数学 天 元 基金 项 目 资 助 下 
工作 ), 由 于 国家 自然 科学 基金 的 评审 重 质 量 而 不 是 重 数量 , 作者 可 以 长 
期 集中 精力 于 较 深入 的 研究 工作 , 而 不 必 和 急于 发 表 阶 段 性 的 结果 。 否 则 ， 
耗 时 十 余 载 写 一 本 书 是 不 可 想象 的 。 
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第 0 章 引言 


在 今天 , 概 形 理 论 已 经 是 整个 代数 儿 何 的 基础 和 语言 。 概 形 理论 的 
建立 至 少 有 两 个 动因 : 一 是 建立 一 种 适合 于 研究 数论 的 儿 何 , 因此 考虑 
一 般 的 交换 环 而 不 仅仅 是 域 上 的 代数 ; 二 是 将 微分 引入 到 函数 中 , 因此 允 
许 环 中 有 短 零 元 。 

但 是 , 迄今 为 止 代数 儿 何 的 核心 课题 是 代数 簇 , 它 是 建立 在 域 上 的 ， 
而 且 没 有 和 老 零 函数 。 这 使 得 很 多 人 对 于 使 用 概 形 的 理由 难以 理解 , 一 些 
人 ( 包 插 一 些 专家 ) 甚至 认为 概 形 理 论 没什么 用 , 主张 学 生 不 要 学 。 

如 果 不 是 很 深入 地 理解 概 形 , 可 能 只 是 看 到 它 是 原 有 儿 何 “空间 ” 概 
念 的 推广 。 其 实 不 然 , 至 少 我 们 可 以 举 出 概 形 的 两 个 非常 重要 的 具体 意 
X, 一 是 模 空 间 理论 , 二 是 群 概 形 。 

模 空间 理论 自 黎 曼 开始 , 黎 曼 建立 的 椭圆 曲线 的 模 空 间 是 复 解析 空 
H, PP CREARE KAG 也 没有 建立 在 Z 上 。 它 的 点 代表 复数 域 上 的 椭圆 1 
线 , 可 以 理解 为 天 外 图 方程 , 由 此 可 以 理解 其 有 理 数 解 , 但 离 其 整数 解 仍 
很 遥远 。 要 研究 丢 番 图 方程 的 整数 解 , 至 少 也 要 理解 其 “ 模 素 数 p” 的 解 ， 
这 已 经 超出 复数 的 范围 。 而 今天 的 横 空 间 理论 已 经 可 以 建立 在 Z 上 , 故 
更 直接 地 适用 于 数论 。 另 一 方面 , 离开 老 零 函数 就 不 可 能 有 无 穷 小 变形 
理论 , 而 无 穷 小 变形 是 一 个 强大 的 工具 , 对 于 模 空 间 尤 其 如 此 。 

将 概 形 应 用 到 群 论 , 则 不 仅 是 给 出 强 有 力 的 工具 , 而 且 发 现 了 一 个 自 
然 的 事实 , 即 “ 无 穷 小 群 ” 的 存在 。 如 果 简 单 地 考虑 带 有 代数 儿 何 结构 的 
JE, 束 得 到 “ 群 簇 ” 的 概念 , 而 如 果 仅 考虑 特征 0 的 域 , 则 任何 群 概 形 都 
是 约 化 的 , 所 以 只 研究 群 秘 也 就 够 了 ; 但 在 特征 p >> 0 的 域 上 , 一 个 群 概 
形 不 一 定 是 约 化 的 , 甚至 可 能 只 有 一 个 点 但 有 不 平凡 的 切 空间 , 这 就 是 所 
谓 “ 无 穷 小 群 ” 那么 , 是 否 可 以 避 开 不 约 化 的 情形 而 仅 考 虑 群 簇 昵 ? 如 
果 这 样 做 , 我 们 就 不 能 建立 “对 偶 性 ”( 这 可 以 理解 为 将 有 限 阿 贝 尔 群 的 
对 偶 理 论 儿 何 化 ), 例如 Z/pZ 的 群 簇 结构 的 对 偶 就 是 无 穷 小 群 。 我们 知 
道 , 对 偶 性 是 数学 中 最 基本 和 重要 的 原理 之 一 , 因此 回避 无 穷 小 烙 是 不 明 
智 的 。 

我 们 下 面 讨论 的 课题 既 要 涉及 群 概 形 , 又 要 涉及 模 空 间 , 因此 概 形 的 
上 述 具 体 意 义 都 将 展现 出 来 。 
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群 概 形 的 历史 至 少 可 以 追溯 到 19 世纪 中 期 的 椭圆 函数 、 格 、 椭 加 
曲线 、 横 形式 等 。 一 百 多 年 的 发 展 , 使 该 领域 有 极为 丰富 的 内 容 , 且 与 其 
他 领域 有 极为 深刻 的 联系 。 恕 其 研究 课题 而 言 , 至 少 有 线性 群 簇 、 阿 贝 
尔 艇 、 平 展 群 概 形 、 无 穷 小 群 、 群 概 形 的 作用 和 表示 、 商 空间 、 齐 性 空 
Ha RJE MERER BEER, HARPE, DRRR 
间 、 志 村 簇 等 , 而 与 其 有 深刻 联系 的 领域 包括 代数 、 数 论 、 李 群 与 李 代 
数 、 代 数 儿 何 、 复 儿 何 、 动力 系统 甚至 数学 物理 。 

粗糙 地 说 , 群 概 形 是 有 代数 儿 何 结构 的 群 , 因此 在 研究 中 党 要 兼顾 其 
群 结构 与 儿 何 结构 , 以 及 它们 之 间 的 联系 。 在 群 论 中 , 表示 是 基本 的 研究 
方法 和 工具 , 也 是 联系 群 与 其 应 用 的 基本 桥梁 , 而 表示 与 作用 是 等 价 的 。 
在 群 概 形 理论 中 , 作用 同样 是 基本 的 研究 方法 和 工具 , 也 是 联系 群 概 形 与 
其 应 用 的 基本 桥梁 ; 但 有 所 不 同 的 是 , 表示 与 作用 一 般 不 等 价 , 因为 自 同 
构 群 未 必 有 适当 的 群 概 形 结构 ( 详 见 例 11.2), 因此 本 书 的 主题 是 群 概 
形 及 其 作用 , 而 不 是 群 概 形 及 其 表示 , 尽管 有 时 表示 也 是 有 意义 的 。 

本 书 各 章节 的 内 容 及 其 相互 关联 简 述 如 下 : 

基本 的 预备 知识 为 代数 儿 何 基础 , 学 过 Hartshorne [H] {y I-II 章 基 本 
够 了 , 若 学 过 [EGA] 当然 更 好 。 对 于 [H] 中 缺乏 或 不 够 深入 的 内 容 , 在 第 
工 音 中 做 了 一 个 较 系 统 的 整理 作为 补充 , 包括 纤维 从 (平坦 性 、 光 滑 性 、 
预 层 的 语言 、 有 理 映 射 等 ), 微 积分 (高 阶 微 分 、 导 数 与 微分 算 子 、 外 微分 
与 德 拉 姆 复 形 等 ) 射影 概 形 的 希 尔 伯 特 多 项 式 (一 般 及 多 个 可 逆 层 的 希 
尔 伯 特 多 项 式 、 次 数 公 式 、 半 连续 性 与 消失 定理 等 ), 除 子 与 相交 类 ( 除 
子 族 及 其 性 质 、 线 性 系 、 泛 除 子 、 相 交 类 的 基本 性 质 等 )。 

第 工 章 为 寿 概 形 、 同 态 、 核 、 作 用 、 安 定子 等 基本 概念 , 方法 基本 上 
是 初等 的 , 但 也 有 一 些 较 深入 的 结果 (如 引 理 1.3, 引 理 1.4, 引 理 1.6 等 )。 

第 正章 系统 地 讲 群 概 形 的 微 积分 和 群 概 形 作 用 的 微 积分 , 这 是 基本 
的 和 强 有 力 的 工具 。 第 工 节 为 铬 概 形 的 微 积分 包括 不 变 微分 、 李 代数 
与 不 变 微 分 算 子 环 等 , 由 此 即 可 得 到 一 些 较 深入 的 结果 ; 第 2 节 为 寿 概 
形 作用 的 微 积分 , 包括 群 概 形 作 用 诱导 的 典范 微分 层 同 态 、 李 代数 同 态 、 
微分 算 子 环 同 态 、 德 拉 姆 复 形 等 ; 第 3 节 为 切 从 与 诱导 作用 , 定义 了 环 概 
形 、 模 概 形 并 给 出 广义 切 从 作为 模 概 形 的 基本 性 质 , 然后 给 出 群 概 形 的 
作用 在 切 从 上 诱导 的 线性 作用 ; 第 4 节 为 关于 交换 群 概 形 的 较 深 入 讨论 。 


2 


第 0 章 5l 


Tl 


寿 概 形 对 横 空 间 理论 的 建立 有 重要 的 作用 , 而 且 很 多 模 空 间 具 有 和 群 
概 形 结构 ; 男 一 方面 , 模 空 间 也 是 研究 寿 概 形 的 重要 和 强 有 力 工 具 。 因 此 ， 
我 们 用 一 章 (第 NV 章 ) 系统 地 讲 模 空间 理论 的 基础 。 其 中 第 1 节 讲 模 空 
间 的 基本 概念 和 思想 , 并 举例 说 明 如 何 应 用 ; 第 2 节 讲 希 尔 伯 特 概 形 ; 第 
3 节 讲 变形 的 概念 、 变 形 与 模 空 间 的 联系 , 并 举例 说 明 变形 理论 的 强大 。 
后 面 各 章 都 或 多 或 少 地 用 到 模 空 间 的 方法 和 思想 。 

商 的 存在 性 和 构造 是 代数 儿 何 中 重要 而 困难 的 问题 , 在 群 概 形 及 其 
作用 中 尤为 重要 ; 推出 是 商 的 推广 。 第 V 章 专 门 讨论 这 一 课题 第 1 节 
讲 商 与 推出 的 基本 概念 , 并 给 出 一 个 基本 的 判别 准则 ; 第 2 节 给 出 射影 
情形 商 与 推出 存在 的 一 个 充分 条 件 , 并 讨论 了 有 理 商 ; 第 3 节 讨 论 仿 射 情 
JE. 特别 是 有 限 情形 商 与 推出 存在 的 条 件 , 并 给 出 格 罗 腾 迪克 下 降 原 理 。 

第 VI 童 将 商 与 推出 作为 工具 应 用 于 群 概 形 。 第 1 节 讲 群 概 形 作用 
的 商 , 给 出 商 与 微 积分 的 联系 , 对 射影 情形 、 有 限 仿 射 作用 情形 和 半 稳 定 
情形 给 出 商 存 在 的 充分 条 件 , 并 初步 讨论 了 齐 性 概 形 , 将 这 些 应 用 于 域 上 
的 情形 给 出 域 上 的 群 概 形 及 其 作用 的 一 些 基本 性 质 ; 第 2 节 讲 皮卡 概 形 ， 
给 出 皮卡 概 形 的 存在 性 和 基本 性 质 , 并 讨论 群 概 形 的 作用 在 皮卡 概 形 上 
的 诱导 作用 。 

第 VIL 章 为 阿 贝尔 筷 与 阿 贝尔 概 形 , 这 方面 的 内 容 很 丰富 。 第 1 节 为 
刚性 及 其 应 用 , 并 给 出 阿 贝 尔 筷 与 同 态 的 一 些 基本 性 质 ; 第 2 节 为 对 偶 理 
W, 建立 于 皮卡 概 形 理 论 之 上 ; 给 出 阿 贝尔 概 形 的 对 偶 的 存在 性 与 基本 性 
i, 并 进一步 深入 讨论 极 化 等 , 给 出 黎 曼 - 罗 赫 定理 等 深刻 定理 , 并 对 特征 
p> 0 情形 定义 了 一 般 的 移 位 态 射 ; 第 3 节 用 上 - 进 表示 深入 讨论 自 同 态 环 
与 极 化 等 ; 第 A 节 为 阿尔 巴 内 塞 徐 的 基本 理论 , 包括 阿 贝 尔 簇 的 极 小 性 、 
曲线 的 雅克 比 簇 、 阿 尔 巴 内 塞 簇 的 存在 性 与 一 些 基 本 性 质 ; 作为 附录 , 第 
5 节 给 出 复 阿 贝尔 徐 的 解析 理论 概要 供 参 考 。 

在 特征 p > 0 的 情形 , 丢 多 涅 模 是 研究 交换 群 概 形 的 一 个 基本 工具 ， 
这 方面 的 理论 相当 庞大 , 且 甚 为 复杂 。 第 VE 章 专 门 讨论 这 一 课题 。 第 1 
节 讲 交换 形式 群 、 六 可 除 群 与 塞 尔 对 偶 ; 第 2 节 讲 维特 环 、 维 特 概 形 与 基 
本 性 质 ; 第 3 节 通 过 “ 丢 多 涅 元 ”建立 丢 多 涅 横 的 基本 理论 , 并 定义 一 般 
基 上 的 丢 多 涅 模 概 形 ; 第 4 节 讲 对 偶 与 拟 极 化 , 其 中 对 偶 是 构造 性 地 给 出 
的 ; 第 5 节 讨 论 丢 多 涅 模 的 结构 和 分 类 , 给 出 源 唱 体 的 结构 , 并 初步 讨论 
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了 丢 多 涅 模 与 拟 极 化 丢 多 涅 模 的 同 构 分 类 。 

对 于 一 般 的 射影 概 形 , 自 同 构 群 概 形 是 一 个 重要 的 相关 对 象 , 也 经 常 
是 一 个 有 力 的 工具 。 第 IX 章 专门 讨论 这 一 课题 。 第 1 节 给 出 自 同 构 群 
概 形 的 一 些 基 本 性 质 和 例子 , 并 对 儿 个 特殊 情形 给 出 自 同 构 群 概 形 的 结 
TA: 第 2 节 为 自 同 构 群 概 形 的 微 积分 ; 给 出 自 同 构 群 概 形 的 变形 的 基本 定 
理 和 自 同 构 群 概 形 的 微 积分 的 基本 定理 , 并 给 出 对 阿 贝 尔 徐 和 齐 性 概 形 
的 一 些 应 用 ; 第 3 节 讨 论 保 持 某 些 儿 何 结构 的 自 同 构 群 概 形 , 由 此 可 以 将 
自 同 构 群 概 形 的 某 些 方法 应 用 于 非 射 影 情形 , 特别 是 线性 情形 ; 第 4 节 应 
用 自 同 构 群 概 形 证 明 阿 贝尔 艇 的 变形 的 基本 定理 (这 个 定理 原 有 的 证 明 
并 非 如 此 , 但 应 用 自 同 构 群 概 形 可 使 证 明 大 为 简化 )。 

5B X 章 主 要 是 给 出 域 上 的 有 限 型 群 概 形 的 结构 。 这 方面 的 结果 基本 
上 都 是 经 典 的 (完成 于 20 世纪 50 年 代 ), 但 要 改 为 用 现代 的 语言 证 明 , 有 
时 颇 不 容易 。 由 于 有 了 前 儿童 的 准备 , 可 以 避免 兄长 的 证 明 。 

第 杂音 为 阿 贝 尔 簇 的 模 空 间 理论 。 作 为 直观 的 预备 , 首先 简 述 了 复 
解析 方法 及 一 些 结果 ; 然后 用 代数 儿 何 方法 建立 了 阿 贝 尔 簇 的 粗糙 和 精 
细 模 空间 以 及 曲线 的 模 空 间 , 并 初步 给 出 模 空 间 的 一 些 性 质 。 

书 中 各 章节 有 一 些 习 题 , 做 这 些 习 题 有 助 于 对 正文 的 理解 , 且 其 中 一 
些 结果 是 有 用 的 。 


PIE 代数 几何 的 一 些 预备 
第 1 节 ”纤维 从 


1. 纤维 从 的 基本 概念 


拓扑 学 中 的 纤维 从 是 指 局 部 平凡 族 。 详 言 之 , 一 个 拓扑 空间 的 连续 
映射 :一 5 称 为 S 上 的 一 个 纤维 从 , 如 果 存 在 一 个 拓扑 空间 F, 使 得 
对 任 一 点 se S 有 一 个 开 邻 域 U C S RARE o: fU) — F xU, 
满足 flj-i(v) = prao 8。 此 时 下 称 为 这 个 纤维 从 的 纤维。 F xS 当然 是 
一 个 纤维 从 , 称 为 平凡 的 纤维 从 。 一 般 的 纤维 从 虽然 局 部 ( 即 在 足够 小 的 
开 集 UC 5S E) 结构 和 x5 一 样 , 但 整体 结构 却 可 能 不 同 。 例 如 设 5 
为 圆周 , 了 为 线段 , 则 有 两 个 熟知 的 纤维 从 , 一 是 环 带 , 另 一 是 默 比 乌 斯 
带 (图 1)。 这 两 个 纤维 从 是 显然 不 同 的 , 因为 前 者 是 双 侧 的 而 后 者 是 单 
侧 的 。 


他 
D> d 
pes ze SE i 
br vd 
QUT DTE 
c E" 


在 代数 几何 中 也 会 遇 到 类 似 的 情形 , 特别 是 向 量 从 的 情形 。 


例 1. B k JERAR, S = Ph, 齐 次 坐标 为 (Xo : Xi). T = Az. 坐标 为 
70,21, 则 全 xk3sA3 为 3 上 的 平凡 平面 从 , 它 有 一 个 子 从 


L = ((zo0,21, Xo : X1)|zoXo -231X1 20] C T xk S (1) 
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这 是 S 上 的 一 个 非 平凡 直线 从 。 

dE k = C 的 情形 , 为 了 直观 地 理解 L, 我 们 考虑 它 的 实 点 集 ( 即 坐标 
为 实数 的 点 集 )。 注 意 5 的 实 点 集 为 Ph EBEFA; T L 的 实 点 集 组 成 
Pg 上 的 一 个 实 直线 从 , 它 像 默 比 乌 斯 带 那 样 , 是 单 侧 的 。 与 此 对 是 ,一 个 
平凡 实 直线 从 R x PA 则 为 圆柱 而 , 是 双 侧 的 。 


例 2. 设 X 为 代数 闭 域 上 上 的 拟 射 影 代数 集 , 大 为 和 上 的 秩 n 局 部 
自由 层 。 取 X FAM {Vili e I) 使 得 Flo & Ox lv, (Vi € D, 对 任 
WPT ij EI, 我 们 有 同 构 o : Flu: > Oklu, 和 ó; : Flu; 一 Ol, 而 
O*|u;ou; Æ UNU; 上 的 自 同 构 6506; ^ 由 一 个 系数 在 Ox (U;QU;) 中 的 
n[3 nxn ERE A; 给 出 (Vi,7 € I), 且 对 任意 i,j,l € I, YE Ox (UjnUj;QUIj) 
上 有 


Aij Aj = Ai (2) 

而 和 大 在 同 构 之 下 由 所 有 算 阵 Ai; 唯一 决定 。 令 T; = Az x Ui (Vi € I). 

XHER j del M Tilu; = Ti xu, (U; nU;) (Bl U: QU; # T; "ft 
原 象 ), 则 Ai; 定义 了 一 个 (线性 ) 同 构 

fi : Tjluiou; > Tilunv; (3) 


Hos EX ij Le I, Æ Tiluiou;ou 上 有 


fij o fn = fi (4) 


此 可 知 所 有 Ti 按 (3)“ 烙 ”成 一 个 代数 集 了 T, AE X 上 的 一 个 纤维 从 ， 
每 个 点 ZEX 上 的 纤维 为 n 维 向 量 空间 , 所 以 叫 作 ( 秩 为 n 的 ) f». 
上 而 说 明了 向 量 从 与 局 部 自由 层 等 

特别 地 , ar Fu mp 332 (HI m — 1). W TRA ERA, plx X = Pr. 
每 个 Ox (d) 给 出 一 个 直线 从 。 例 1 中 的 直线 从 工 就 是 由 Os(1) 给 出 的 。 

更 一 般 地 , 设 S 为 诺 特 概 形 , M 为 9 上 的 凝聚 层 。 记 Sym(M) 为 
M 在 Os 上 的 对 称 积 , ACM) = As(M) = Spec(Sym(M)), ? M 为 
平坦 ( 即 局 部 自由 ) 层 时 称 为 S E AEA, 此 时 它 在 5 上 平坦 。 特 别 
地 , 当 M 的 秩 n — 1 (BI M ATXE) 时 , ACM) AERA, 
M e ACMY) 给 出 3 LEX n 局 部 自由 层 的 同 构 类 与 5 上 秩 n 向 量 从 的 
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同 构 类 之 间 的 一 一 对 应 (33€ ti Sectp 给 出 , IEP p: AMY) 一 5 为 投 
B). 特别 地 , S 上 的 一 个 直线 从 等 价 于 一 个 可 逆 层 。 
di f :了 一 5 为 诺 特 概 形 的 态 射 , 易 见 As(M) xs 工 兰 Ar( 广 人 4)。 


但 对 一 般 情形 , 像 拓扑 学 中 那样 的 纤维 从 定义 在 代数 儿 何 中 并 不 很 
合适 , 我 们 来 看 一 个 典型 例子 。 


例 3. Æ S — C— {0,1} 上 的 平凡 射影 平面 从 IP x S 中 , 由 方程 X2Xo = 
X1(X1 — Xo)(X1 — AXo) (A Æ S 的 坐标 变量 ) 定义 的 代数 子 集 X 给 出 
一 个 子 从 f: X > S, 它 在 拓扑 意义 下 是 环 而 从 ( 即 它 的 纤维 是 像 救 生 
圈 那 样 的 环 面 ), 但 在 代数 儿 何 与 复 几 何 中 它 不 是 局 部 平凡 的 , f 在 两 个 
点 和 入 ES 上 的 纤维 (解析 或 代数 ) 同 构 当 且 仅 当 和 等 于 入, 1/ 和 ,1 一 入 ， 
1/(1— A), A/(A — 1) 或 1 一 1/ 和 。 所 以 对 任何 开 子 集 U C S, f 1 (U) 都 不 
HAT U 与 某 条 曲线 的 积 , 换言之 X 一 S 作为 代数 曲线 族 或 作为 黎 曼 
曲面 族 不 是 局 部 平凡 的 。 


2. 平坦 性 


为 了 适应 多 方面 (如 分 类 学 、 变 形 理论 、 数 论 等 ) 的 应 用 , 在 代数 儿 
何 中 需要 推广 纤维 从 的 概念 。 经 过 长 时 期 的 探索 , 今天 人 们 知道 平坦 态 
射 是 纤维 从 在 代数 几何 中 的 一 种 很 好 的 推广 , 而 且 需 要 将 其 定义 在 一 般 
概 形 上 。 

例如 令 S = C (比例 3 中 的 S 多 一 个 点 ), 在 PL x S 中 由 方程 
X3Xo = Xi1(X1 一 Xo)(X1 一 和 Xo) 定义 的 曲线 簇 Xa 在 S 上 是 平坦 的 , 但 
EHE OE S 上 的 纤维 是 退化 的 (为 伪 球 而 ), 即使 在 拓扑 意义 下 也 不 是 纤 
HEM o 


例 4. 设 fiso fr eZ. 考虑 丢 番 图 方程 fi =.= fr =0, Y 
在 代数 几何 上 对 应 于 概 形 X = SpecR, 其 中 R = Zlz1,. aadi Fis- fr)o 
4; R jè ZPH (B Z- R), W X 看 作 SpecZ 上 的 纤维 从 。 


P 是 概 形 5 的 一 个 点 , 不 芒 设 PeSpecR C S, 即 为 RR 中 的 一 个 
素 理想 。 令 K(P) = Rp/PHp, Wi] Speck(P) 可 以 看 作 由 一 个 点 书 组 成 的 
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S 的 子 概 形 , 记 作 {P}。 

设 f: 针 一 5 与 9g:Y 一 5 为 概 形 的 态 射 , 则 可 以 定义 它们 的 纤维 积 
( 亦 称 为 f A g 的 “ 拉 回 ”(pull-back)) X xs Y ( 见 [H, Theorem 1I.3.3]), 它 
是 一 个 概 形 且 有 两 个 态 射 (“ 投 射 >) pri : XxsY ^ X, pro: XxsY >Y, 
满足 

i) f opri = go prs; 

ii) 对 任意 概 形 Z KERSEN p: Z5 X.q:Z— Y, di fop—goq, 

WA HE— SH o: Z> XxsY W p= pr o ġ, q= prz 0 Qo 

例如 当 S = SpecR, X = SpecA, Y = SpecB 时 , X xs Y = SpecA $n B, 
在 一 般 情形 X xs Y 是 由 形 如 SpecA @R B 的 开 集 粘 成 的 。 

特别 地 , d; X = Y = Z, f =g H p= q = idx, 则 得 “对 角 态 射 ” 
A:AX 一 和 xsAX 使 得 poA=doA=idx。 我们 一 般 假 定 A X AK 
入 。 若 拓扑 空间 的 积 都 带 有 积 拓扑 , DUDSE f& IRURE 28 PH NGC AS ET 23UT 
道夫 分 离 性 公理 (To 公理 )。 但 对 于 察 里 斯 基 拓扑 ; X xY 的 拓扑 一 般 不 
是 与 的 拓扑 的 积 。 事 实 上 , 察 里 斯 基 拓 扑 连 Ti 公理 也 不 满足 。 但 
通过 假定 A KARA, 可 以 把 T» 公理 变相 地 加 到 概 形 中 , 所 以 我 们 把 它 
称 作 分 离 性 公理 。 

一 个 有 限 型 分 离 态 射 了: 和 Y 称 为 紧 的 (proper), 如 果 它 是 “ 泛 闭 
映射 ” 即 对 任意 态 射 一 了 ,投射 pro : X xy 也 一 六 是 ( 察 里 斯 基 拓 
扑 的 ) 闭 映射 。 这 个 定义 将 拓扑 学 中 的 紧 致 概念 引入 代数 儿 何 中 。 


引 理 1. — SM 也: Y NBN? BABUASTE AES I Boer fü zh 
A:X — X xy X kHH. 


TE. 必要 性 是 显然 的 , 以 下 证 明 充分 性 。 

先 考 虑 了 = Spec(k), k 为 域 的 特殊 情形 ,此 时 由 A 是 同 构 可 见 
dim(X) = dim(X x, X) = 2dim( X), 从 而 dm(X)=0;, 再 由 是 紧 的 可 
I f 是 有 限 的 。 令 d= deg(f), 则 deg(X xx X/k) = d?, 再 由 和 是 同 构 
可 见 d=, Aii d-—1 即 f 是 同 构 。 

现在 考虑 一 般 情形 。 由 上 述 特 殊 情形 可 见 f 是 集合 意义 下 的 一 一 
映射 , 故 由 f 是 紧 的 可 见 f AE DRIED. 这样 只 需 证 明 对 任意 ZE X, 
f* : Oy, fæ) 一 Ox,z 是 满 射 。 简 记 A= Oy, pra), B — Ox,z,; p CA HRK 
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HAN, k = 4A/p。 注 意 B 作为 4- 模 是 有 限 生 成 的 , 记 M = B/f* (A), 也 是 
有 限 生 成 的 4- 模 。 对 于 正 合 列 4 一 BM 一 0,@4B 得 正 合 列 
B 194955, Bo4B 一 MoeaB 一 0 (1) 
由 于 A*: Be4B 一 B 是 同 构 ,而 A*o(18Aidp) =idg, nf I, 16Aidg 是 
H, 从 而 M &a B — 0。 对 此 94k, 并 注意 由 上 述 特殊 情形 有 B/pB S 
k, 得 
0=(M94B)84k 2 (M84k)8k(B84k) & (M/pM)&x(B/pB) * M/pM 
(2) 


中 山 正 引 理 得 M = 0。 证 毕 。 


XS HB T UL XE SC" EHI" (push-out), w p: T ^ X. q: T ^ Y Jui 
射 。 若 存在 概 形 S 及 态 射 了 :和 一 99: 工 一 9 满足 

i) fop—-goq 

ii) 对 任意 概 形 Z KIERSI P: X — Z, g'i Y — Z, di f'op = g'oq, 

Wtin—d5]v:S—2Ztbit f'-vof.g' —vog, 

则 称 3 为 了 和 34 的 推出 。 但 在 概 形 范 畴 中 推出 一 般 不 存在 。 我 们 在 后 而 
将 看 到 几 类 推出 存在 的 特殊 情形 ( 见 第 V 章 )。 

纤维 积 可 以 看 作 (一 个 因子 的 ) 平凡 纤维 从 , 例如 在 例 3 中 , P2 x S 
是 3 上 的 一 个 平凡 纤维 从 , 而 六 是 它 的 一 个 非 平 凡 子 从 。 在 代数 儿 何 中 
的 纤维 从 一 般 都 是 平凡 从 的 子 从 。 

B fiX > SHEERA, P eS, W Xxs(P) 可 以 看 成 f (P) 的 概 
形 结构 , ME X de P o Eng E28, —^ f D Ao (section) J4&38— P d. 
g:5 — XIE fog —ids. Fi T —> S HEH, W fxsidr: XxsT—T 
称 作 f Œ T HEJ Æ XH (base change), 

并 非 所 有 态 射 都 可 以 看 作 纤 维 从 , 我 们 来 看 两 个 例子 。 


例 5. 设 5 为 zy 平面 , X. 为 三 维 空间 中 的 二 次 曲面 zz = 四 f:X—5 
为 投射 。 对 于 一 点 乙 = (my) € S, F x #0, 则 广 :(P) 为 一 点 ; 但 车 
zr =y=0, W £^! (P) 为 一 条 直线 。 这 种 情况 称 为 “爆发 ”(blow up), Bl 
某 个 纤维 的 维 数 特别 大 , 大 于 f 的 相对 维 数 ( 即 dim(X) 一 dim(5))。 显 然 
不 应 把 这 样 的 态 射 看 作 纤维 从 。 


群 概 形 及 其 作用 论 


例 6. ui 3 为 z-y 平面 , X 为 三 维 空 间 中 的 平面 > = 1 外 加 一 点 
(0,0,2), f: X > S KABI. HTA P= (x,y) € 5, 若 z 关 0 或 y 冯 0， 
则 f! (P) 为 一 点 , 但 着 z — y — 0, 则 广 :(P) 为 两 点 。 这 种 情况 称 为 
“þe” (torsion), 即 某 个 纤维 的 次 数 (degree) 特别 大 。 这 样 的 态 射 也 不 应 
看 作 纤 维 从 。 


上 而 两 个 例子 都 是 典型 的 不 平坦 态 射 。 荐 S = SpecR, X = SpecA, 
而 f :XX 一 5S h-c R> 4 诱导 , 则 4 可 以 看 作 一 个 R- 代 数 ， 
此 时 我 们 说 f 平坦 的 意思 是 A 为 平坦 R-AZ, 即 对 任意 R- 模 单 同 态 
g:M 一 NN,g rida : M BR A 一 和 NBR 4 为 单 射 。 在 一 般 情形 我 们 说 
f 平坦 的 意思 是 它 在 仿 射 开 子 概 形 上 的 限制 都 平坦 。 若 f 是 平坦 的 , 则 
f 的 许多 性 质 (如 相对 维 数 、 次 数 以 及 下 面 将 看 到 的 许多 指数 ) 在 基 变 换 
下 保持 , 特别 地 在 纤维 上 保持 。 

由 于 上 述 原 因 , 我 们 对 纤维 从 的 一 个 基本 要 求 就 是 平坦 性 。 而 在 很 
多 情形 下 , 仅 有 平坦 性 就 够 了 。 因 此 , 在 代数 儿 何 中 常 研究 推广 了 的 纤维 
从 。 

平坦 性 是 一 个 不 很 直观 的 概念 : 一 个 环 RR 上 的 模 M. 称 为 平坦 模 如 
果 对 任意 R-SU ps o: N' 一 N, 诱导 同 态 $ @Ridum : N' 8r M 
NGgM 是 单 同 态 。 设 三 为 一 个 概 形 3 上 的 Os- 模 层 , 着 任 一 点 s€5 
ERZ Fs 是 Os. 上 的 平坦 模 , Wk 天 在 S$ 上 是 平坦 的 。 若 三 是 拟 凝聚 
E, 这 等 价 于 对 任意 仿 射 开 子 概 形 U = Spec(R) c S, F(U) 为 平坦 RR- 模 。 
因此 一 个 概 形 的 态 射 f:X- S 为 平坦 的 当 且 仅 当 对 任意 ZE 和 Ox,z 
是 平坦 Os,y(z)- 模 (此 时 亦 称 X 在 S 上 平坦 )。 

关于 平坦 模 的 许多 命题 可 以 翻译 成 儿 何 的 语言 , 我 们 罗列 一 些 下 面 
将 要 用 到 的 (参看 [Ma, Chapters 2, 8] 或 [L1, VII & XIIL.5]). 


引 理 2. Ub S 为 诺 特 概 形 , X,Y 为 有 限 型 SHOE, F H X 上 的 拟 凝聚 
层 。 

D#0 — FoF 一 0 为 X 上 拟 凝聚 层 的 正 合 列 , 其 中 F” 
E X LH, P 在 X 上 平坦 当 上 且 仅 当天 在 X EH. X 上 的 平 
坦 模 层 在 Ox 上 的 张 量 积 是 平坦 的 。 

ii) Ag 和 P 在 S 上 平坦 。S 上 的 向 量 从 在 S SEI, JE E 


S 
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HEH o 

ii) 若 大 在 X EP, 则 对 任意 5- 春 射 :了 — X, PF dEY Ex 
坦 。 

iv) FER X — 5 平坦 则 态 射 pr2 : X xs 工 一 工 平 坦 ( 简 言 之 “ 基 
变换 保持 平坦 性 ”)。 平 坦 态 射 的 合成 是 平坦 态 射 。 若 六 一 S 平坦 而 F 
在 X En, yu dS 上 平坦 。 

v) E TAX 上 的 凝聚 层 , W FEX 上 平坦 当 且 仅 当 大 是 局 部 自 
的 (例如 可 逆 的 )。 

vi) W X,Y Æ S 上 平坦 , f: X >Y H S-i FIE A sE S, 
f 在 s 上 的 纤维 f.: X. Y, FH, 则 了 平坦 。 

vii) 设 X 在 S EPH, f: Y 一 X AWRA, JUPE IZ OU 
I (= ker(Ox 一 OY))。 若 对 任意 点 s € S, Is > (Ox)s 是 单 射 ， 则 
Y 在 S 上 平坦 。 

viii) 4? X 在 S 上 平坦 且 S 是 连通 的 , Ww X 在 S 上 的 所 有 非 空 纤维 
具有 相同 的 维 数 。 

ix) 4$ f: X — Y Apri S-A, W 二 为 开 映 射 。 

x): X 是 正则 的 且 X 一 3 是 平坦 满 射 , 则 5S 是 正则 的 ; 着 5 是 
正则 连通 的 ,和 一 的 纤维 都 是 正则 的 且 纤 维 的 每 个 分 文 的 维 数 都 等 于 
dim(X) — dim(), W X 是 正则 的 且 开 一 3 平坦 ; 若 3 是 正则 连通 的 且 
X >S 是 有 限 的 , 则 X — SPHA X i C.M. 日 X ffr xcd 
数 都 等 于 dim(S). 

xi) 若 闪 一 9 为 有 限 型 的 且 FARRE, W (m € X| Fr Æ S E 
H} A X 中 的 开 集 。 

xii) & X > S HAREK, 8 :大 一 上 为 X 上 的 凝聚 层 的 同 态 , 其 
中 在 S 上 平坦 。 则 9 在 S 上 的 纤维 都 是 单 射 当 日 仅 当 o 是 单 射 且 
coker(ó) 在 S 上 平坦 。 


Nl 


N 


TEEOS T — RBS X >S (S 不 可 约 ), 一 个 点 ss 3 上 的 纤维 若 
非 空 则 维 数 不 小 于 一 般 点 上 的 纤维 维 数 。 


例 7. 令 Vi X a-y-z 空间 中 的 曲线 z= t(t— 1),y = C(t—1),2 =t, Y 
Vi 在 z-y 平面 的 投影 的 像 为 V2: £= tt- 1), y =t?(t— 1) Vi 的 函数 


ii 
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KHAT ktl, 而 Vo 的 函数 环 可 以 看 作 是 [t] 的 子 环 ktt- 1), (t 一 

1) S k[r, y]/(y? — y — 33), BE Vi — Vo 3 Vi PAA t= 0,1 
映 到 Vo 的 同一 个 点 , 而 在 其 余 各 处 是 一 一 映射 。 令 W 为 直线 (函数 环 
A k[u]), X1 = Vi x W (函数 环 为 Ai S k[t;u]), Xo = Vo x W (函数 环 
为 42 S k[r, y, u]/(y? — zy — 2?)), 则 包含 同 态 f : Ao 一 A 诱导 的 投射 
f: Xi 一 Xs 是 闭 映 射 而 不 是 开 映 射 , 因为 f(U(t — u)) 为 去 掉 一 条 
曲线 再 加 上 两 个 点 , 不 是 开 集 (图 2)。 故 由 引 理 2-ix) 可 见 也 (从 而 f) 不 
平坦 , 再 由 引 理 2.iv) 可 见 投射 Vi 一 Vo 也 不 平坦 。 


AN 


fl 
A 
yp X. e- 
2 


例 8. 设 f :XX 一 5S 是 有 限 平 坦 的 , 为 简明 起 见 不 妨 设 3 = SpecR, 
X = SpecA, H. 5 是 连通 的 而 了 为 满 射 。 此 时 存在 整数 双 使 得 A EOS R 
模 是 局 部 自由 秩 n Ki, 我 们 称 妈 为 了 的 次 数 (或 和 在 3 上 的 次 数 ), 记 为 
deg fo XHE— RMA P C R, H f7 1(P) 衬 SpecB, 其 中 B = A 8r K(P) 
为 阿 廷 %(P)- 代 数 , H. dimx(P) B = deg f, ik3& B & Bi x+ x Br, 其 中 
Bis Be 为 阿 廷 局 部 环 , 记 其 剩余 类 域 分 别 为 Ki1,…, Kr 则 有 deg f = 
$4 G)[K : &(P)] (一 个 熟知 的 例子 是 S = SpecZ, X = SpecA, 其 中 A 
JE Z Æ Q 的 一 个 有 限 扩 域 中 的 整 闭 包 , 另 一 个 常见 的 例子 是 一 个 域 上 的 
光滑 完备 曲线 间 的 非 平 凡 态 射 )。 


平坦 性 迄今 仍 是 一 个 有 些 神秘 的 概念 , 下 面 的 例子 说 明 平坦 性 有 时 
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很 复杂 。 


例 9. dk k ud, X SY m Ak, 其 坐标 分 别 为 21,22,83 和 yi Y2, as 
对 1,23 的 任 一 置换 o, 在 X xY nus SUPR Ho = {11 = ye v2 = 
yo2,T3 = yo3},， 则 每 个 Ho 在 X 上 平坦 , Uj; Ho 也 在 X 上 平坦 , 但 
Ha) U Haz) U H(132) 却 在 X 上 不 平坦 。 


迄今 为 止 对 于 平坦 性 的 最 接近 直观 的 理解 是 : 一 个 模 是 平坦 的 当 用 
仅 当 它 是 有 限 生成 的 自由 模 的 直 极 限 (参看 [ZhangCH])。 


3. 光滑 性 

我 们 还 需要 了 人 解 切 空 间 、 切 从 、 光 滑 性 等 概念 。 

在 整体 微分 儿 何 中 , 切 空间 是 由 导数 定义 的 : 设 X 是 微分 流 形 , x € 
X, W Oxz 为 和 上 在 zx 附近 有 定义 的 可 微 函 数组 成 的 局 部 环 , 则 OX 在 
2 处 的 一 个 导数 是 指 一 个 线性 映射 D : Ox,z 一 R, 满足 

D(ab) =aDb +bDa (Va,be Oxz) (1) 

Hep a = a(x), W X dE v 处 的 切 空间 Tx,z 由 所 有 这 些 导 数组 成 。 在 复 
儿 何 中 对 于 复 解 析 空 间 也 采用 类 似 的 切 空间 定义 。 


令 mz C Ox,z 为 极 大 理想 , 即 在 点 x 取 值 0 的 函数 组 成 的 理想 ,我 
们 来 说 明 , X. 在 zx 处 的 一 个 导数 等 价 于 一 个 线性 映射 
m,/m2 —^R (2) 


首先 注意 , 由 (1) 可 见 对 任意 常数 ce 民有 De = 0, 且 对 任意 a € m2 有 
Da = 0, 这 样 就 给 出 线性 映射 Ox,z/rr2 > R, 而 mz/m2 为 Ox,z/m2 的 
线性 子 空间 , 这 就 给 出 一 个 线性 映射 (2); 反之 , 若 给 定 (2), 注意 作为 线 
性 空间 Ox /m2 & R & m/m, 可 以 将 (2) 扩张 到 Ox a/m (RESI 
dE R0 上 取 值 0 即 可 ), 从 而 得 到 一 个 线性 映射 D : Oxa 一 R, 不 难 验 
证 D 是 一 个 导数 : 注意 对 任意 aeOxz fi a — a c al, Xp a! € ms, Tfi 
Da' = Da, 对 任意 a,bE Ox, fj ab — ab 4- ab -- ba! +a'b', 而 a'b € m2, 
故 有 D(ab) = aDb' -- bDa' = aDb + bDa, 由 上 所 述 有 


dy i Homg(m; /m2, R) (3) 


13 


群 概 形 及 其 作用 论 


上 述 切 空间 的 定义 看 上 去 与 通常 “具体 的 ” 切 空间 很 不 一 样 , 例如 平 
ij X =R? 中 的 曲线 C : f(z.y) 二 0 在 一 点 (z0,yo) 处 的 切线 由 方程 


下 


of of 
Jz (rowo) (21 — t9) t ay Cow n — yo) =0 (4) 


给 出 。 如 果 我 们 把 平面 X 本 身 看 作 它 在 其 中 任 一 点 (z0, yo) 处 的 切 空间 
(但 原点 换 为 (zo;yo)), 则 切 向 量 (xi — xo, y1 — yo) 所 对 应 的 导数 D 满足 
Dz = zı — zo, Dy = yı — yo. 而 (4) 的 左边 是 Df, 就 是 说 D 是 C 的 切 
I5] 3i 24 HL 24 Df = 0, 这 正和 上 述 切 空间 的 定义 一 致 。 但 注意 我 们 这 里 
定义 的 切 空间 是 (在 同 构 之 下 ) 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 的 。 

上 而 的 定义 可 以 搬 到 代数 儿 何 中 来 。 但 在 代数 儿 何 中 (尤其 是 在 概 
形 的 定义 中 ) 常 是 “ 先 有 函数 后 有 空间 ”( 例 如 仿 射 代数 集 可 以 由 它 的 函 
数 环 的 极 大 理想 集 给 出 ), 切 空 间 和 微分 空间 (在 微分 儿 何 中 定义 为 切 空 
间 的 对 偶 ) 的 定义 次 序 也 要 反 过 来 。 

首先 我 们 来 定义 微分 。 由 于 在 一 般 域 上 不 能 用 取 极 限 的 方法 定义 导 
数 , 我 们 采用 19 世纪 末 德 国学 派 的 方法 , 基本 想法 是 : 设 m 是 代数 集 的 一 
个 局 部 函数 , 它 的 微分 是 一 个 新 变量 dz, 而 dz? = 0。 我 们 记 a! = x 4 dz, 
它 可 以 看 作 的 一 个 “无 穷 小 ?变化 , 而 微分 dz = z'— vx, 从 而 对 任意 代数 
函数 f(z), 可 以 定义 df = f(2')— f(x) (mod da?), 这 和 传统 的 定义 是 一 致 
的 , 因为 在 x 是 实 或 复 变量 的 情形 , f(z+Az)- f£) = f(x)Az+O(Az?) 
而 df = f'(x)dz., t 347140 c 和 xz 看 作 的 两 个 “拷贝 ”就 可 以 得 到 
下 面 这 样 的 定义 。 

We X 是 代数 闭 域 太 上 的 仿 射 代 数 集 , ERRORIS R. A— RQR, 
H: A—> R HEAK ula kb) = ab, I = ker(1), 则 了 由 所 有 18k7X 一 x@k1 
(z € R) 生成 。 我 们 将 Loy c M r1 分 别 看 作 z 的 两 个 “拷贝 ”( 相 当 
于 上 而 的 z^ 和 z), 则 可 记 dz — 0G z — 2 8k 1 (mod I2), 于 是 我 们 记 
OR, — I/I, RA RR 的 微分 模 而 从 RR 到 Qj 有 一 个 微分 映射 d, 将 
ZE RR 映 到 1@kZ 一 z Bk 1 在 Qs 中 的 象 。 注意 d 是 线性 的 但 一 般 

是 ER- 线 性 的 , 且 满 足 d(ab) = adb + bda, 

更 一 般 地 , 设 9,X 为 诺 特 概 形 , 7 :六 一 5 为 分 离 态 射 。 令 人 A: 半 一 
X xs X Apt fais. Z 2g A(X) 的 定义 理想 层 , YES CAE X xs X 上 的 
DRRR. ELX dE S 上 的 相对 微分 层 为 QX/s — ATI Oy X 上 的 
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凝聚 层 ), 其 对 偶 7x/s = Homox (0X, s. Ox) 称 为 相对 切 层 。 易 见 Os- 线 
性 映射 pr5 — pri 将 Ox 上 映 入 工 从 而 诱导 “微分 映射 ”qd : Ox 一 QOxy/s 
(对 任意 开 集 UV CX RATER a,b € Ox (U) 有 d(ab) = adb + bda). i 
R Os 是 局 部 自由 的 , 则 它 对 应 的 向 量 从 (如 例 2) 称 为 相对 微分 从 其 
对 偶 Txys 对 应 的 向 量 从 称 为 相对 切 丛 记 为 Txs WER ZE X, du 
R(T) = Ox ,/m,, EXN X — S E x Abi T8 32 E RI 


Txjs,, = Ders(Ox s. n(z)) & Homs) (Mme m3. (x) (5) 
它 不 一 定 同 构 于 7xjs 在 点 v 的 纤维 。 
引 理 3. V f: X Y Jy S- 概 形 的 态 射 , 则 
i) 存在 Ox- 模 层 的 典范 正 合 列 
f'Oy,s $ kys > Ok, > 0 (6) 


Jp o m f AF "OL. 是 OL 在 和 上 的 拉 回 )。 
i) 车 f BH. T 29 FX) CY 的 定义 理想 层 , 则 有 Ox- 模 层 的 典 

范 正 合 列 
PIS fabas 500,0 (7) 


其 中 5 的 定义 是 对 任意 开 子 集 U C Y 及 任意 截 口 € Z(U), à(f*a) = 
f* (da). 
iii) 对 任意 基 变 换 t: T — S T o dH 


QkxsT/T & (idx xs t)*0k,s (8) 


证 明 很 简单 , 只 要 约 化 为 仿 射 情形 再 用 交换 代数 即 可 (参看 (L1, XVI). 


fj 10. i X = Ag (函数 环 为 k[ri..cm4]) Y = PR ( 齐 次 坐标 为 
(Xo : . : X4)), W OX, & OS", 由 dz1,…, das 生成 , 而 存在 正 合 列 


0 — Oy, > Oy (-1)8"*! 5 Oy — 0 (9) 
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(参看 [H, Theorem IL.8.13]). 


BI 11. E X HIR k 上 的 代数 簇 ,ZE X H k-o & T = Speck[t]/(). 
W X E kx c 的 一 个 切 向 量 等 价 于 一 个 kp T — X. 其 闭 点 映 到 m ( 参 


看 [H, Ex. I.2.8])。 


设 5 为 诺 特 概 形 , X,Y 为 5- 概 形 , 我 们 记 Mors gg OG Y) HA X 
到 工 的 S- 态 射 的 集合 ; 若 6: X X Dg 5- 态 射 , 则 g 忆 go9 给 出 一 个 映 
射 Mors gg; (X, Y) 一 Mors agg; (X^, Y). it S = SpecR, T = Spec(B) 
和 To = Spec(Bo) 为 仿 射 5- 概 形 , f : B 一 Bo 为 RR 代数 满 同 态 。 若 
ker(f) A EE 348. 则 称 f: To 一 了 为 To 的 一 个 无 穷 小 扩张 。 为 方便 
起 见 , 称 只 有 一 个 闭 点 的 概 形 为 局 部 概 形 。 注意 局 部 概 形 都 是 仿 射 的 。 


定义 1. Wb X — S 为 诺 特 概 形 的 分 离 态 射 。 若 对 S 上 的 任意 局 部 概 形 
的 无 穷 小 扩张 To >T, Mors. ggg; (T. X) 一 Mors agg (To, X) 是 满 射 ( 单 
W, 一 一 映射 ), 则 称 X 在 S 上 REN X — S) 是 光滑 的 (无 分 歧 的 , P 
展 的 )。 


易 见 上 述 各 性 质 在 基 变 换 下 保持 (dS X 一 5 是 光滑 的 , 无 分 上 时 
的 或 平展 的 , 则 对 任意 5- 概 形 S, X xs S' S 也 是 光滑 的 , 无 分 歧 
的 或 平展 的 ), 在 X 的 局 部 化 下 也 保持 ( 即 对 X. 的 任 一 局 部 化 Xi. d 
入 一 3 是 光滑 的 ,无 分 歧 的 或 平展 的 则 X1 一 S 亦 然 ), 且 有 传递 性 ( 即 车 
8 和 一 并 和 9: 工 一 和 都 是 光滑 的 , 无 分 歧 的 或 平展 的 则 goj: 和 一 和 
亦 然 )。 


一 个 概 形 S 称 为 正规 的 (正则 的 , C.M.), 如 果 对 每 一 点 s E 9, Os. 
是 整 团 整 环 (正则 局 部 环 , 科恩 - 麦 考 莱 环 )。 若 S 是 特征 0 的 域 K 上 的 
JOE. 则 S 是 正则 的 当 且 仅 当 5 在 K 上 光滑 , 但 这 对 特征 非 零 的 域 不 
成 立 (此 时 天 -光滑 性 比 正 则 性 强 )。 特 别 地 , 车 C 为 域 K 上 的 曲线 , 则 
C 正规 等 价 于 C 正则 (参看 [L1, 命题 XV.2.3), 此 时 对 每 个 闭 点 v € C. 
Oc, 为 离散 赋值 环 (参看 [L1, 命题 XV.2.2 及 引 理 IV.3.1), 故 对 任意 整 
WARE 天 - 概 形 X. 任意 K-EN fX — C 若 不 是 将 XO 映 到 一 个 点 
则 必 为 平坦 的 。 
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引 理 4. 设 X 为 域 EREJE, k H k 的 代数 闭 包 。 d X ek JEN 
正规 的 , C.M. 或 正则 的 , 则 对 任意 域 扩张 k 5 k, X ex k' 是 整 的 , 正规 
的 , C.M. 或 正则 的 。 


(参看 [L1, 推论 XVL2.3). ) 此 时 我 们 说 X 是 几何 整 的 , 正规 的 , C.M. 或 
正则 的 。 


引 理 5. i; X 5 5 为 诺 特 概 形 的 态 射 。 

i) AS 和 P3 Æ S 上 光滑 。 

i) 任 一 闭 子 概 形 YC X 在 六 上 是 无 分 卜 的 。 关 的 任意 局 部 化 在 
X 上 是 平展 的 。 

ii) 设 e:kCK 为 域 扩 张 , S = Spec(k), X = Spec(K). 车 e 是 有 限 
扩张 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

a) K Dk 是 可 分 扩张 ; 

b) Qx/s — 0; 

c) X Æ S 上 为 平展 的 ; 

d) Spec(K Sr k) 是 既 约 的 , 其 中 天 为 天 的 代数 闭 包 (换言之 X 是 儿 

何 既 约 的 )。 


而 车 e 为 有 限 生 成 的 域 扩张 , 则 下 列 条 件 等 价 : 


a) K 在 上 是 可 分 生成 的 ; 
b) 和 在 S 上 光滑 ; 


c) Spec(K r k) 是 既 约 的 , 其 中 天 为 大 的 代数 闭 包 (换言之 X 是 儿 
何 既 约 的 ); 
d) dimxk Qi = tr.deg( K/k). 


此 外 在 任何 情形 都 有 dimi Qj > trdeg( K/k), 

iv) ( 雅 可 比 判 据 设 — S 为 光滑 态 射 , i:Y 一 X 为 闭 子 概 形 , 其 理 
A828 T, WE Y dk S. EXE BC (BIS 3i) p dp 9: PT — DOLAR 
有 局 部 分 拆 ( 即 在 任意 仿 射 开 子 概 形 CY 上 及 Qjs(U) e PIQU)e 
Qi 

v) Wt X — S 为 有 限 型 分 离 态 射 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
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a) X Æ S Ett 
b) X Æ S FPH, Iys 为 局 部 自由 且 其 秩 处 处 等 于 局 部 纤维 维 数 ; 


c) X — S 5pJu HLHGG JL IEMA HE ( 即 对 任意 s € S. Xs 8r) A(s) 


是 正则 的 , 其 中 (s) 是 (s) 的 代数 闭 包 )。 


此 外 , 一 个 域 上 的 有 限 型 几何 正则 概 形 是 正则 的 ; 而 当 e 是 完全 域 时 ， 
k 上 的 有 限 型 正则 概 形 是 儿 何 正则 的 。 
vi) Wt S: X > Y AN 5- 概 形 的 S- 态 射 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
a) 了 是 光滑 的 ; 
b) 典范 同 态 58: "kys 一 OL, 具有 分 拆 ( 即 0 是 单 射 县 coker(ó) 
是 局 部 自由 的 ); 
c) 对 任意 s € S, fs : Xs — Y, 是 (Spec(r(s)) 上 的 ) 光滑 态 射 。 


这 些 都 可 以 归结 为 交换 代数 的 定理 (参看 [L1, XVI), 


引 理 6. 设 f: X 一 工 为 诺 特 概 形 的 有 限 平展 态 射 , 其 中 Y 是 连通 的 , 则 
存在 有 限 平展 著 盖 MWEN) Y — Y 使 得 X xy Y 为 有 限 多 个 的 
找 贝 的 无 交 并 。 


证 ， 我 们 需要 用 到 下 述 事实 : 设 诺 特 概 形 5 的 理想 层 C Os 满足 
T? =T, 则 存在 唯一 ae I(S,Os) 使 得 à? =a H. T= aOs, 从 而 S 为 
V(a) MVC- a) 的 无 交 并 (参看 (L1, 习题 VIL7])。 
于 六 连通 而 了 平坦 ,可 令 d= deg(f), 对 d 用 归纳 法 , 证 明 存在 有 
BERAN Y! — Y 使 得 和 By 为 4 个 并 的 拷贝 的 无 交 并 。 当 4d=1 
时 /为 同 构 , 取 Y — Y 即 可 。 以 下 设 d> 1. 

令 5 二 Xxy X, TH AX) C S 的 理想 层 , 则 由 Ok, = 0 有 
I — T, 从 而 S 分 解 为 AX) 和 另 一 个 闭 子 概 形 S" 的 无 交 并 。 注 意 
pro : $' 一 也 是 有 限 平展 的 , 且 次 数 为 4 一 1, 故 由 归纳 法 假设 存在 有 限 
FRAG Y — X 使 得 S xx Y! X d — 14e Y" 的 拷贝 的 无 交 并 。 从 而 


X xy Y'= 8 xx Y' = (A(X) xx Y) [GS xx Y?) (10) 


HAA Y' WENEH. WEE. 
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对 于 一 个 给 定 的 基 概 形 , 以 下 记 Gchs X S 上 的 分 离 概 形 的 范畴 。 我 

们 知道 , 一 个 5- 概 形 X 1h —4 TU X : Gebs — ((sets)): 对 任 一 9- 概 

Æ T, X(T) = Mors(T, X); 对 任意 S-z&HSH 0: T — T', X(9) = ó*, 即 对 

任意 a € X(T) 有 

X(9)(a) = ó*(a) 2 aoó (1) 

米田 引 理 , X 在 唯一 同 构 之 下 决定 X: 而 一 个 S-E f:IXY 等 价 
于 一 个 自然 变换 了 : 半 一 了 。 注意 若 9 : 工 一 2 是 另 一 个 RA, 则 有 

gof—-gof:XoZ (2) 

对 任意 域 k, X 的 一 个 大 点 是 指 一 个 态 射 Spec(k) 一 X, 这 个 概念 可 以 

推广 到 一 般 的 概 形 了 : X 的 一 个 工 点 是 指 一 个 态 射 工 一 习 ; 如 果 我 们 在 

Gchs 中 讨论 , W X 的 一 个 7T- 点 是 指 一 个 5- 态 射 7 了 一 处 。 按 这 样 的 理 

fi, X(T) Blu X > S 的 所 有 7- 点 组 成 的 集合 。 特别 地 , 一 个 5- 点 就 是 
X — S 的 一 个 截 口 。 而 一 个 了- 点 等 价 于 pro: XxsT — T HARA. 

S AffSchs C Gchs H S 上 的 所 有 仿 射 概 形 组 成 的 子 范畴 , 则 X. 

导 一 个 预 层 2f6cbs — ((sets)), 仍 记 为 X. FRW E -E mK A A E, 


引 理 7. 一 个 5- 概 形 X 给 出 的 预 层 X : AWfSchs — ((sets)) 在 唯一 同 构 
之 下 决定 X 而 一 个 S-AN SAX —Y 等 价 于 一 个 自然 变换 f:IXOY 
(这 里 X M X REI Scbs 上 的 预 层 )。 


iE. DAERA SEM FOX OY MIY —Z S OLY M Z 
理解 为 AfSchs 上 的 预 层 则 (2) 仍 成 立 。 由 抽象 废话 只 需 证 明 任 意 自 然 
变换 五 :XX 一 了 由 一 个 唯一 的 9- 态 射 了 :区 一 了 给 出 。 
任 取 X. 的 一 个 仿 射 开 窗 盖 {Uili € Tj, 记 ei : Ui 一 X 为 嵌入 态 
射 (Yi e 了 ,一 个 自然 变换 F: X — Y 将 每 个 ei 映 到 一 个 5- 态 射 
f; : Ui — Y, 而 对 任意 i,j E 工 及 任 一 仿 射 开 子 概 形 U' C Uin 0;, 卫 将 
KA e :U' — X RIA S-A PSU Y. AIRA 9i :U' AUi, 
fioói — f' d 
Fle) = F6) 2 910) = fo o fiU SY (3) 
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同 理 对 嵌入 05 : U' — U; A Fle) = fj oj, XWH f; M f; dE U; QU; 
上 一 致 。 故 所 有 f; (€ I) 可 以 “ 粘 ? 成 一 个 S-RSE £F. B 
foei—fi—-F(ei):Ui—5Y (viel) (4) 
对 任意 SRI VT >X, WT f^i rds Tl € J} 使 得 每 个 
v) 都 包含 于 某 个 U: 中 。 对 每 个 j6J BogicCIA4T,cv (U), 
并 令 U; Ui, ej ei :U; — X, f; f:U;—Y,t;: T; —^ T HRA, 
V;:T; > U; Jy v dE T; EERE (vj e J). Wir] vot; = ejo pj X (4) 
可 见 对 任意 JE 了 有 
F(T)(v) ot; = tj(F(D)(9)) = F(15)(vot;) 
= F(Tj)(e;jo vj) = vj(F(15)(e3)) = foe;ov; (5) 
= fovot; = f(T)(U) ot; 
故 F(T)(V) = f(T)(YV)。 这 说 明王 = f. 证 毕 。 


注意 对 任意 5S- 概 形 X.Y.T, 一 个 SEM T > X xs Y 等 价 于 两 个 
S-A T >X MT>Y, 换言之 有 自然 等 价 


XAY SXxYőY (6) 


这 可 以 看 做 对 于 纤维 积 的 另 一 个 理解 。 

预 层 的 语言 与 纤维 从 的 语言 本 质 上 是 等 价 的 , 但 具体 表现 关 异 颇 大 ， 
粗糙 地 说 前 者 在 代数 上 直观 , 而 后 者 在 儿 何 上 直观 。 我 们 后 面 将 看 到 , 在 
很 多 情形 运用 预 层 的 语言 可 以 将 关于 概 形 的 论证 转化 为 集合 论 的 论证 ， 
从 而 显著 地 简化 ; 而 在 另 一 些 情 形 , 采用 纤维 从 的 语言 更 为 简便 。 因 此 二 
者 不 可 偏 废 。 

一 般 说 来 , 一 个 Ocbs R AfSchs 上 的 预 层 了 不 一 定 等 价 于 某 个 XX。 
用 范畴 论 的 语言 , 车 卫 等 价 于 某 个 X, 则 称 全 是 可 代表 的 , h X 代表 。 
一 个 预 层 是 否 可 代表 , 是 我 们 下 而 经 常 要 关注 的 一 个 重要 问题 。 


5. 有 理 映 射 
以 下 记 一 个 域 k 的 代数 闭 包 为 尺 。 
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B fiX --> 了 为 域 E 上 的 代数 簇 的 支配 有 理 映射 , 则 存在 X 的 笛 
AATE U 使 得 了 给 出 已 到 了 的 所 态 射 ,适当 选择 U 还 可 使 U 一 Y 
是 平坦 的 。 若 [K(X) : K(Y)] < oo, 则 还 可 以 选择 U 使 得 UV 一 Y 是 平 
iig HU 一 f(U) 是 有 限 的 。 


引 理 8. 设 K 为 域 k 的 有 限 生 成 扩 域 , W kÆ K PRAWA k 
ARI IK. F kÆ K 中 代数 闭 , W SpecK 在 大 上 是 几何 不 可 约 的 , 且 当 
为 完 伞 域 时 是 几何 整 的 。 


证 . 令 尺 C 天 为 有 在 天 中 的 代数 闭 包 。 任 取 有 限 生 成 的 太子 代数 
RC K W4 qf.(R) = K, W R HEHU A C K tif DR AE ln k- 
数 (参看 [L1, 定理 IV.2.1]), 且 显 然 k C 4。 任 取 A 的 极 大 理想 P, 则 由 
弱 零 点 定理 (参看 例如 [L1, 推论 IV.1.1]) 可 知 A/P i k WARD IK, 而 
k' 一 A/P IERS, CK! 也 是 大 的 有 限 扩张 。 

设 — k, 我 们 来 证 明 K Srk 只 有 一 个 素 理想 。 用 反 证 法 , 若 开 QkK 
有 不 止 一 个 素 理想 , 则 存在 大 的 有 限 扩张 ko C k fh K Ok ko 有 不 止 
一 个 素 理想 , 且 不 妨 设 ko 2 k 为 正规 扩张 。 令 ki C ko 为 所 有 在 有 上 可 
分 的 元 组 成 的 子 域 , 则 Cy ko 也 有 不 止 一 个 素 理想 , 而 由 本 原 元 素 定 理 
FETE t E ki 使 得 ki = k[t] & f € k[v] Jg t d k Eng SCAN. 则 由 
k =k WI f EK ERIA, dk K Orki S K[z]/Cf) 是 整 环 , 从 而 是 域 ， 
矛盾 。 

F k IEAI, 则 因 天 在 大 上 可 分 , 上 而 的 讨论 证 明了 K Ork 是 域 。 
证 毕 。 


设 C 为 曲线, K = k(C) (C 的 代数 函数 域 ), W K Srk HR. F 
C 为 射影 正则 曲线 , 称 五 的 一 个 所 离散 赋值 为 C 的 一 个 素 除 子 ,C 的 
闭 点 与 素 除 子 一 一 对 应 ( 闭 点 v 6 C 所 对 应 的 离散 赋值 记 为 vz)。 一般 
的 除 子 是 指 一 个 有 限 形式 和 =mDi 十 … 十 nrDr, 其 中 na, -ny € Z, 
D1,…, D, € C 为 素 除 子 , HEX D 的 次 数 为 


deg(D) = ni[&(D1) :k++nrlk(D;) : k] (1) 


反之 , K 为 的 超越 次 数 为 1 的 有 限 生成 扩 域 使 得 大 在 天 中 代 
数 闭 , 则 在 同 构 之 下 存在 唯一 射影 正则 曲线 C 使 得 有 大同 构 k(C) S K 
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(参看 例如 [L2, 4.4 节 ]), CHAAR Ca 可 看 作 K 中 的 所 有 后 离散 赋值 
的 集合 。 
设 C k 上 的 紧 致 曲线 , 令 C 为 C @k 天 的 正规 化 , 则 C 为 天 上 的 
光滑 射影 曲线 , 其 亏 格 称 为 C 的 亏 格 并 记 为 9(C)。 显 然 g(C) 由 k(C) 
车 C 是 光滑 的 , 则 对 C 上 的 任意 可 逆 层 C 有 黎 曼 -罗拉 定理 


h*(£) — (Qo &oc L7) = deg(£) + 1 — g(C) (2) 


因为 n? 在 基 变 换 下 不 变 。 
同 理 , 车 f: C 一 C 为 光滑 射影 大 曲线 的 可 分 态 射 , 则 有 赫 尔 维 区 


定理 
byr S F W y Soc Oc(Ry) (3) 
其 中 Ry = E rer 为 分 歧 除 子 Como OC 的 闭 点 , t € Oo,f(z) 为 


TECe 


Oc fa) 的 极 大 理想 的 生成 元 , 则 re — wz( 广 的) — 1, 称 为 f£ ERR v 的 分 
歧 指数 ), 可 以 看 作 Qevc' 给 出 的 除 子 。 由 此 有 


2g(C) — 2 = deg(f)(29(C") 一 2) + deg t, (4) 


车 ch(k) = p > 0, 则 光滑 射影 大曲 线 的 任意 有 限 态 射 7: C 一 C 可 以 分 
MARA F2, 与 一 个 可 分 态 射 C7 一 C" 的 合成 。 注意 了 等 价 于 一 个 
大 代数 同 态 K(C') 一 k(C)。 

以 下 是 关于 曲线 的 一 些 基本 事实 。 


引 理 9. 设 C 为 六 曲线 。 


i) 车 大 是 完全 域 而 C 是 正规 的 , 则 C dk k 上 光滑 。 

i) Wr K 是 一 个 太 代 数 徐 的 函数 域 , 而 C 是 正则 的 。 芳 C ex K 的 
正规 化 C 在 天 上 光滑 , 则 C dk k 上 光滑 。 

iii) 设 C A k RGR 0 的 紧 致 光滑 曲线 , 则 C SPL 当 且 仅 当 C 有 
一 个 kg. 


证 .i 实际 上 ,若是 完全 域 , 则 任意 正则 所 代数 簇 X 在 及 上 光滑 。 为 
证 明 此 事实 不 妨 设 X = Spec4。 对 任 一 极 大 理想 P C A, 由 于 尺 是 完全 
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域 , (4/P) @k 天 是 约 化 的 (参看 引 理 5 才 )), 故 P=Pe@kcA@rk= 有 4 


等 于 有 限 多 个 极 大 理想 及,…, P, C A 的 交 。 令 n= dim(X), 则 由 所 设 
Ap h n N a,.n an ÆR, 故 每 个 Ap, 由 a -an 的 像 生成 , 从 而 是 


正则 的 。 这 说 明 是 正则 的 , 从 而 由 引 理 5.v) 可 知 A dk k 上 光滑 。 
ii) 不 妨 设 C = Spec4。 对 任 一 极 大 理想 P C A, hT K 是 一 个 所 代 
BU ARER, (A/ P) ey K 是 整 环 , 故 已 = Po K C AG K =A 是 素 
3) A8, 由 所 设 Ap 是 正则 局 部 环 , 故 Apr 是 正则 局 部 环 , 从 而 C 一 Cox K 
在 P 附近 是 同 构 。 由 所 设 可 知 (Uye) S Apr, 故 (004,) p S Ap, 这 
说 明 4 在 上 光滑 。 

ii) 必要 性 是 显然 的 。 反 之 , 车 C 有 一 个 大 点 P, Nm St ev o 
HA hP(Oc(P)) =2, 任 取 H*(C, Oc(P)) 作为 线性 空间 的 一 组 生成 元 
fo. fi € k(C), 则 对 任意 ze Ca; vs (fo/fi) M velfi/ fo) 至 少 有 一 个 > 0， 
WE fos fi) 给 出 一 个 大 态 射 C 一 Ph 它 在 Okk 后 为 同 构 , 故 为 同 构 。 


证 毕 。 


习题 


1. W f: X >Y y 5- 概 形 的 态 射 。 证 明 f xs f:XxsX —Y xsY 与 
X fads Ay :Y >Y xsY 的 拉 回 同 构 于 X xy X. Kali, d; Y ^5 
是 分 离 的 , 则 X xy X 可 看 作 X xs X 的 闭 子 概 形 。 


X 


2. Wr X, X' 为 一 个 域 上 的 有 限 型 概 形 , U c X, U' c X' py X d 
X' fg ss JF T OE. 证明 U x, U' 是 X xx X" 的 稠密 开 子 概 形 。 


3. 设 X,Y 为 一 个 域 上 的 有 限 型 不 可 约 概 形 。 证 明 X x Y 的 所 有 不 
可 约 分 支 都 有 相同 的 维 数 。 
927 微 积分 


这 里 所 谓 的 微 积 分 , 是 指 概 形 的 微分 层 、 导 数 与 微分 算 子 、 德 拉 姆 复 
形 、 联 络 等 (JL [BO, 82])。 为 简单 起 见 我 们 以 下 只 考虑 分 离 概 形 , 例如 用 
Ocbs 记分 离 5- 概 形 的 范畴 (其 态 射 为 5- 态 射 )。 


23 


群 概 形 及 其 作用 论 


1. 导数 与 微分 算 子 


设 7 :和 一 3 为 局 部 诺 特 概 形 的 分 离 态 射 。 令 了 工 为 对 角 态 射 A: 
X >X xs X 的 理想 层 , 它 作为 左 Ox- 模 层 局 部 由 形 如 18os a 一 a@os1 
的 截 口 生成 。 我 们 知道 XX 在 ?3 上 的 相对 微分 层 


Qt. Js ^ A'T (1) 
而 且 有 一 个 Os-Bi E IRI 


d= pr} — pri : Ox 一 QX/s (2) 


它们 不 仅 给 出 7: 关 一 5 的 重要 的 儿 何 结构 , 而 且 具 有 下 面 的 重要 性 质 。 

为 简单 起 见 设 S = Spec(4)。 设 M 为 Ox- 模 层 , 一 个 Os- 同 态 D : 
Ox 一 M 称 为 一 个 S-F% 如 果 对 于 任意 开 集 U C X 上 的 任意 截 口 
a,b € Ox(U) IYA D(ab) = aDb--bDa, 车 和 也 是 Ox- 模 层 , 易 见 对 任 
意 S-F% D : Ox 一 M 及 任意 Ox- 0: M — N60 D:Ox >N 
也 是 5- 导 数 。 特别 地 , 对 任意 f € A, 6 — f: McM, W I ó6oD- 
[D:Ox 一 人 是 5- 导数 。 由 此 易 见 所 有 从 Ox 到 M 的 5- 导 数组 成 一 
个 4- 模 , 记 为 Ders(Ox, M). 

易 见 (2) 中 的 d 是 Ox 到 Qxys 的 一 个 5- 导 数 , 它 具 有 下 列 泛 性 : 
对 任意 Ox- 模 层 M 及 任意 S-F% D : Ox — M, 存在 唯一 Ox- 同 态 
9 :9Qxs > M 使 得 D=8od。 由 此 可 见 有 典范 的 4- 模 同 构 


Ders(Ox, M) ¥ Homox (QX,s, M) (3) 


不 仅 如 此 ,上面 的 事实 可 以 “ 层 化 ”: 对 任意 开 集 U C X 有 Ox(0)- 模 
Ders(Ou, M|u), 易 见 它们 组 成 一 个 Ox- 模 层 ( 简 言 之 所 有 从 Ox 到 M 
的 局 部 5- 导 数组 成 一 个 Ox BE). 记 为 Ders(Ox,M), 而 (3) 可 以 层 化 为 
Ox- 模 层 同 构 Ders(Ox,M) = Homoy (N4js, M). I&R Homox (Qs. 
Ox) H X E S ERWE 7xjs。 

我 们 下 面 来 深化 上 述 理论 。 

对 任意 非 负 整数 m 记 P&/s=A-(Oxxsx/T"+1)( 注 意 Supp(Oxxsx/ 
T") = A(X)), 称 为 在 5 上 的 阶 不 超过 n 的 相对 微分 层 , 令 Pejs = 
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Ox@osOx, Px/s 一 人 “1Oxxsx, 它 是 如 下 预 层 下 的 伴随 层 : 对 任意 仿 射 
开 子 概 形 V = Spec(R) C S 及 任意 仿 射 开 子 概 形 U = Spec(4) C 7 (V) 
有 F(U) = A @R A。 由 张 量 积 的 泛 性 有 一 个 显然 的 ( 左 ) COx- 代 数 同 态 
t: Pjs 一 Px/s, 将 a8osb 映 到 A!(pri(a)-pr3(b))。 & u: Pjs > Ox 
为 乘法 映射 : a Bos b — ab, T' = ker(u) ( 它 由 所 有 形 如 1 @os 4a 一 a@os1 
的 局 部 截 口 生成 ), 则 显然 有 ID") — ZPy, s. 故 有 下 面 的 交换 图 


| de D 


注意 在 上 述 仿 射 开 子 集 U 上 了 诱导 同 构 Aen A/T(U)" 一 Pr), 
而 所 有 这 些 仿 射 开 子 集 组 成 X 的 一 个 拓扑 基 , 它们 在 同 构 之 下 唯一 决定 
F/Tn+iF 的 伴随 层 , 故土 诱 导 Ox- 代 数 同 构 


Pxjs/T" = PRs (Vn 2 0) (5) 


此 外 注意 对 任意 非 负 整数 i 有 显然 的 Ox- 代 数 满 同 态 PS 一 Phys 其 
核 为 

A D/A A UATE ATH (6) 
由 此 可 以 给 出 P&/s 的 一 个 过 滤 , 其 因子 都 是 拟 凝聚 层 ( 且 当 为 有 限 型 
时 是 凝聚 层 )。 由 此 及 归纳 法 即 可 见 P&/s 是 拟 凝聚 层 ( 且 当 7 为 有 限 型 
时 是 凝聚 层 )。 

RF, 9 X 上 的 拟 凝聚 层 , D: >G 为 Os- 线 性 映射 , 则 DD 诱导 
一 个 Ox- 线 性 映射 D: Ox &o, F > G. 注意 Ox @os F H PX sU. 
Ti D Ail Po, Gox F = PRs &p,, (Ox Qos F), WIK D IMRE n 
的 Os- 微 分 算 子 。 一 个 特殊 情形 是 “ 泛 微 分 算 子 ”d : Ox > Pjs 将 Ox 
的 任 一 截 口 映 到 了 Ba。 2? (£) Ox- 线 性 同 态 万 : Pjs 80x F >G% 
过 P&s@ox F, 4 d: F > Ox 80s F XAS f 519 f, D— Dod 
为 阶 不 超过 的 Os- 微 分 算 子 。 由 此 可 见 一 个 阶 不 超过 n 的 Os- 微 分 算 
Y D: 厂 一 9 等 价 于 一 个 Ox- 线 性 同 态 P&js @ox 丰 一 9。 

设 Di: F> GA D2 :9 一 分别 为 阶 不 超过 ni 和 no 的 微分 算 
TF, 我 们 来 说 明 D = Da o Di 是 阶 不 超过 ni 十 n2 的 微分 算 子 , 为 此 需要 
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证 明 D 诱导 的 Ox- 线 性 映射 万 : Pk @ox F — H Xt Ttt go F 
映 到 0。 只 需 对 T 的 所 有 局 部 生成 截 口 wa@1- 1@a 验证 即 可 。 由 
D; : Ox 0s F > G M D : Ox 80s G > H AI —A A 


D' = Dao (ido, 80s D1) : Ox 80s Ox Qos F>H (7) 


使 得 对 Ox 的 局 部 截 口 a,b 和 大 的 局 部 截 口 上 有 D'(aebof)-— abD(f). 
将 Ox @os F RE Ox Gos Ox @os F HTE Ox @os 1@os F. 对 Ox 
的 任意 局 部 截 口 a, YE Ox 80s Ox Qos Ox 中 有 


a®18®1—-1®818a=(a®1—-18a)®1+1®(a®1—-1®a) (8) 


由 此 可 见 (ae19S1—1e1Ga)ntnt! 可 以 表 为 
b(19(a91—1G2a))!*! -ec((a81—1&a)91)2* (9) 


其 中 b,c 为 Ox Bos Ox Qos Ox 的 局 部 截 口 。 对 F 的 任意 局 部 鹤 口 f, 
idox Qos Di 将 b(18 (a@1 一 1@a))"t1 80x 了 映 为 0, 将 c((a@1- 
18a) 1)"'2H 90x f MJ c(a@1 一 18a)"t1 80x Di(f), 而 Ds 将 
c(a 91- 18a)2+ Q0, Di(f) WA 0, w D' # (a9181-1819 
a)itn2*! @ox f We 0, 

对 任意 非 负 整数 n 记 Dif fS, 07.8) 为 从 大 到 9 的 阶 不 超过 nn 的 
Os- 微 分 算 子 组 成 的 层 , 它 是 Homos CF. G) 的 子 层 , 并 记 Diff (7,9) = 
T(X,Diff%js(,9))。 由 上 所 述 有 Ox- 模 层 同 构 


Dif fx/s(F,9) = Homox (PX/s Box F,9) (10) 


故 当 Pt. 大 为 凝聚 层 时 Dif 8/s(,9) 为 拟 凝聚 层 ， 且 当 9 也 
是 凝聚 层 时 Di77&/s(F,9) 为 凝聚 层 。 所 有 Diff%js(F,9) 的 并 给 出 
Tomos(F,9) 的 一 个 子 层 Dif fxjs(F,G) PRjs WF 为 凝聚 层 时 它 是 
MEERE, 记 Difxys(F,9)=TCX Dif fx js. 0). 特别 地 ,Dif fx/s(Ox， 
Ox) 是 Ox- 代 数 层 。 

注意 对 任意 由 pr : Ox > Ps 是 A* : Pts — Ox 的 一 个 截 口 , 故 
Pts 作为 左 Ox- 模 可 以 分 解 为 直 和 Ox @ ker(A*), 因此 Dif fa, s (7. G) 
也 可 以 相应 地 分 解 为 直 和 。 特 别 地 有 


Dif 六 /s(Ox,Ox) 兰 Ox 6 Ders(Ox.Ox) (11) 
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故 Ders(Ox,Ox) S Tx,s 可 以 看 作 Dif fx,s(Ox.Ox) 的 子 层 。 注 意 对 
任意 D, D' € Ders(Ox,Ox), 在 Difx/s(Ox,Ox) 中 有 


(D, D'] = Do D' -DoDeDers(Ox,Ox) 2) 


这 是 因为 对 任意 开 子 集 U C X 及 任意 a,b € Ox(U) 有 
[D, D'|(ab) = D o D'(ab) — D' o D(ab) 
= D(aD'b + bD'a) — D'(aDb + bDa) 
= DaD'b + aD o D'b + DbD'a + bD o D'a — D'a Db 
— aD' o Db — D'bDa — bD' o Da 
—aDeDb— D'oDb) 4 MDeoDa— BD oDa) 
= a[D, D']b + (D, Da 


(13) 


换言之 ，Ders(Ox,Ox) 为 Diffx;s(Ox. Ox) 的 李子 代数 。 由 层 化 还 
可 见 Ders(Ox,Ox) 是 Diffxjs(Ox,Ox) 的 李子 代数 层 。 记 


Diff(Ox/S) — r.Dif fx/s(Ox, Ox) (14) 
称 为 六 在 3 上 的 整体 微分 算 子 层 , 它 是 Cs- 代数 层 ( 当 7 是 有 限 型 时 为 拟 凝 
KE) 其 中 阶 不 超过 n 的 部 分 组 成 子 层 Dif f"(Ox /S) -T.Dif Js(Ox， 


Ox) 
Ders(Ox, Ox) = r.Ders(Ox,Ox) (15) 


是 Diff(Ox/S) 的 一 个 Os- 李 代数 子 层 , IRO ( 即 Ders(Ox .Ox) 
的 元 ) 称 为 和 在 3 上 的 向 量 场 。 简 记 


Diff(Ox /5) = T(S, Dif f(Ox /S)) = Diffx/s(Ox, Ox) (16) 


此 外 , WR S 是 Fo- 概 形 (D 为 素数 ), W Ders(Ox.Ox) 还 有 一 个 “Pp- 李 
代数 ” 层 结构 : 对 Ders(Ox,Ox) 的 任意 局 部 截 口 9 € Ders(Ox.Ox)(U) 
(U C S 为 开 集 ) 有 


6? = 0o." o0 € Ders(Ox ,Ox)(U) (17) 


这 是 因为 , 由 导数 的 定义 及 归纳 法 , 易 见 对 任意 a,b € Ox (U) 有 
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p 

6" (ab) = > (?) 6 (a)6?-*(b) = a8" (b) + b0” (a) (18) 
对 Diff(Ox/S) 的 任 一 局 部 截 口 be Dif f(Ox/S)(U) (U C S HFE), 
0 5 80! — 0 o0 SE XL—^ qe 自 同 态 adb : Ders(Ox Ox )(r-1(U)) ^ 
Ders(Ox,Ox)(r-1(U)), 易 见 


(ad8)? (0) -> (p) ooog 


(19) 
= 6? o 0' — 6' o 6? = (ad(6"))(8^) 
简 言 之 
ad(bz) = (ad8)? (20) 
E 0 0? 是 Os- 半 线性 的 : 对 Os 的 局 部 截 口 < 有 
(c8)? = PoP (21) 


一 个 ERR R 上 的 李 代 数 2 称 为 一 个 户 李 代数 如 果 它 有 一 个 加 法 
自 同 态 人 一 L ( 简 记 9 € 2 在 此 同 态 下 的 像 为 0P), IERO ELK 
ce R iit (20) 和 (21)。 故 Diff(Ox/3) 可 称 为 关上 的 一 个 产 李 代数 
层 , 而 (17) 说 明 Ders(Ox,Ox) 为 Diffx/s(Ox,Ox) W p- TRR o 
由 此 得 到 Ders(Ox,Ox) 有 一 个 Os 上 的 产 李 代数 层 结 构 , 而 ©xjs = 
T(S, Ders(Ox,Ox)) 有 一 个 产 李 代数 结构 。 总 之 有 


命题 1. 设 7: 头 一 5 为 诺 特 概 形 的 有 限 型 分 离 态 射 , 则 

i) AHER n > 0176 Ox- 模 层 同 构 (5), 且 Pxjs 是 凝聚 层 ; 

ii) 对 任意 Ox- F, G 有 Ox- 模 层 同 构 (10), 故 当 F, 0 为 凝聚 层 时 
Dif f$,s (7.0) 为 凝聚 层 , HWA Dif fe, (7.0) 的 并 给 出 Homos(F, G) 
的 一 个 子 层 Dif fxis(7.8). 为 拟 凝聚 层 ; 

iii) Diffxjs(Ox,Ox) 是 Ox- 代 数 层 , 而 Ders(Ox, Ox) 是 它 的 Ox- 
李子 代数 层 , 且 当 5 是 了 rp- 概 形 (p 为 素数 ) 时 为 户 李 代数 子 层 。 


2. 一 些 特殊 情形 和 应 用 


WR Ok, 是 秩 7 局 部 自由 的 , W Txys = Ders(Ox,Ox) S 
Homox (Qjs， Ox) 也 是 秩 r 局 部 自由 的 , 此 时 在 足够 小 的 仿 射 开 子 
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4& U C X 上 可 以 选取 ZX1,…,Zr € A = Ox(U), 使 得 dz1,…,dzr 组 成 
Qs(U) 在 A 上 的 一 组 自由 生成 元 (这 是 因为 OX,S(U) 由 所 有 
dz (x € A) 生成 )。 这 样 {dz1,…, dzxr} 的 对 偶 就 给 出 Ders(Ox,Ox)(U) S 
吾 om4a(Qxys(D), A) 的 一 组 自由 生成 元 D1,…, Dr (Bl Di(2;) = ôi), 我 们 
可 以 将 D; 理解 为 起 。 更 一 般 地 , 若 P&/s 是 局 部 自由 的 , 则 Dif fxjs(Ox 
Ox) S Homo, (Py s, Ox) 也 是 局 部 自由 的 。 

Fi {dz1.…,dzr} 是 Qxjs(U0) 在 A 上 的 一 组 生成 元 , 则 对 任意 y € 
P&/s(U) 可 取 a0,a1,...,an € A 使 得 y 在 投射 P%js(U) 一 Py,s(U) 下 
KH ao + aida 十 … 十 ardzr, 换言之 Py,s(U) 作为 左 4- 模 由 pr3(1)， 
prá(zi).. prá(r.) 生成 。 注 意 THU) 作为 Pxjys(0)- 模 ( 即 理想 ) 由 
1 0s T1 — T1 Bos 1 1 @os Tr 一 Tr Qos 1 的 所 有 i 十 1 次 单项 式 生 
成 , 可 见 (AITH /ACITH9)(U) ( 见 (1.6)) 作为 左 4- 模 由 这 些 单项 式 
的 像 生成 。 由 此 用 归纳 法 即 可 见 Pxjs(U) 作为 左 和 4 模 由 所 有 p73(21),…， 
Prò (zr) 的 次 数 不 超 过 ni 的 单项 式 生 成 , 也 可 以 由 所 有 pr3(21) 一 pri(21),…， 
pr5(z,) — Pri (2r) 的 次 数 不 超 过 的 单项 式 生 成 。 而 P%js(U) 作为 A-4 
数 由 prá(21)..... Pr3(Zr) 生成 。 

设 所 有 这 些 单项 式 组 成 Pxjs(U) 作为 左 4- 模 的 一 组 自由 生成 元 ， 
则 其 对 偶 就 给 出 Diff%js(Ox,Ox)(U) 的 一 组 自由 生成 元 。 定义 Di; € 
Dif fx ,s(Ox; Ox(U) X 


Dij(al)—óuóg (1<i,k<r, 0«jlxn) (1) 
则 所 有 Dij oo De; Gi je & n) 即 为 上 述 Dif fx, (Ox. Ox)(U) 
的 自由 生成 元 组 。 在 特征 0 (BIS 为 Q@- 概 形 ) 的 情形 , 易 见 有 


D -ipini 1<i<r,0<j< 2 
gg a7 $i (1«icr,0«jxn) (2) 


故 Diffxjs(Ox,Ox)(U) 作为 4 代数 是 由 Ders(Ox,Oxj(Z) 生成 的 , BI 
任意 微分 算 子 可 以 表达 为 形 如 

9h Oir 
(其 中 au, € 4)。 但 在 特征 0 (Bl 3 为 Fp- 概 形 ) 时 的 情形 大 为 不 
H, 因为 (2) Æ j >p AERX. 
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设 义 为 域 上 的 有 限 型 概 形 , 使 得 O1, 在 关上 平坦 。 则 由 上 所 述 
在 足够 小 的 仿 射 开 子 概 形 U C X 上 可 取 Qn(U) 作为 4 = Ox( e Él 
的 自由 生成 元 das, ss dar, (£1, 8r € A). 车 h(k) = 0, W z1,.… zr 在 
k 上 代数 无 关 , 这 是 因为 车 有 有 上 的 r 元 非 零 多 项 式 dpi 使 得 
FEE) = 0, 任 取 了 的 一 个 次 数 最 高 的 项 eXT Xir (040, 令 
D— S o..of Wu 


Ji Jr’ 
Or1 ? Ba 


0= Df(z1,.,2r) = cji: jr! (4) 


ch!l…jr! 关 0 矛盾 。 由 此 可 见 dimCX) 局 部 不 小 于 Qxj 的 秩 , 这 说 明 

是 儿 何 正则 ( 即 非 奇异 ) 的 ( 见 [L1, 定理 XVL2.1]). 车 ch(k) = p > 0, 
Nie: 断言 不 成 立 , 例如 R= k[z]/(z?) 是 0 维 局 部 环 但 Q5, S Ro 不 
过 此 时 由 (4) 可 以 看 出 至 少 所 有 单项 式 三 (0 X ji, jr < p) dE 
k 上 线性 无 关 , 从 而 deg(X/k) > p^ (可 能 为 co)。 总 之 有 ([L1, p.178]) 


引 理 1. 设 X 为 域 上 的 有 限 型 概 形 使 得 O3, 在 X 上 平坦 。 
i) ds ch(k) = 0, W X 是非 奇异 的 , 特别 地 它 是 约 化 的 、 正 规 的 和 正则 
的 。 详 言 之 , 车 der, oder 为 Oi, 局 部 的 一 组 自由 生成 元 , 则 ss 
Ek RAER. 
ii) 车 ch(k) = p > 0, W deg(X/k) > p^. Jt r Jy O1, Ik, YES 
之 ,车 dry s dz, 为 OX, 的 一 组 局 部 生成 元 , 则 所 有 单项 式 ad! ead 
(O< jid, < p) 在 上 上 线性 无 关 。 


我 们 还 需要 用 到 关于 微分 算 子 的 可 除 性 的 一 些 事实 。 设 R 为 特征 
0 的 整 环 , 4 为 平坦 RR- 代 数 , D € Derr(A, A), n € N, ii D™ = Pr : 
4 一 A @Q@。 显然 所 有 微分 算 子 DOO (Vn) 是 相互 交换 的 。 若 4 = RIz] 
ij D = £, W D™ e Diff(A/R), 这 是 因为 对 任意 6 € A, DW(9) 为 
p(x + dz) 对 dz 的 展开 式 中 dz” 的 系数 。 
引 理 2. 设 A = Z[z],p 为 素数 , 令 
d 
D= dz € Derz(A, A) (5) 


4 r € N, w 
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i) 对 理想 T= (p, 2x7”) C A 及 任意 i<r 有 DP)(T) CT 因此 DO y 
导 A/I 上 的 微分 算 子 ( 仍 记 为 DO). 而 Diff A/I, Fp) & Hom(A/I, Fp) 
由 所 有 ho DO) (0 i «r) Æ, Ih h: A/I ^ Fp 为 投射 ( 模 (z))。 

i) 存在 唯一 2r 元 多 项 式 Ar € Zo [ro Yo,- Er, y], 其 中 所 有 指数 
均 < p, 使 得 对 任意 a b € A, 


DP) (ab) = à (D 81,1 9 DO”... DP) 91,19 DP"))(a,b) (6) 
ii) WHER i 2 0 A DO (Z[z]) C Zier], m DOO # Zer] 上 的 限 
VES p 为 导数 。 
证 . 我 们 需要 用 到 下 面 儿 个 组 合 事实 : 首先 , 若 m = ?十 2D 十 和 222 +--+ 
ipp” (0 < io, -ir < p), tl 


m! 
(py (ry 


注意 (7) 的 左边 为 多 项 式 $= (zi 十 … 十 Zio+…+ir)” 中 单项 式 


= doli i4 z 0 (mod p) (7) 


Ex p p p" 
Q = T1 `` * TigTis ya ot Tis pi, oo" Tig psi, (8) 
的 系数 , 而 


$ = (zi iota) O (2? H eu) (t 


HoH ah ppi) (mod p) 


右边 a 的 系数 为 dotate -irls 将 (7) YHT m = p" -1 = (p — 1)(14 
pcckp Ru 


1- v - Co iA (mod p) (10) 
再 由 归纳 法 得 
(-1)'" (mod p) (11) 


poo) ~ 
再 次 应 用 (7) 可 见 对 任意 ?<7 有 


p 


P Pup 三 1 (mod p) (2) 
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由 (11) 可 得 
7| 
zo =1 (mod p) (13) 
再 由 归纳 法 可 得 
prts! 
Pp 三 1 (mod p) (14) 


1) RAT ERA EOSEEERE m 2 0:8 DG (a9 *") e I, RRK Mm < p 
的 情形 即 可 。 我 们 有 DO) = urinae +m， 由 (7) 和 
(12) 有 


| "hn! 
- à. = (mod p) (15) 
p!(p +m- p)! — pi(pr — p!)tm! 
此 外 注意 , 对 任意 m = door iip + izp? +- --+ir-1p"7! (0 < io, dri < p) 
有 


m! 


(P)io o... Tiin Sae 
D? )io o o DP Ji (gm) = Ga e x 


0 (mod p) (16) 


而 对 任意 了 zm 有 DO o... o DG" Di (xI) = 0 (mod (z))。 故 所 有 
ho D) (0 i <r) Æ Diff(A/I, Fp). 


r p ; r " 
ii) 我 们 有 DA (ab) = 2 ao y D! (a) D" 7" (b), 故 只 要 将 每 个 
ALD" (0 « m <p) 表 为 DO, D" D 的 Zn 系数 单项 式 即 可 。 设 
m = ig + iip + dap? +-+- + irp"! (0 <S ig, ici < p), 由 (7) 可 知 存 


在 ce Zi) 使 得 


Lp" (py 7 mea" ep essa DO en qae 
m! pr)Hosssqpr— 3e 


(17) 可 见 X 的 唯一 性 。 

ii) 第 一 个 断言 是 显然 的 。 对 p^ 的 任意 整数 倍 m. 分 解 为 m = psd， 
其 中 s> 关 7 而 fd 由 (7) 得 cu = a (mod p), siti (12) 可 见 当 
srl mm = 0 (mod p), 因此 DO )(zm) = [Cr ? 在 
任何 情况 下 模 p 与 mame" 同 余 , xg DOO 在 FQ[y| C F,[r] (其 中 
y=) 上 的 限制 等 于 i. ubt. 
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3. 外 微分 与 德 拉 姆 复 形 


下 面 要 涉及 概 形 的 德 拉 姆 复 形 , 为 此 先 介 绍 概 形 的 外 微分 。 
WrT:X SONA BG. UH S81 的 记号 。 定 义 Os-Bibdas d^: 
@ Ox — Go; Ox 为 
N n+l 
d"(ao 8 a, 8 8 a4) 2  (-1ao 8 ---8a,.1816a;9--- Dan (1) 
i—0 


T GO; Ox = Qoy P. 由 可 以 看 作 一 个 坊 射 @5 Pk 一 四 中 PX. 
不 难 验证 d" WM d^: Go, PX 一 Go, Po Mi P 又 诱导 一 
AER E : AD. PE — Nos Pk. 注意 Ox- 模 的 典范 正 合 列 


0 257 > P} A Os > 0 (2) 


EOR, AEAII 


n 
0> Gys > N Pk > >o (3) 
Ox 


RIKU (js) C Yh 为 此 只 需 对 eys 在 Os 上 的 一 组 生成 元 
验证 。 设 w Go. T 的 一 个 局 部 截 口 , a Ox 的 一 个 局 部 截 口 , 则 
w =18a -a91 HT 的 一 个 局 部 截 口 。 我 们 有 


d" (w 8w’) = d" (w & a — aw & 1) 
— d"-(»)&a4 (-1)Hw&a&1- ad"-! (v) &1— 


: (4) 
d'(a) 8» &1— (-1)^*av $181 
-d"-(ew-4(-1"t!v.ewel-wewsel 
由 此 过 渡 到 d", 我 们 得 到 
如 (Ada)= 心 -1(O) ^ da (5) 
对 9&73 的 任意 局 部 截 口 2 成 立 。 这 样 由 归纳 法 即 可 证 明 加 (Q&/s) C 


QVI. Blk d" 诱导 d" : Ov, 一 ONT. 且 由 (5) 可 见 它 与 外 微分 的 经 
由 定义 一 致 。( 不 难 验证 d" 对 (3) 诱导 的 映射 0671 一 Wys H d, ) 
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注意 对 任意 n 有 day odn = 0 (交错 和 的 交错 和 为 0), 由 此 易 见 
d'* od" = 0, 故 有 复 形 


do di d? 
Oxs :0 > Ox S OX, S Akys S... (6) 


Zi X dp S 上 的 德 拉 姆 复 形 。 


注 1. 令 Pax = AxlOx,,; 其 中 Xn 为 的 (nn 十 1) 个 拷贝 (标号 从 0 到 
n) 在 S 上 的 纤维 积 , 而 As: X — Xs 为 对 角 态 射 。 令 Tmi: Xoti — Xn 
(0< ignt 1) 为 对 X 的 除 第 i 个 外 的 所 有 因子 的 纤维 积 的 投射 , 则 d^ 
"jr 2 pet mas Pax > Pax 诱导 。 

设 X 为 域 BRIER RARA. d? ch(k) = 0, 则 可 以 证 明 德 拉 姆 
复 形 在 指标 > 0 处 都 是 正 合 的 (而 ker(d?) = k). 1147 ch(k) = p > 0, fi 
况 完 全 不 同 : 此 时 有 环 层 同 态 F: Ox 一 Ox 将 任 一 局 部 截 口 a 映 为 a?， 
由 上 而 的 定义 可 见 Fs sand bas Fs: Wys 一 Wys (Vn), 且 易 见 有 
交换 图 


- 
Wys —— Vs 
|^ [re (7) 


n d^ 1 
ys t QS 


由 (6) 易 见 d" o Fa = 0, 故 im(F;) C ker(d")。 可 以 证 明 Fa 是 单 射 且 诱 
导 的 im(F;) > H” (Oyy) 是 同 构 , 其 逆 给 出 加 法 同 构 Cn : H”(Qxjs) 一 
im(F,) 一 Qs, 称 为 “< 卡 迪 耶 算 子 ”。 


习题 


1. 设 :六 一 5 为 诺 特 概 形 的 有 限 型 分 离 态 射 。 证 明 : 

io X 上 的 任意 凝聚 层 F, 9 及 任意 正 整数 7, En = n. Dif fy s(7.0) 
H S 上 的 拟 凝聚 层 , H. En 可 以 看 作 £a WFE. n SERERE E, 
H S 上 的 凝聚 层 。 所 有 En 的 并 同 构 于 zsDif fxjs( 了 ,9)。 

ï) A = TDiffx/s(Ox,Ox) 具有 典范 的 Os- 代 数 层 结构 ， 而 
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7.Dif fxjs(F, Ox) 和 TDif fxjs(Ox,9) 分 别 具 有 典范 的 右 和 左 AN 
层 结构 。 

ii) x. Ders(Ox, Ox) 具有 典范 的 Os- 李 代数 层 结构 , 且 可 看 作 A 的 
Os- 李 子 代数 层 。 若 5 为 EJE (p HRA), 则 m. Ders(Ox Ox) 还 具 
有 p- 李 代数 层 结构 。 


2. Wm: X — 5 为 诺 特 概 形 的 有 限 型 分 离 态 射 。 证 明 存在 典范 谱 序 列 
(E', E:”), 满足 Ep) S PIT, Neys, E” = H"(Qx js). 


第 3 节 射影 概 形 的 希 尔 伯 特 多 项 式 


1. 半 连 续 性 理论 


设 三 为 诺 特 概 形 S ERRE o IER s E Sil Fs = F os k(s), 
即 FE s 点 的 纤维 。 令 7F(s) = dims) Fs, 则 定义 了 S 上 的 一 个 整 值 
函数 rr。 若 大 在 3 上 平坦 , 我们 知道 rz 在 3 的 每 个 连通 分 支 上 是 常 
数 ( 见 引 理 1.2.v))。 在 一 般 情形 则 有 


引 理 1. 设 F 为 诺 特 概 形 S 上 的 凝聚 层 , 则 rr 是 上 半 连 续 的 , 即 对 任意 
实数 t, FÆ (se S|rz(s) 2 t) dè S impide (换言之 {s € Slrz(s) < t} 
是 S 中 的 开 集 )。 


证 . 对 任意 ss S 取 仿 射 开 邻 域 U = Spee(R) C 5, & p C Ry s 所 对 
应 的 素 理想 , W (s) = (p) S Rp/PRpo HEX F A U 上 的 限制 由 一 个 
有 限 生成 的 RA M 给 出 , 而 


F: * My/pM, S M BR k(p) (1) 


取 1,…,vr EM (Hp r = ra(s)) 使 得 它们 在 MP /pM, PRIR visus or 
组 成 My/pM, 在 k(p) 上 的 一 组 基 。 令 N C M H vius v 生成 的 民 - 子 
模 , 则 Np/pNp 一 My/pMy 为 同 构 , 故 由 中 山 正 引 理 可 知 Np — Mp 为 同 
He & C = M/N, WA Cp S M/N — 0: ifj C 是 有 限 生成 的 有 R 模 , 故 
可 取 a € R— p 使 得 Ca 二 0, 从 而 Na > Ma 是 同 构 。 由 于 Na 由 7 个 元 
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生成 , 对 任意 s € Ua = Spec(Ra) 都 有 
rz(s)-— dim;s) N &gk(s) < r —rz(s) (2) 
证 毕 。 


引 理 2. 设 5 为 诺 特 概 形 , f : X 一 5 HREH. WER s ESS 
dy(s) = dim(Xs) (F X, =10 令 dimn(Xs)= —1). Wl dy 是 3S 上 的 上 半 连 


iE. 由 f 是 紧 的 可 见 Uo = S- fX) C S 为 5S 的 开 子 集 , 换言之 
{s € Sldy(s) = 一 1} 为 开 子 集 。 

任 取 FX) 的 一 个 一 般 点 6. 则 £71 (5) 含 于 有 限 多 个 仿 射 开 子 概 形 
SpecA; C X (1 < i < n) 的 并 中 。 令 SpecR C S Jy € 的 一 个 不 可 约 
仿 射 开 邻 域 , 带 有 约 化 的 概 形 结构 。 对 每 个 i, 由 诺 特 正规 化 引 理 可 知 
Aj = Ai Bos K(E) 中 含有 一 个 KE-L RARA R, 使 得 AL 在 R, 上 是 
整 的 , 故 可 取 c z 06 RR 使 得 每 个 A; Go, Re 包含 一 个 Re- 多 项 式 代数 
Ri, Bi = Ai Qos Re 在 Ri 上 是 整 的 , H. 广 !(SpecRe) = U; SpecB;. mh 
此 可 见 了 在 Ui = SpecRe 上 的 所 有 纤维 都 具有 相同 的 维 数 。 将 X) d 
为 f(X) Ui 再 重复 上 而 的 选取 得 到 CX) — Ux 的 开 子 集 Uo, 使 得 了 在 
U 上 的 所 有 纤维 都 具有 相同 的 维 数 , 等 等 , 由 诺 特 归纳 法 最 终 可 将 5 分 
解 为 有 限 多 个 局 部 闭 子 集 Uo,- Um 的 无 交 并 , 而 f 在 每 个 U 上 的 所 有 
纤维 都 具有 相同 的 维 数 。 

设 s,t € 5 而 s 在 {t} 的 闭 包 中 , 我 们 来 证 明 dy(s) > djy(t)。 任 
WUR s 的 一 个 仿 射 开 子 集 SpecR C 3 并 将 s,t 看 作 R 的 素 理想 , S 
h = ht(s/t), d = dim(X;), 则 可 取 R 中 的 素 理 想 链 s — so C... C sn — t, 
并 可 取 X 的 一 个 仿 射 开 子 集 Spec4 使 得 A 中 有 甘于 t 上 的 素 理想 链 
Po € .. € Pa. di Qo = Pa, dT. f ERW, f (Qo) wat (Qo 
映 到 S 的 一 个 闭 集 , 故 sl € FAQ) 换言之 存在 Qi € (Qo) 使 得 
f(Q1) = si: 同 理 存在 Q» € (Qi) 使 得 f(Q2) = s2, 等 等 , 由 归纳 法 可 
W Qi Qn e 六 使 得 Qi e (Qa) H f(Q) s (& i &« h), WX 
的 一 个 包含 Qh 的 仿 射 开 子 集 SpecB, WI B 中 有 长 为 4 的 素 理想 链 
Po Ç... G Pa G Qi C ..C Qna, f ht(Qn/tB) > dh, 由 交换 代数 ( 参 
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看 [Ma, Theorem 19] 或 [L1, 推论 X.3.2]) 可 知 ht(Qn/tB) 和 ht(s/t) 十 
ht(Q5/sB), 故 


dim(Xs) > ht(Qn/sB) > ht(Qn/tB) — ht(s/t) 2d--h—h-d (3) 


BI dy(s) 2 dj(t). 

对 任意 非 负 整 数 d 令 Va = {s € Sldy(s) > 路 , 则 由 上 所 述 可 见 Va 为 
有 限 多 个 局 部 闭 子 集 的 并 , 故 为 可 建造 集 (参看 [Ma, 6.B] 或 [L1, VIL.3]); 
男 一 方面 Va 在 特殊 化 下 安定 ， 从 而 为 闭 集 (参看 [Ma, Lemma 6.G] 或 
[L1, 引 理 WL.3.1)。 这 说 明 dy 是 S 上 的 上 半 连 续 函 数 。 证 上 毕 。 


下 面 的 命题 涉及 层 的 上 同调 (详细 的 上 同调 理论 可 参看 [H, TI). 

我 们 下 而 采用 下 列 术语 : AEA a: X 一 5 称 为 相对 射影 的 , 如果 
X 是 某 个 下 s(E) 的 闭 子 概 形 , 其 中 6 是 S 上 的 凝聚 层 (而 v 29 BUM). v 
WARKA X — Ps(£) 给 出 和 上 的 一 个 可 逆 层 Ox(1)。 如 果 S 是 某 个 环 
上 的 射影 概 形 , 则 不 难看 到 3 上 的 相对 射影 态 射 束 是 射影 态 射 ; 但 在 一 
般 情形 , 相对 射影 态 射 不 一 定 是 射影 的 。 同 样 可 以 定义 相对 拟 射 影 态 射 。 
一 个 态 射 T :和 一 3 称 为 局 部 射影 的 (或 局 部 拟 射 影 的 ), 如 果 AX 的 每 个 
连通 分 支 在 S 上 是 相对 射影 的 (或 相对 拟 射影 的 )。 

设 5 为 诺 特 概 形 , T: X > S 为 相对 射影 态 射 。 设 汪 上 的 凝聚 层 F 
为 在 S 上 平坦 。 对 任意 非 负 整数 i, xg CS 上 的 函数 


hy(s) = dim,(, H'(X,,,) (4) 
注意 对 任意 i 及 任意 se€E Sog oi: (m). — H'(XsF.). 
命题 1. 设 3 为 诺 特 概 形 , T: X 一 5 为 相对 射影 态 射 , 并 给 定 了 Ox(1)。 
WX 上 的 凝聚 层 大 在 3 上 平坦 。 


i) 对 每 个 ih ARS 上 的 上 半 连 续 函 数 。 

ii) 设 S = Spec, 则 存在 一 个 有 限 生成 自由 R- 模 组 成 的 复 形 C^ (对 
n 04 C" = 0), 使 得 对 任意 R-i M 有 自然 同 构 H'(X, F 8r M) & 
H'(C' @R M) (Vi), 且 此 同 构 与 任意 有 R 模 短 正 合 列 诱导 的 同调 长 正 合 列 
相 容 。 
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ii) IER i RAER s E S, FF 作为 满 射 , 则 它 是 同 构 , 且 存 在 s 的 开 
邻 域 UC S 使 得 对 任意 s' € U, o, 是 同 构 。 

iv) 对 任意 i> 0 及 任意 se S, dT 01 AWA WI oL 为 满 射 当 且 仅 
当 尽 Ts 大 在 s 附 近 是 局 部 自由 的 。 

v) 对 任意 ;> 0 及 充分 大 的 nn 有 R'suF (n) = 0, 从 而 zn) 是 局 
部 自由 的 , 而 rr = hz, 是 局 部 常 值 函 数 。 


证 明 可 见于 [H, 亚 .5 & 12], 


推论 1. 设 5 为 话 特 概 形 , T: X — 5 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 儿 
何 连 通 约 化 纤维 。 则 六 : Os 一 7.Ox 为 同 构 。 


证 . 将 命题 Lii), di) 应 用 于 大 = Ox (i = 0), 就 约 化 到 S = Speck (k 为 
IR) 的 情形 , 再 由 基 变 换 可 约 化 为 是 代数 闭 域 的 情形 。 由 是 射影 概 
形 可 见 R=T(X,Ox) 是 有 限 维 大 代 数 , 从 而 为 阿 廷 环 。 由 X 约 化 可 见 
R Ak. 从 而 R ATEREA k HKH kx xk。 若 m>1， 
4 a= (1,0,..,0) € R, 则 有 a(1 一 a)=0, 由 a 和 1 一 a 不 是 单位 元 可 见 
V(a) c X & V1 —a) c X sls. 从 而 站 分 解 为 两 个 非 空 闭 子 集 的 无 
交 并 , 与 和 连通 的 假设 矛盾 。 证 毕 。 


2. 希 尔 伯 特 多 项 式 


WA- $4 HR k 上 的 有 限 生成 的 分 次 代数 , 其 中 Ao = k, A 是 
4 的 i 次 章 次 部 分 。 则 由 交换 代数 可 知 , 存在 一 个 整 值 多 项 式 XA € Qa] 
使 得 对 充分 大 的 nn 有 dim; a= = xa(n) (参看 [L1, 命题 IX.2.1]), 称 xa 
为 4 的 希 尔 伯 特 多 项 式 。 zr 子 概 形 X C Pr BAREH Fi,- Fm E 
k[Xo, .... X,] 定义 , 则 A = k[Xo,  X,]/(Fi; s Fm) 为 有 限 生 成 的 分 次 及 
代数 , xa 为 X 的 希 尔 伯 特 多 项 式 并 记 为 Xx。 注 意 Xx RA X 一 PT 
有 关 , 更 准确 地 说 是 与 极 丰富 层 Ox(1) 的 取 法 有 关 。 此 外 注意 即使 取 定 
了 Ox (1), 大 代数 A 也 未 必 是 在 同 构 之 下 唯一 确定 的 , 但 Xx 是 唯一 确定 
的 , 因为 4 的 不 同 取 法 所 相差 别 的 只 是 有 限 多 个 齐 次 部 分 


引 理 3. Wr X 为 一 个 域 上 上 的 射影 概 形 , CO X Eft. T y X 上 的 
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凝聚 层 , 则 存在 次 数 < dim(SuppC7)) 的 ( 希 尔 伯 特 ) 多 项 式 xer € Q[z] 
使 得 
X(L” Qox F) = Xe;F(n) (1) 


对 任意 ne€EZ 成立。 此 外 , 当 C 是 丰富 层 时 deg(xcox) = dim(X). 


AE. 不妨 设 是 代数 闭 域 。 对 d= dim(Supp(7)) 用 归纳 法 , = d= 0 时 
对 任意 n € Z HA X(C" 80x F) = dim T (X, F), W Xcir(z) 等 于 常数 
dim, (X, F) 即 可 。 

设 d > 0, JEJE. L 为 极 丰 富 的 情形 , 即 对 某 个 N 存在 闭 嵌 入 X 一 
P? 4 LS Ox). BUDE TR H — Py 使 得 H 不 包含 Supp(7) 的 任 
一 不 可 约 分 六 ,并 取 s € CX Ox (1) jg X Hn X, 则 有 正 合 列 


Ox(=1) 25 Ox 2 i,Og 0 (2) 


Qox f AEF Jl 

F(-1) 5 F > iOn Bor F —0 (3) 
4 Fı = ker(s: : F(—1) > F), FW Fo = i,Og 8ox F, i H HERT A 
Supp( F1) 和 Supp(F2) 的 维 数 都 小 于 d, 故 由 归纳 法 假设 存在 次 数 小 于 d 


的 xe; € Qv] 使 得 xCFi()) = xer (n) IER n EZ 成 立 (i= 1,2). 
由 Gox Ox (n) H WIER n E Z AEAII 


0 > F (n) > F(n - 1) ^ £(n) > Fa(n) ^0 (4) 


xCF(n)) — x(F(n — 1)) = x(F2(n)) 7 x(Fı (n)) 
= XL;F2(n) -xzan(n) 
这 可 以 看 作 关 于 xCF(Q)) 的 一 个 差分 方程 , 由 此 即 可 得 一 个 次 数 < d 的 
多 项 式 xer € Q[v] 使 得 (1) 成 立 。 
对 于 一 般 的 可 逆 层 C. 可 取 极 丰富 可 逆 层 Li, Co 使 得 L SS L 
oxL31。 由 上 而 的 讨论 不 难 证 明 存在 次 数 < d 的 多 项 式 Xe Q[z1, 22] 使 
得 对 任意 nino E Z A 


(5) 


X(L1! Box L3? &ox F) = X(n1,n2) (6) 
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令 xc;F(7Z) = x(v, —) 即 可 见 (1) 成 立 。 

最 后 , 当 £ 是 极 丰 富 层 时 , 我 们 知道 deg(Xc;ox) = dim(X) (参看 [H, 
Proposition I.7.6]), 而 对 一 般 的 丰富 层 £ 可 取 正 整数 m 使 得 C". 是 极 丰 
富 的 , 并 注意 Xem;r(z) = XL;F(mz)。 证 毕 。 


证 明 的 过 程 不 难得 到 


推论 2. X 为 一 个 域 上 上 的 n 维 射影 概 形 , Dios £L 为 入 上 的 可 逆 层 ， 
FON X EBORE. 则 存在 次 数 < dim(Supp()) 的 多 项 式 XLi,..ew; € 
Q[z1,…, zr] 使 得 


X(£1" Bor Gox £77 Gox F) = Xe, cir (m, Mp) (7) 


对 任意 Mı, ..., M, € Z 成立。 


简 记 Xeox — Xc« W dim(X) =n, W de(F) 2g n!xeiz ff] n VIR 
数 (为 整数 ), 并 令 deg(C) = dc(Ox), 称 为 £ 的 次 数 。 FL AFET K, 由 
引 理 3 有 deg(C) > 0。 对 任 两 个 可 道 层 Cl, Lo 及 任意 正 整数 ni no, 由 
推论 2 可 见 deg(CT Qox £5?) IÈ nino 的 n 次 齐 次 多 项 式 。 

设 C 是 丰富 的 而 X 是 整 的 , S r= rank(J). 可 取 m € Z 使 得 存在 
HER f: (LE 一 大 则 E = coker(f) 满足 dim(Supp(£)) < n. 从 而 
5| E 3 有 de(F) = rdc (CZ) = rdeg(C), Bl ( 见 [M3, p. 64]) 


推论 3. 设 X 为 一 个 域 ERRI, C OU X 上 的 可 逆 层 ,大 为 从 上 的 
凝聚 层 , 则 
ace( 厂 ) = deg(C)rankox 厂 (8) 


命题 1.v) 可 见 , 车 S = SpecR 为 连通 诺 特 概 形 而 闭 子 概 形 X 一 
P$ 在 S EFH, 则 对 任意 m > 0, P(X,Ox (m)) 生成 Ox(m) H. i* : 
T(PS,Ops(m)) — F(X,Ox(m)) 为 满 射 。 此 外 , 存在 整 值 Q- 多 项 式 xx 
使 得 当 m > 0 E T(X, Ox (m)) 是 局 部 自由 秩 xxn) 的 , 因此 S 上 的 所 
有 纤维 具有 相同 的 希 尔 伯 特 多 项 式 。 注 意 Xx 与 Ox(1) 的 取 法 有 关 。 
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3. 一 个 消失 定理 


我 们 要 用 到 一 些 技术 性 的 结果 。 设 大 为 域 , X = Px ( 齐 次 坐标 为 
Xo... Xa) 而 m 为 整数 。 久 上 的 一 个 凝聚 层 大 称 为 m- 正 则 的 , 如 果 
H'(X,F(m-—i)) = 0 对 任意 i> 0 成 立 。 下 而 的 引 理 4, 引 理 5 和 推论 4 
引 自 [M2, Lecture 14]. 


引 理 4 (Castelnuovo). i% F jt X = P} 上 的 m- 正 则 凝聚 层 ,7 为 整数 。 
i) d? r >m, W H*(X, F(r — 1)) &x H*(X, Ox (1)) > H9(X, F(r)) 是 
满 射 。 
di)d$i»0,r4i2m,W H(X, 7(r)) 20. 
iii) 3$ r 2 m, W Fir) (作为 Ox- 模 层 ) 由 H(X, F(r)) 生成 。 


TE. 不 妨 设 太 是 代数 闭 的 。 为 方便 起 见 , 对 一 个 闭 柑 入 i:Y 一 对 及 YY 
上 的 一 个 凝聚 层 E, 简 记 LE H E (注意 LE S E). 

对 nn 用 归纳 法 , n = 0 时 结果 显然 。 

Wn 0, 我 们 先 来 说 明 存 在 se H°(X,Ox(1)) 使 得 s: — F1) 
为 单 射 。 一 个 截 口 s = aoXo 十 … 十 anXn € H?(X,Ox(1)) (ao,..., an € k) 
ERFT Ui = (X; 0) C X 上 的 限制 为 线性 型 aoxo 十 … 十 anzZn (zj = 
X;/ Xi, 特别 地 zi = 1), £F(U;) 的 零 因 子 的 全 体 等 于 其 (作为 k[xo, ....m4]- 
模 的 ) 伴随 素 理想 的 并 (参看 [Ma, Chapter 3] 或 [L1, V]), 而 每 个 伴随 素 
理想 所 包含 的 这 样 的 线性 型 组 成 所 有 线性 型 的 空间 的 真 线性 子 空间 。 芳 
s 不 含 于 这 有 限 多 个 真子 空间 的 并 中 , 则 s 在 每 个 U: ESAE TQ.) 的 
FATF, i s: XO) 是 单 射 。 

取 定 这 样 一 个 s 它 对 应 于 X 中 的 一 个 超 平面 H. w Fu = F8 
ox OF; 则 对 任意 整数 7 有 正 合 列 


0— £(r—-1)— F(r) > Zu(r) 50 (1) 


故 有 正 合 列 


H'(F(m — i)) ^ H'(Fy(m — i)) ^ H** (F(m — i- 1) (2) 


此 可 见 若 大 是 mw 正则 的 则 Fr ZRÉR. SH S PRT 用 归纳 法 假设 , 对 
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任意 i 之 0, h di) 得 正 合 列 


0 = H**!(F(m—i—1)) 一 H**! (£(m—i)) 5 H** (£g(m-—i)) =0 (3) 


故 HIH(F(m — i)) = 0, Bl F X (m 十 1)- 正 则 的 。 这样 由 归纳 法 可 知 对 
任意 mW >m, F Jy m'-W Wil ft, BI ii) 成 立 。 

我 们 有 交换 图 

HF(r — 1)) && H*(Ox (1) —— H? (Fy (r —1)) & H?(Og(1)) 
IL 上 

HF(r —1) 一 H?(F(r)) 一 一 H? (£y (r)) 
(4) 
r >m, h ii) # H'(F(r—2)) —0, k H9(F(r—1)) > H?(£g (r — 1)), 
而 H?(Ox(1)) > H?(On(1)), 故 o 是 满 射 ; 而 由 归纳 法 假设 , 7 也 是 满 
射 , 从 而 vok 是 满 射 。 注意 im(H?(F(7 一 1)) > H9(F(r))) C im(p), 可 
见 上 是 满 射 , 这 就 证 明了 i). 

Wr > m, W Fir) h H9(F(r)) 生成 , 而 由 i 有 H9(F(m)) 8r 
H? (Ox(r 一 m)) > H9?(F(r)), 注意 在 每 个 Ui = (Xi 0) E, £(r)(U;) S 
F(U;), ifj H9 (Ox (r—m)) 的 元 在 U; 上 的 限制 为 Ox (U) 中 的 元 , 故 Fm) 
h H9(F(m)) 生成 。 由 此 可 见 di) 成 立 。 证 毕 。 


引 理 5. fi X = Pr. WE x 为 一 个 希 尔 伯 特 多 项 式 。 men Sx 
的 正 整数 N = IN (x) (实际 上 可 取 NO) 为 x 的 系数 的 一 个 多 项 式 
得 任意 理想 层 工 C Ox 车 满足 Xz = xX 则 为 N- 正 则 的 。 


有 关 
), 使 


证 . RD k RAA. S Y CX 为 工 定 义 的 闭 子 概 形 。 

Xi n HHA, n= 0 时 结果 显然 。 设 n> 0, 如 同 引 理 4 的 证 明 , 可 
取 s € 有 HY(X,Ox(1)) 使 得 «s: Oy — Oy (1) 为 单 射 , 而 s 对 应 于 超 平 而 
H C X, 我 们 有 交换 图 


0 > Z(-1) > Ox (-1) > Oy(—1) 0 


| | | o 


Ox = Oy 
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其 中 的 行 是 正 合 的 , H :s 是 单 射 , 故 由 蛇 形 引 理 (参看 [L1, 定理 XL.1.1]) 
可 知 Iu 一 Or 是 单 射 , 即 可 将 Zn 看 作 Hoc PLC 的 理想 层 。 由 
Xza(z) = Xz(z) 一 — 1) 及 归纳 法 假设 可 知 存在 N = N'(x) 使 
得 Zu 是 和 N'- 正 则 的 。 由 正 合 列 


0 > Z(r 1) > I(r) > T(r) > 0 (6) 


"pn? r2 N'—2 时 有 正 合 列 


0 2H*(Z(r) > H*(Z(r + 1)) 75 H*(Zu(r +1)) > H'(2(7) > (7) 
Hi(T(r +1)) > 0 


而 当 r > N-i i>? mE HT) H1). BTX r> 0 
有 H(I(r) = 0 (Vi > 0), 可 见 当 7 > N —i, i > 2i H() = 0, 
另 一 方面 , 由 (7) 可 见 对 > > N' 一 2, 车 pr+l 不 是 满 射 则 dim, H!(T(r)) > 
dimy H'(Z(r 十 1) 而 车 pr+l 是 满 射 ， 由 归纳 法 及 引 理 4i) 有 满 射 
H?(Zy (r--1)) & H° (Ox (1)) > H? (Tu (r-2)), AT pr+2 : H*(Z(r4-2)) ^ 
H? (Zn (r --2)) 是 满 射 , 由 归纳 法 对 任意 了 > 0 都 有 H'((n) 8 HY((r- 
3). 故 H'(I(r) = 0。 这 就 是 说 , dim, H'(Z(r)) Bü r 严格 单调 下 降 直 
到 等 于 0。 由 此 可 见 当 7 > 关 N’ + dim, H'(Z(N' — 1)) BE H'(Z(r)) = 0, 
注意 


dim, H! (Z(N' — 1)) = dim H*(Z(N' — 1)) — x(N' — 1) 


8 
< dim, H?(Ox (N' — 1)) - x(N' — 1) (8) 


我 们 可 以 取 一 个 只 与 x 有 关 的 整数 N > N' 使 得 H'(I(N —1)) = 0, 从 
而 工 是 N- 正 则 的 。 证 毕 。 


推论 4. Y C X — Pp 为 团子 概 形 ,x 为 一 个 希 尔 伯 特 多 项 式 。 存 在 只 
与 X 和 xor 有 关 的 正 整 数 N, 使 得 任意 理想 层 工 C Oy 车 满足 xz —x 
则 为 入 -正则 的 。 


证 . 4 J COx 为 Y 的 理想 层 ,了 AITE Ox 中 的 原 象 , 则 有 正 合 列 
0 一 了 一 了 一 了 工 一 0, 从 而 xr = X 十 XI。 注意 XJ = Xox — Xov; 由 
引 理 5 存在 只 与 xX 和 xo, 有 关 的 正 整 数 Ni 使 得 T 是 Ni- 正 则 的 , H. 
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存在 只 与 xor 有 关 的 正 整数 No 使 得 7 是 Na- 正 则 的 。 由 引 理 4), W 
N = max(Ni, N2) 即 可 。 证 毕 。 


习题 


1. 对 任意 非 负 整 数 n 记 Pi(z)= EEn e Q[z]. Yt P(zi,…,zr)e 
Qi[z;, -a £r], 证 明 PP 为 整 值 多 项 式 ( 即 对 任意 m1,…, mw. € ZIYA PM,- 
mr) € Z) 当 且 仅 当 它 可 以 表 为 形 如 Pi (z1)… Pi (Er) 的 多 项 式 的 整 系 
数 线性 组 合 。 


2. W X = Ph (k WI), Y C 六 为 一 个 d EDUC XE SC if. uj 
Xox ay (x) = EEEH TD EED 并 给 出 xo, (7) 的 公式 。 

3. 设 TT: 六 一 5 为 诺 特 概 形 的 相对 射影 态 射 。 WEN: m A DRIVE T HUN 
当 Ox X 上 的 丰富 可 逆 层 。 


第 4 节 除 子 与 相交 类 


1. 除 子 与 除 子 族 


除 子 的 概念 源 自 黎 曼 研究 紧 致 黎 曼 面 上 的 半 纯 函数 的 方法 , 它 可 以 
推广 到 一 般 域 上 的 曲线 ( 见 1.5)。 除 子 在 高 维 代数 簇 中 的 推广 是 与 可 道 层 
有 关 的 子 概 形 。 设 X HW k 上 的 概 形 , Y C X 为 团子 概 形 , 由 理想 层 
Ty C Ox X. F Ty 局 部 处 处 由 一 个 非 零 因子 生成 (换言之 Lv 是 可 
WE), WA Y 29 X 的 一 个 有 效 除 子 。 

平 而 代数 曲线 是 (P% 中 的 ) 有 效 除 子 的 一 个 例子 , 更 一 般 地 , 射影 空 
ju] Pz 中 的 超 曲 而 ( 即 由 一 个 非 零 齐 次 多 项 式 定义 的 闭 子 概 形 ) 为 有 效 除 
子 。 下 面 是 另 一 种 情形 。 


fj 1. W X = SpecR 为 仿 射 概 形 , 其 中 R 为 戴 德 金 环 , 则 XX 的 任意 
真 闭 子 概 形 都 是 有 效 除 子 , 因为 R 的 非 零 理 想 作 为 有 R 模 都 是 秩 1 局 
部 自由 的 。 设 Ic RONJESERAB. WU] VO) 由 有 限 多 个 点 Pi,- Pn 组 
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成 , 且 有 唯一 分 解 了 = 二 Pp Pri" (参看 [LL 定理 和 V.3.2]), 故 除 子 D = 
V(I) 由 点 集 (Pi, Pa} M Ti, -oTa 唯一 决定 , 从 而 可 形式 地 记 为 D = 
Ti 十 … 十 TnPn (这 和 下 面 的 除 子 加 法 的 意义 是 一 致 的 ),。 rkx& V) 的 
函数 环 为 R/S (R/P) x x GP). 


设 5S 为 概 形 而 f :六 一 5 为 平坦 态 射 (看 作 3 上 的 一 族 概 形 ), 一 个 
AUTE Y CX 称 作 一 个 S- 有 效 除 子 ,如果 站 ES EPEHA Y 的 定 
义理 想 层 Iy 是 可 逆 层 。 由 引 理 1.2.vii) 我 们 有 


引 理 1. k r: X > S 是 诺 特 概 形 的 有 限 型 平坦 态 射 , BIET AE Y C X 的 
定义 理想 层 为 可 逆 层 , W Y 为 XX 中 的 5- 有 效 除 子 当 日 仅 当 任意 点 s€5 
上 的 纤维 Ys 为 As 中 的 有 效 除 子 。 


例 1.1 中 的 直线 子 从 工 CT xkS 和 例 1.3 中 的 XCE2x3 都 是 
5S- 有 效 除 子 的 例子 。 此 外 , 对 任意 f: X 一 5S, Ox 本 身 可 以 看 作 自 己 的 
理想 层 , 它 定义 的 闭 子 集 是 空 集 , 但 满足 5- 有 效 除 子 的 定义 , 称 为 零 除 
Tod D CX 为 5- 有 效 除 子 , 其 定义 理想 层 为 Zp, 则 记 Ox(D) = Tp 
( 即 Homox (Tp, Ox)). 

设 D, D'C X AKA S$- 有 效 除 子 , 其 定义 理想 层 分 别 为 Zp,Zp… W 
I Zp 在 关上 平坦 及 引 理 1.2.vii) 可 见 


Ip Gox Ip & Ip:Ip C Ox (1) 


且 理 想 层 Zp-Zp: 定义 一 个 S- 有 效 除 子 , 称 为 D 与 D' 的 和 记 为 D+D'。 
故 有 
Ox(D + D') = (Ip- Ip)! = Ox(D) 80x Ox (D') (2) 


显然 5- 有 效 除 子 的 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 , 故 所 有 5- 有 效 除 子 组 成 一 
个 加 法 半 群 , 记 为 Div+(X/5)。 而 由 (1) 还 可 见 有 消去 律 : dT D. Di, Do 28 
3- 有 效 除 子 使 得 D-- D; = D+ Do, W Di = Da。 由 此 可 以 将 Div (X/S) 
扩充 为 一 个 群 Div(X/5), 即 所 有 形式 差 D — D' (D, D'C X 为 5S- 有 效 除 
T) 的 等 价 类 组 成 的 加 法 群 , 这 里 两 个 形式 差 Di — Da 和 D1 一 Ds 等 价 当 
HA Di +D = Da-- Di (由 消去 律 易 见 这 是 一 个 等 价 关系 ); 而 且 可 定 
义 除 子 的 加 法 和 减法 为 (DPI 一 Da)+(DI 一 Do) = (D1 + Di) — (Do + D3), 
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(Dı — Də) — (Di — D3) = (Dı + D3) — (Do + Di). # Div(X/S) X X 
在 S 上 的 相对 除 子 群 (其 零 元 为 零 除 子 的 等 价 类 ), 而 Divi(X/5) 可 以 
看 作 Div(X/5) 的 一 个 子 半 群 , 它 生 成 Div(X/S)。 由 消去 律 和 (2) 还 可 
见 Ox(Di) Qox Ox (D2) ! 在 同 构 之 下 由 Di — Do 唯一 决定 , 故 可 记 为 
Ox(D; — Do). 

3 de Tir i [elsE Se -AR k EAM SERERE C 上 的 有 效 除 子 : C 
上 的 所 有 可 逆 层 的 同 构 类 以 00 为 乘法 组 成 一 个 阿 贝 尔 群 (其 单位 元 
为 Oc 的 同 构 类 ), 称 为 C 的 皮卡 群 , 记 为 Pic(C)。 由 上 所 述 可 见 也 ~ 
Oc(D) 给 出 一 个 群 同 态 p : Div(C/k) 一 Pic(C)。 记 大 为 C 上 的 有 理 
函数 层 (MIERI REFTER U C C 有 KU) = K(C))。 设 乙 为 C 上 
的 可 逆 层 , W L = T(C,£)。 若 D C C 为 有 效 除 子 使 得 Oc(D) S L, 
则 由 定义 可 知 D 由 理想 层 Zp 兰 Oc(D)- & Cr 给 出 , 这 等 价 于 - 
Oc- 单 同 态 C-1 S Ip 一 Oc, 由 @ocC 又 可 见 这 等 价 于 一 个 dura 
d 4: Oc > L, m o h s= 9(1) e L do: 反之 , 任意 s 关 0e 工 定义 
ARRE o: Oo > C 使 得 $(1) = s, MALSATA Oc- plas 
L! — Oc, 其 像 为 Oc 的 一 个 理想 层 , 从 而 给 出 一 个 有 效 除 子 D C C. 
h r(C, Oc) 兰 玉 可 见 任 意 两 个 非 零 截 口 s,s'E 工 给 出 相同 的 有 效 除 子 
当 且 仅 当 存在 ce k* 使 得 s! = es, 即 它们 在 大 上 线性 相关 。 记 


|£| = (D C C 有 效 除 子 Oc(D) 兰 C} (3) 
称 为 £ 所 给 出 的 线性 系 。 则 上 而 的 讨论 给 出 一 个 典范 的 一 一 对 应 


I£| ^ (L — (0))/k* = P(V) SP (4) 


其 中 n= dim; L, V = LY = Homx(L,k)。 

从 纤维 从 的 观点 可 以 这 样 理解 : 记 S = P(V) S PL. 每 个 截 口 
t E 工 给 出 一 个 Oc-EUZ Ia t : Oc 一 C 它们 合 起 来 给 出 一 个 Oc- 模 
ADEN 


Og S Lk Oc 一 人 (5) 


男 一 方面 , 由 于 Os(1) h V 生成, 我们 有 3 上 的 局 部 自由 层 的 满 同 态 


OS = V Ok Os —> Os(1) (6) 


46 


第 ! 章 代数 几何 的 一 些 预备 


对 (6) 取 对 偶 ( 即 取 Tomos C. Os)) £e s) 


Os(-1) — L 8r Os S Os (7) 


(5) 和 (7), 我 们 得 到 C xe S 上 局 部 自由 层 的 同 态 


pr3Os(-1) ^ pr3(L & Os) SL Bk Ocx,s:pri(L Gy Oc) ^prj£ (8) 
再 作 张 量 积 GosOs(1), 我 们 得 到 C r S Eft A np 3k E p] 
$:Oocx,s — pri£ Qos Os(1) (9) 


对 任 一 点 s E€ S, (9) Æ s 上 的 纤维 可 以 看 作 一 个 C Ef np f E pn) 
$s : Oc — L, 注意 s 对 应 于 一 个 上 线性 映射 站 一 及 即 工 的 一 个 元 5 
AW $s(1) = s. mln] An (9) 定义 了 C xx S 中 的 一 个 5- 有 效 除 子 D, 
它 在 任 一 大 点 se S 上 的 纤维 D. C C 为 3EL 定义 的 有 效 除 子 , 满足 
Oc(Ds) S L, 换言之 Ds 是 (4) 中 5 所 对 应 的 [C| 中 的 元 。 总 之 我 们 将 
(3) 理解 为 S 上 的 一 族 除 子 ( 即 C xx S 的 一 个 5- 除 子 ), 但 注意 (4) 的 右 
边 为 S(k) CS 的 大 点 的 集合 ), 而 从 概 形 的 观点 可 考虑 任意 点 sE S 所 对 
应 的 有 效 除 子 (为 <(s)- 曲 线 CQkA(s) 中 的 除 子 )。 引 理 1 SL] D dE S EF 
平坦 , 注意 S 是 连通 的 , 由 引 理 1.2.v) 可 见 所 有 纤维 Ds 的 次 数 都 相同 。 
Fi C 为 正则 曲线 , 不 难 验证 deg(Ds/r(s)) 等 于 按 (1.5.1) 定义 的 deg(D.) 
(习题 3)。 总 之 有 


命题 1. 设 C 为 域 上 的 射影 曲线 C Ff np, 则 线性 系 |£| 中 的 所 
有 除 子 具有 相同 的 次 数 。 此 外 , d C 是 正则 的 , 则 一 个 有 效 除 子 DCC 
在 上 的 次 数 等 于 它 作 为 抽象 除 子 的 次 数 deg(D)。 


我 们 将 这 个 共同 的 次 数 称 为 C 的 次 数 , 记 为 degC。 由 命题 1 可 见 同 
态 p : Div(C/k) 一 Pic(C) 是 保 次 数 的 。 

上 面 的 讨论 不 难 推广 到 一 般 的 概 形 中 的 除 子 。 设 5 为 诺 特 概 形 , m : 
X > S Afi WS Sor. CX EDI mp E. 满足 条 件 (参看 命 
题 3.1.iv)): 


JESTLI S 上 的 有 限 秩 局 部 自由 层 , 且 对 任 一 点 se S, 典范 
FE E@ k(s) 一 T(Xs, Ls) 为 同 构 。 
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则 有 Ox- 模 层 的 典范 同 态 

T*E—>L (10) 
4 F = Homos (E,Os) = EY, T =Ps(F), T: T > S HHH. 由 于 Or(1) 
和 ER RITA JAR EI h K yi i zs 


T*F — Or(1) (11) 
对 (11) BOSE A3 A 


Or(-1) => T*E (12) 


(10) 和 (12), 我 们 得 到 X xs T 上 局 部 自由 层 的 同 态 


pr3Or(—1) 一 (xs7)E 兰 priE) 一 PrIC (13) 
再 作 张 量 积 BorOr(l), 我 们 得 到 和 xs T Efl ni E np 
g:OxxsT 一 PIICQ@or Or(1) (14) 


车 7 是 紧 的 , 由 引 理 1.2.xi) 易 见 存在 一 个 最 大 开 子 概 形 U C T 使 得 对 任 
x& t € U, 儿 何 纤维 óc: Ox, 一 Lt 为 单 射 。 这 给 出 X xs U 的 一 个 U- 有 
效 除 子 D 使 得 Oxxsu(D) S pril &oy Ov(1). XHE— M t € U, (14) 在 
t 上 的 纤维 给 出 纤维 X, 中 的 一 个 有 效 除 子 Di, 满足 Ox, (Di) S Li, 换 
Ti Di 是 (13) p t yox LC 的 元 。 

我 们 来 说 明 投射 过 一 5 的 纤维 都 非 空 , 为 此 不 难 约 化 到 S = Speck), 
k 为 代数 闭 域 的 情形 。 取 X. 的 一 个 仿 射 开 窗 六 {Ui = Spec(Ri)l1 < i < 
m} 使 得 每 个 Llu, 由 一 个 元 s; € E = T(X, L) 生成 。 设 Assr (Ri) = 
[pili € j < mi). W Ri "PI SEIT (045678 Uj pi; 一 {0} (参看 [Ma， 
(7.B) Corollary 2] 或 [L1, 推论 V.1.1]). 4 fi; : Spec(Ri/pij)) > X Jj 
lA, 而 Pi = ker(f : Ox 一 fijxOspec(Ri/pis)) Vi 3). WA Ei; = 
T(X, Pij 80x £L) 可 以 看 作 E 的 大 线性 子 空间 。 对 一 个 截 口 se E. 由 上 
所 述 可 见 slu; 为 及- 零 因子 或 等 于 0 当 且 仅 当 (s/si)|v; € UP Pijs 而 这 
等 价 于 s € Uj Es. 由 (i/silu 一 1 UU; pis 可 见 si Z Uje Eiz, 故 
每 个 Bij A E 的 真 线性 子 空间 , 从 而 POS) 是 PEY) 的 真 闭 子 集 。 由 
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此 可 见 s- : Ox 一 是 单 射 当 且 仅 当 s 所 对 应 的 闭 点 te PEY) 不 在 任 
一 Pk(BY) 中 , 换言之 U = P&(EY) — U; j PX (Ej). 

此 外 ,车 具有 儿 何 整 纤维 , 则 94 AER t E T AEN, BIU =T. 
总 之 有 


命题 2. 设 5 为 诺 特 概 形 , T :六 一 为 忠实 平坦 紧 态 射 , C 为 上 满 
ERE (*) 的 可 递 层 。 令 了 二 Ps(EV), WA X xs 了 上 的 一 个 可 道 层 同 
d (14) 及 5- 忠 实 平坦 开 子 概 形 U C T, 使 得 (14) 定义 及 xs U 的 一 个 
U- 有 效 除 子 D, H (14) 在 任 一 点 te T 了 上 的 纤维 给 出 Xs 中 的 有 效 除 子 
24 H. 905 (€ UU。 此外, 若 7 具 有 儿 何 整 纤维 则 UV — T, 


f| 2. i X = Pp, A = k[Xo,.... X] H X ITE AE, f € AT m X 
齐 次 元 , H c X Jy f 5E X irl iui. 则 Hu X 中 的 有 效 除 子 。 我 们 可 
以 将 f EE DUX Ox (m)) (Pa b. 从 而 f 5i eps 


Ox 5 T(X,Ox (m)) 8x Ox > Ox (m) (15) 


将 Ox 的 每 个 局 部 截 口 s 映 成 fso h (15) 作 张 量 积 GoxOx Cm) 得 到 一 
个 CR) EE is: Ox(—m) 一 Ox, 由 上 所 述 H 的 理想 层 Iy = im(iy) c 
Ox, 故 Zu S Ox(—m), 从 而 Ox (H) S Ox(m), EZ. XT £= Ox(m)， 
RER |L| m X 中 的 所 有 m 次 超 曲 而 组 成 。 

反之 , 由 于 4 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 其 任意 高 度 为 1 的 齐 次 理想 都 
是 由 1 个 齐 次 元 生成 , 所 以 X 中 的 有 效 除 子 D 都 满足 Ox(D) = Ox (m) 
Og ab m € 纪 >0)。 对 任意 可 道 层 L, 取 充 分 大 的 m' € Z> 则 有 有 效 除 
T D' 使 得 Ox (D') € C(m^), AmA m EZ>o 使 得 C(m) S Ox (m). m 
此 可 见 X 上 的 任 一 可 逆 层 同 构 于 某 个 Ox(m) (m €Z). 

W Y C X NM SENDER, WRA $:Y — X dll i : DX, 
Ox (m)) ^ F(Y; Oy (m)). h51 1.2.vii) 可 知 , 对 任意 f € FX, Ox (m)), 
车 d*(f) 天 0, 则 它 定义 工 的 一 个 有 效 除 子 HH', 满足 Oy (H") S Oy (m). 
作为 一 个 集合 H 是 了 在 工 上 的 零点 集 , 即 五 NY。 用 概 形 的 语言 可 表达 
X H' =H xxY. WR (f) #0 ANAY z H, 此 时 车 dim(Y) > 0 
则 H' it Y 的 非 零 有 效 除 子 。 


*pX 上 的 任 一 可 逆 层 Cá 
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|£/S| = {5- 有 效 除 子 D C XEFE S Eft nik JF 使 得 Ox(D)- 
L ox T*F} 


为 方便 起 见 , 对 任意 态 射 约 : 3 一 5, 我 们 简 记 X xs 3 中 的 S'78 AER 
TR |(idx xs 6)*£/5'| 为 |C/S"|. 
TA 关上 的 可 道 层 的 同 构 类 以 张 量 积 @ox 为 乘法 组 成 一 个 阿 贝 尔 
TE Pic(X), WA X WRP HERSH 0: X — Y. A o 诱导 群 同 
态 0” :Pic(Y) > Pic( X). RATE 


m 


Pic(X/5S) = Pic( X)/z*Pic(S) = coker(z*) (16) 


MO XE S 上 的 相对 皮卡 群 。 对 和 HRAJE caa £ AIE Pic(X/5) 
中 的 像 。 令 0o: Div. (X/S) 一 Pic(X/S) 为 映射 D Ox(D), 则 (2) 说 
明 $9(D) + 9$9(D') = (D + D'), 由 此 可 将 Bo 扩张 成 一 个 群 同 态 


更: Div(X/S) — Pic(X/S) a7) 


将 除 子 D- D MI Ox (D) Sox Ox (D')-T. 注意 对 X 上 的 任意 可 北 


$5 (£) = (D € Div (X/S)JOx (D) = £} = |£/S| (18) 
总 之 有 


命题 3. 设 5 为 诺 特 概 形 , m :入 一 3 为 有 限 型 忠实 平坦 态 射 , 则 六 的 所 
有 3- 除 子 组 成 一 个 加 法 群 Div(X/5) (Bl X de S 上 的 相对 除 子 群 ), 其 零 
元 为 零 除 子 , 其 中 所 有 5S- 有 效 除 子 组 成 一 个 子 半 烙 Dive (X/5), 它 生成 
Div(X/5)。 iij D = Ox (D) 定义 一 个 典范 群 同 态 (17), 它 在 Div. (X/5) 
上 的 限制 Bo 满足 (18)。 


例 3. 在 例 1 的 情形 ,六 的 一 个 除 子 可 以 理解 为 及 的 一 个 分 式 理想 1] Pi”， 
其 中 P; c R 为 非 零 素 理想 而 7; € Z (参看 [L1, 习题 V.3])， 而 它 是 有 效 
除 子 当 且 仅 当 所 有 n > 0, 换言之 XX 的 有 效 除 子 就 是 RR 的 非 零 理想 。 
对 X ERRA L (等 价 于 RR 上 的 秩 1 局 部 自由 模 ), 存在 有 
ARR D CX 使 得 Ox(D) € C. m X 的 皮卡 焙 PieCX) 可 以 理解 为 秩 
1 局 部 自由 有 & 模 的 同 构 类 按 张 量 积 组 成 的 群 。 由 于 任 一 秩 1 局 部 自由 
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RARU URA 鼠 作 为 一 个 理想 , 所 以 Pic(X) 同 构 于 R KRKI (两 个 
IERE 7, J C RR 属于 同一 类 当 且 仅 当 存在 a€ qf.(R) 使 得 J = al). 

例如 当 R Jg ZE Q 的 一 个 有 限 扩 域 中 的 整 闭 包 时 , Pic(X) 为 有 限 
PE 它 的 阶 称 为 (或 R) 的 “类 数 ”。 


设 : 久 一 5 为 串 实 平坦 相对 射影 态 射 且 具 有 儿 何 连通 约 化 纤维 。 
Zr: T' = Spe(R) > S 为 S- 概 形 , 其 中 R AJARI, 而 D'C X xs T! 
H TAART, 满足 


OxxsT'(D’) S pri£ (19) 
注意 Oxxsr(D') ! & Ip 一 OxxsT' 等 价 于 一 个 Oxxsr -IREA 
9! : OxxsT' > OxxsT'(D’) (20) 


其 在 T 上 的 纤维 都 是 单 射 。 由 推论 3.1 可 见 % 诱导 Or'- 横 层 同 态 
Pr2x9': Or 一 三 ,其 纤维 都 是 单 射 。 这 等 价 于 一 个 满 同 态 


T*ÉY — Or (21) 


A SS T — T. 和 上 而 一 样 取 对 偶 并 与 pri(7*E) 一 pri£ 
合成 可 得 X xsT! 上 的 一 个 可 逆 层 同 态 OxxsT' 一 PriL, Ai Weg o. 
而 它 与 7 相 容 , 故 9 为 (14) 在 7 下 的 拉 回 。 注意 D E T 上 的 纤维 都 
是 除 子 , 可 见 n 经 过 命题 2 中 的 开 子 概 形 U C T, 从 而 有 


D'=DxuT'CXxsT (22) 


注意 7 由 9 决定 。 

车 将 T 换 为 一 般 的 5- 概 形 , 则 对 T 的 任意 局 部 子 概 形 V ,上 而 的 
讨论 给 出 唯一 的 S-E nv :V — T, 由 唯一 性 可 知 它 们 是 相 容 的 , 故 所 
有 nv 合 起 来 给 出 一 个 5- 态 射 7 :五 一 了 使 得 (22) 成 立 。 总 之 我 们 有 


定理 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , 7 : X 一 5 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 儿 
何 连通 约 化 纤维 。 设 £ 为 天上 满足 (*) Ira. 令 卫 = Ps(EY), FF 
概 形 U CT 与 U- 有 效 除 子 D C X xs U 如 命题 2, 则 对 任意 诺 特 5- 概 
JE T' 有 典范 一 一 对 应 
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I£/T'| e {S-84 T' >U} 


Jin 5-585 0: T ^ U 所 对 应 的 7T- 有 效 除 子 为 dx xs: X xs 
T'— X xsU 8i D — X xsU 的 拉 回 ; 而 一 个 -有效 除 子 D' € |C/T'| 
所 对 应 的 5- 态 射 T' — U 由 (21) 诱导 。 此 外 , d m 具有 几何 整 纤维 则 
UT. 


用 预 层 的 语言 OL L4) 说 , [C/S| 由 U RE, 实际 上 是 由 UV 和 U-fg 
效 除 子 D CX xs U 组 成 的 对 (U, D) RE, 故 称 忆 为 “ 泛 除 子 ”。 


例 4. X X = Pr. £ = Ox(d), 则 由 例 2 可 见 T(X,C) & ker, 其 中 
r= ("15), lb X T =U & PL de Xxx T unetiizuer DAI. 

实际 上 很 容易 写 出 泛 除 子 D 的 方程 , 例如 对 n= 2, d — 2 的 情形 ( 即 
平 而 二 次 曲线 组 成 的 空间 ), 有 7 = 6, 令 Xo. Xi, Xo H X. 的 齐 次 坐标 , W 
可 取 工 (X, £) 的 基 为 Xo, Xi, Xo 的 所 有 二 次 单项 式 X8, XoXi, XoXo, X?, 
XiXo, X2, 而 令 T S PP 的 相应 齐 次 坐标 为 Yo. s Ys. 这 样 泛 除 子 D C 
X xk 了 就 由 下 列 方 程 给 出 : 


YoXQ + Yı XoXı + YaXoXo + YaX2 + Ya Xı Xə + YsX2 —0 (23) 


它 可 以 理解 为 带 参数 (Yo : e :YS) 的 一 族 平面 曲线 。 


引 理 2. 设 5 为 整 的 有 限 型 歼 概 形 , HETRON 1, 则 S 的 正规 化 也 是 有 限 型 
分 概 形 。 


3E. 问题 是 局 部 的 , 故 不 妨 设 5 = Spec(R), 其 中 RR 为 有 限 生成 的 ZAR 
数 , HOU 1 维 整 环 。 4 K —qE(R), RCK 为 RR 的 整 闭 包 。 d; ZR 
是 单 射 , 则 有 素数 Pp 使 得 RR 为 有 限 生成 的 了,- 代 数 , 从 而 Repo RR- 模 是 
有 限 生成 的 (参看 [L1, M IV.23]). BU FE Z — R JM. 

记 R'— ROQ, 由 诺 特 正规 化 引 理 (参看 [L1, 引 理 .1.1]) 可 取 在 Q 
上 代数 无 关 的 元 t1,- Er € R' 使 得 R' 在 Q[z1,…,2r] 上 是 整 的 。 由 于 
REZ EA REI, 可 取 n € Zoo 使 得 zi, E€ RH] H. RI] 在 
Z(E m... o,] 上 是 整 的 , 从 而 dim(R[T]) 2 r-- 1 (参看 [L1, 推论 X.3.1])。 
但 由 所 设 有 dim(R[A] < 1, 故 必 有 7 一 0, 从 而 R zx Q 上 是 有 限 的 ; 再 
由 RERI R 是 域 , 故 R =K H [K:Q] <. KET n 使 得 
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RI] 作为 Z|- 模 是 有 限 生成 的 且 01,1, = 0, 这 样 R[T] 是 正则 的 ( 参 
看 [L1, 定理 XV.2.2.ii]), 从 而 有 
1 ~ | 工 
日 
令 A4cK 为 Z 在 中 的 整 闭 包 , 则 4 作为 马 模 是 有 限 生成 的 
(参看 [L1, 定理 V.2.1])。 由 上 所 述 可 知 态 射 f: Spec(R) 一 Spec(4) 在 
Spec(Z[1]) 上 是 同 构 。 设 PCR AIRRA p= SP), W pA A R 
极 大 理想 , 且 有 ApC Rp CK, 但 Ap 是 离散 赋值 环 , 故 Ap = Rp C K, 
再 由 (24) 即 可 见 给 出 Spec(F) 到 Spec(4) 的 一 个 非 空 开 子 概 形 U 的 
同 构 。 设 Spec(4) -U = (pi. pr) 由 中 国 剩余 定理 (参看 [L1, 定理 
IV.3.1) 可 取 a; € R (1 < i < r) 使 得 vp (a) = 一 1 而 对 任意 非 零 素 
理想 p € Spec(A) — (p) 有 wp(ai) > 0. 4 a = a +- + az, WII JG 
U = Spec(A[a]), ATIA Re Afa]. WE. 


引 理 3. 设 S 为 诺 特 概 形 , 0: X — 5 KARERA, D C X Jy 5- 平 
坦 闭 子 概 形 。 若 点 sE3 使 得 D. 是 As 中 的 除 子 , 则 存在 Xs 的 开 邻 域 
U C X E DAU CU 为 5- 有 效 除 子 。 若 是 紧 的 , 则 还 可 取 s 的 开 
WIR V C SE D xs V CXxsV 为 V- 有 效 除 子 。 


证 . 先 证 第 一 个 断言 , 问题 是 局 部 的 , 不 妨 设 X = SpecA, S = SpecR, s 
对 应 于 素 理 想 p C RR, 而 D 的 定义 理想 为 TC A. Wr € XX 为 闭 点 使 得 
(a) = s, 则 由 所 设 I4z 在 Az/pAhz HRR LA; 是 由 一 个 元 素 生 成 的 , 故 
可 取 a € IAr 使 得 a4z = TAr, 而 a 不 是 Ar 的 零 因子 。 故 a 在 zx 的 一 
个 开 邻 域 UC X 中 定义 一 个 5S- 有 效 除 子 D', 而 DNUCD。 

我 们 来 说 明 LA, = a4z。 注意 D C D' ah J= II/a) C A/(a) 定 
X, 而 JA, S IAz/aAr 一 (4z/a4z) Or (R/p) HEAR. MT Ar/IAr 
在 RR 上 平坦 ,由 正 合 列 0 一 J 一 A/(a) ^ A/I —> 0 np, JA:8r(R/p) > 
(Az/aAx) Ər (R/p) 是 单 射 , WA JA« BR (R/p) = 0, 从 而 由 中 山 正 引 理 
有 JA, —0, HI TA, = a4。。 
因此 可 取 U 使 得 D' — DAU., h x 的 任意 性 , 可 取 开 子 概 形 UVUCX 
使 得 XXCU H UND 为 S$S- 有 效 除 子 。 

F n RH, W V = S- aX U) H s 的 开 令 域 ,而 7-!1(V) CU, 
iw DxsVCXxsV 为 Y- 有 效 除 子 。 证 毕 。 
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命题 4. 设 5 为 话 特 概 形 , T: X — 5 为 有 限 型 光滑 满 态 射 , D C X DN 
SFH Br T OE. o EM A FEE UC CS fif DxsUCXxsU 
为 U- 有 效 除 子 , W D C X 为 5- 有 效 除 子 。 特 别 地 , 若 X 是 连通 的 且 v 
是 紧 的 , 只 要 有 一 点 s€ S 使 得 Ds 是 As 中 的 除 子 , 就 可 保 让 DCX 是 
5S- 有 效 除 子 。 


证 . 先 证 第 一 个 断言 , 问题 是 局 部 的 。 由 引 理 1 只 需 证 明 每 一 点 sE 9 
上 的 纤维 D. 是 Xs 中 的 除 子 。 

情形 1: S 是 正则 的 。 为 方便 起 见 不 妨 设 3 = SpecR。 设 x € X, 
s—m(z) 对 应 于 素 理想 pC R, 则 A — Ox,z 为 正则 局 部 环 , 因而 是 UFD 
(参看 [Ma, Theorem 48] 或 [L1, 定理 XV.2.3]). 4 IC A Jy D 的 定义 理 
REE v WE, a 为 了 中 元 素 的 最 大 公 因 子 , 则 a € pA, 因为 1Y pA. th 
存在 v 的 一 个 开 邻 域 UV" C X 使 得 (a) 在 UV" 中 定义 一 个 在 5 上 平坦 的 
RF Di H J= (I:a) dE U' 中 定义 一 个 闭 子 概 形 Dos MEAZ 


02 J— A $$ A/I 5 A/(a) ^ 0 (25) 


up A/J 为 天 平坦 的 , 即 Do Jy 5- 平 坦 的 。 由 所 设 易 见 D2。 xs U 为 
U' xs U 的 除 子 , 故 Do 在 UV 上 的 非 空 纤维 的 维 数 等 于 7 的 相对 维 数 减 
1; 另 一 方面 , Da 在 r(e) 上 的 纤维 维 数 小 于 7 的 相对 维 数 减 1。 由 引 理 
1.2.viii) 可 见 只 能 有 Do = 0, Bl I = (a). M Ds iÈ Xs HIIRT o 

情形 2: S 是 ZZ 上 的 有 限 型 概 形 。 仍 不 妨 设 S = SpecR。 注意 7 将 
闭 点 映 到 闭 点 (习题 2), 故 由 上 所 述 只 需 让 明 对 任意 闭 点 s€ S, 纤维 Ds 
是 As 中 的 除 子 。 设 K = A(s) (= Rp/pRp, IP p C R H s 所 对 应 的 极 
大 理想 )。 我 们 可 取 包 含 s 的 1 维 整 子 概 形 VC 5S 使 得 VNU 关 9 ( 习 
题 1 )。 令 VW 为 V 的 正规 化 , 则 由 引 理 2 可 见 V" 是 正则 的 。 由 情形 1 
可 见 D xs V’ 3t X xs V' 中 的 除 子 。 故 存在 有 限 域 扩 张 K o K 使 得 
Ds BK K' j& X, ok K' 中 的 除 子 。 因 此 D. c X. 的 理想 层 是 忠实 平坦 
Ox,-Bi. Bl Ds 是 X. 中 的 除 子 。 

情形 3: 一 般 情形 。 不 妨 设 3 = SpecR, X = SpecA, 其 中 A 为 有 
限 生 成 的 有 代数 。 取 一 个 多 项 式 代数 B = RIz1,…, Zn] 使 得 存在 RAN 
数 满 同 态 B 一 A. 再 取 有 限 生 成 的 自由 B- 模 M,N 使 得 存在 B-E 
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合 列 


AM 一 六 一 了 一 4 一 0 (26) 


我 们 可 取 有 限 生成 的 Z2 Ro C R 使 得 (26) 定义 在 Ro 上 , 即 存 
在 Bo = Ro[ri, …zn 上 的 有 限 生 成 的 自由 模 Mo, No 使 得 存在 Bo- 模 正 
合 列 


Mo 一 No 一 Bo 一 4o 一 0 (27) 


H. (27) 8r RR 给 出 (26)。 令 Uo C So = SpecRo 为 最 大 开 子 集 使 得 
Xo = Spec4o 在 Uo 上 的 限制 为 5o- 平 坦 的 。 我 们 来 验证 S 一 So 经 
过 Uo。 对 任 一 点 PE S, & po — pN Ho, Rpo 二 (Ro)po, 由 (27) A 0 = 
Tor? (Ry /pRy, A) = Torf? (Rp/pRp, Ao), 但 Rp/pRp 是 自由 (Rpo/poRpo)- 
模 , 故 Torr? (Rpo/PoRpo, Ao) = 0, 因此 (Ao)p, 在 Ro EFH, BI po € Uo 
(参看 [M, Theorem 49] 或 [L1, 命题 XL.5.1])。 通 过 进一步 收缩 5 不 妨 设 
Uo = So。 为 简单 起 见 不 妨 设 So 是 连通 的 。 用 和 上 面 同 样 的 方法 , 我 们 可 
取 有 限 生成 的 Ro- 子 代 数 Ri CRIEN A = Aon, Ri 在 Ri 上 光滑 , 即 
Q1, /为 局 部 自由 秩 d= dim(Ao)—dim(Ro) GER Q yp = Q1, yr 3R R). 
d ICAJ;D 的 定义 理想 , 再 用 上 而 的 方法 (必要 时 再 收缩 S) 可 得 有 
限 生成 的 及- 子 代 数 Ro CR REH b C A= A1 Gn, Ro W A/D 
Jj R2- 平 坦 且 I = Ig, R C A。 对 任意 a € RR 使 得 SpecR, C U, 
Ila 在 A 上 平坦 , 我 们 可 进一步 假设 a € Ro H (12)a 在 Ao 上 平坦 , BH 
Spec(A2/12)a C Spec(A2)a 是 Spec(R2)a。 上 的 除 子 。 注 意 59 = SpecRo 
的 每 个 一 般 点 都 在 S 一 5S2 的 象 中 , 故 所 有 Spec(R2)a 给 出 一 个 稠密 开 
子 概 形 U2 C S2, 在 其 上 Spec( 42/19) C Spec4s2 为 除 子 。 由 于 Ro 是 有 限 
生成 的 二 代数 , 由 情形 2 可 见 Spec(A2/12) C SpecA2 是 52- 有 效 除 子 , 从 
而 了 DCX 是 S-ARBR T. 

现在 来 证 第 三 个 断言 。 由 于 m 是 紧 的 , 由 引 理 3 可 知 若 一 点 s€ 5 
使 得 Ds 是 X. 中 的 除 子 , WA s 的 一 个 开 邻 域 VCS5S 使 得 DxsV C 
X xs V 为 YY- 有效 除 子 。 故 S 的 子 集 3 = {s € SIDs。 C Xs 为 除 子 } 为 
开 集 。 由 第 一 个 断言 可 见 S" 等 于 其 在 S 中 的 闭 包 , 而 由 X 连通 可 见 5 
连通 , 故 S'— S.B] DC X At 5- 有效 除 子 。 证 毕 。 
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2. 相交 类 


设 天 为 代数 闲 域 , C1, C2 H X = P2 中 的 两 条 (不 同 的 ) 代数 曲线 ( 即 
1 维 闭 子 簇 ), 次 数 分 别 是 di, do ( 即 分 别 由 di. do 次 齐 次 方程 定义 )。 FF 
C1, Co 在 它们 的 任 一 交点 都 不 相 切 , 则 Ci mn C» 有 dido 个 点 ( 见 下 文 )。 
车 Ci, Co 在 某 一 点 P HU]. 我 们 需要 引入 “相交 重 数 ” 的 概念 以 使 上 述 
结果 仍 成 立 。 

注意 C1 xx Co 作为 一 个 集合 是 C10 Co. KE k 上 是 有 限 的 , 设 它 
的 函数 环 为 A, W 4 为 有 限 秩 -代数 (为 阿 廷 环 )。 由 于 Cin Co 是 有 限 
fg, 可 取 一 条 直线 工 使 得 CqynConL-0,Hl Cyn Co CU- X- L., 
注意 U 是 仿 射 的 , 设 RO OU WR, 则 A S CR/QI) x… x (R/Qn)， 
其 中 Qi Qu 为 RR 中 高 度 为 2 的 准 素 理 想 , 对 应 于 C10 Co 的 所 有 点 
Py Pao di ri = g(R/Qi) (1 < i < n), RA Ci 和 C2 在 交点 P; 处 的 
相交 重 数 易 见 m = dimk Ap, = lA(Ap;). 而 C1 xx Co 在 大 上 的 次 数 为 
dimk A = r1 9 cmn. 

更 一 般 地 , 设 XX 为 kk 上 的 拟 射 影 代 数 簇 , Yi. Yo C X 为 闭 子 集 使 得 
dim(Yi xx Y2) — 0, $ A Jy Yı x x Yo ff] E GEI, W dim, A < co。 对 任 一 


m P eYinYo, RAVE Yi, Yo dg P AW da 35* 309 lA(Ap) = dim, Ap, 
WA i(Y1, Yo, P), MWER (参看 [L1, 1.2) 有 AS B I : Rp, 
€YinYa 
故 有 
dm, A= 9; iY, P) (1) 
PecYi1nYa 


ik 1. 相交 重 数 的 定义 与 一 元 函数 零点 重 数 的 定义 是 一 致 的 。 例 如 设 多 
项 式 jz) 的 最 低 次 项 为 £”, 则 0 为 f(x) Bj m ERA, 而 这 个 零点 可 以 
理解 为 两 条 平面 曲线 y = f(x) Wb y — 0 的 交点 , 由 定义 易 见 点 (0,0) 是 
这 两 条 曲线 的 n 重 交 点 。 


命题 5 (Bézout 定理 ). 设 ( 紧 ) 曲 线 C1 7^ C» C PR 的 次 数 分 别 为 di. do, WI 


Y i(Ci,Cs,P)= dido (2) 


Pe€Ci,nC3 


证 . qn X = Pr Ci, Co 可 以 看 作 X 的 有 效 除 子 且 dim(C1mC2) = 0, 
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上 所 述 可 见 (2) 式 左边 等 于 C1 xx C2 在 大 上 的 次 数 。 
例 4 我 们 知道 有 射影 空间 Yi. Yo. 及 泛 除 子 C1 C X xk Yi, Co C 
X xy Yo (可 看 作曲 线 族 ), 分 别 代表 [Ox (d1)] 和 [Ox (d2)|. W C1,C2 分 
ADSENSE PT ki yi € Yi fü yo € Yo, $ Y = Yi xx Yo, WÆ X xk Y rp 
有 两 个 -有效 除 子 C1 = C1 xk Yo M C$ = Co Xk Ya (可 以 理解 为 关中 
除 子 对 (Di D2) 的 一 个 族 )。 令 D — C1 xxx C5. M D 在 点 (Wi,y2) € 
Yi xk = 二 YY 上 的 纤维 为 C1 xx Co. 

注意 对 任意 两 个 有 效 除 子 Di, Do C X, Di n Do 的 维 数 为 0 H. 
仅 当 Di 的 定义 多 项 式 在 Da 上 不 是 零 因子 , 而 这 又 等 价 于 Di mn Do 是 
Di 中 的 有 效 除 子 。 故 由 定理 1 可 见 存在 一 个 最 大 开 子 集 了 CY 使 得 
Dı N Do 为 有 限 集 当 且 仅 当 (Di, Do) HEF T PHRA, A Dxy T iE T 
上 平坦 。 由 射影 性 可 知 D xy T dk T. RAR, 故 由 例 1.8 可 见 D xy 了 
在 全 上 的 所 有 纤维 有 相同 的 次 数 。 特 别 地 , dC Di 为 di 条 直线 的 并 而 
D» 为 d2 条 直线 的 并 , 且 这 di + do 条 直线 没有 三 条 共 点 , 则 Di N Do 的 
点 数 ( 即 Di xx Do 的 次 数 ) 显然 为 dido, 故 Ci xx Co 在 及 上 的 次 数 也 
A dido, Bl (2) 式 成 立 。 证 毕 。 


it 2. Bézout 定理 有 一 个 代数 的 证 明 , 方法 是 利用 希 尔 伯 特 多 项 式 直接 
计算 , 不 需要 很 强 的 工具 (参看 例如 [H, I.7])。 上 述 证 明 则 是 儿 何 的 , 需要 
用 到 纤维 从 的 概念 , 但 想法 很 直观 : 由 于 相交 次 数 只 与 两 条 曲线 的 次 数 
有 关 , 只 需 选 两 条 容易 计算 的 曲线 来 算 一 下 即 可 。 


it 3. 在 Bézout 定理 的 叙述 中 “曲线 ”Ci 和 Co 不 必 是 约 化 的 或 不 可 
约 的 , 只 要 是 IP? 的 除 子 即 可 (但 Cv 0 Co 须 为 有 限 集 )。 例 如 它们 可 以 是 
齐 次 多 项 式 X3 或 XoXi 定义 的 子 概 形 , 这 可 以 理解 为 “退化 的 曲线 ”。 


Bézout 定理 不 难 推广 到 n. 维 射 影 空 间 的 m SERT TU E: 


命题 6. 设 超 曲 而 Hi,- Hn C PE 的 次 数 分 别 为 d1,…, dn, 它们 的 交 是 0 
维 的 (此 时 我 们 称 它们 的 交 为 完全 讽 , 则 Hi O0 Ha 的 交点 个 数 ( 计 
AGE) 等 于 diss dn。 


证 明 从 略 , 因为 它 是 下 而 定理 2 的 特殊 情形 。 
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E 4. 如 果 不 假定 是 代数 闭 域 , 命题 6 的 断言 要 作 如 下 修改 : 设 超 曲面 
Hi, Hn C Pg 的 次 数 分 别 为 d1,…,dn, 它们 的 交 是 0 维 的 。 令 概 形 


Y =H NHB,= Hy Xx Hy (3) 
对 每 个 点 ZEY, W ly (x) = (Oys) (注意 Oy,z 是 阿 廷 局 部 环 )。 则 有 


> ly (£)[k(£) : k] = di dn (4) 


rcY 


下 面 考虑 一 般 情 形 。 设 5 为 诡 特 概 形 ,;T :六 一 为 相对 维 数 为 对 
的 平坦 相对 射影 态 射 。 一 列 S- 有 效 除 子 D1,…, Dn C X 称 为 S- R h, 
如 果 Dı N Ds 为 Di 的 5- 有 效 除 子 , Di DaN Ds H DiN Ds 的 5- 有效 
RT … 等 等 。 此 时 由 引 理 1.2.vii) 可 见 Di n Dan... 0 D» 为 有 限 平坦 
5- 概 形 。 截 断 的 情形 是 经 常 发 生 的 , 如 当 Di N Da n... 0 Ds Æ 5 上 有 限 
时 , D1,…, Dn 为 9- 截断 有 效 除 子 列 的 一 个 充分 条 件 是 工具 有 C.M. 纤维 
( 即 每 个 纤维 Xs 的 每 一 点 2 的 局 部 环 Ox, a 为 C.M. W, XT C.M. 环 可 
参看 [L1, XIV.2), 特别 地 芳 7 光滑 则 具有 C.M. 纤维 )。 

一 般 地 , d 5 为 连通 诺 特 概 形 ,T :X — 5 为 相对 维 数 为 的 平坦 态 


BI, D1,…, Dn C X 为 有 效 除 子 使 得 也 = DiN.…NDn 在 S 上 有 限 且 忠 
实 平坦 , 则 称 deg(D/S) 为 D1,…, Dn 在 S 上 的 相交 数 记 为 [D1:…Dn]s 


(在 没有 疑问 时 可 以 略 去 下 标 5)。 


引 理 4. 设立 为 一 个 域 上 上 的 有 限 型 概 形 , 则 存在 秽 密 开 子 概 形 UC X 
使 得 U0 Jy C.M. 概 形 ( 即 对 任意 2X EU, Ox,z 是 C.M. 环 )。 


证 .由 C.M. 的 判别 准则 ( 见 [Ma, Theorem 26] 或 [L1, 引 理 XIV.1.1]) 
不 难 化 为 天 是 代数 闭 域 的 情形 , HAS WE AX 是 不 可 约 的 和 仿 射 的 , X = 
Spec(A), dim(X) = n, 

ii A = A/A/(0), X' = Spec(A), pe X' 为 一 般 点 。 令 Y —XxyX!,, 
通过 pro 视 为 X'-HUE. 并 记 B= Bo = A 8r A', I = ker(A* : A 8k A > 
A)Bo. 可 取 al € B 使 得 它 不 含 于 极 小 素 理想 中 , H Boa, 没有 嵌入 的 
素 理 想 。 注意 ht(LBoa,) = n, dt n > 0 WAER bi € I X Boa, 的 非 零 因 
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T, 这 样 在 Bop 中 非 零 因 子 , 从 而 可 取 cl € (ai) 不 含 于 的 极 小 素 理想 
中 使 得 Bi = Boc, /b1 Boc, 在 4 上 平坦 ( 引 理 1.2)。 若 n> 1 则 可 再 取 
ca € (c1) 使 得 它 在 Bi 中 的 像 不 含 于 任 一 极 小 素 理 想 中 , Bio HARA 
的 素 理想 , 并 取 bo € 了 使 得 Ba = Bics/b2Bics 在 A 上 平坦 , 等 等 。 这 样 
归纳 地 可 取 ci € B, b; € I & Bi = Ba Decy/uBi De (1 & à < n) 使 得 
b; d£ Be be 中 非 零 因 子 , H. B; ÆA 上 平坦 (Vi)。 

4 U = pr2(Spec(Bn)), W U 为 XX 中 的 开 集 ( 引 理 1.2.ix)), WA X 
中 的 开 集 。 对 任意 闭 点 qeE UV, 易 见 在 B/(18&q)B — Bow (A'/44) S A 
中 ,了 的 像 为 TA 宇 B/(IT+(1@x9)B)=g, m bi, -br dE q 中 的 像 为 一 
个 正则 列 ( 引 理 1.2)。 这 说 明 U 为 C.M. 概 形 。 证 毕 。 


推论 1. 设 闵 为 诺 特 概 形 S 上 的 平坦 有 限 型 概 形 , 则 存在 开 子 概 形 U C X 
使 得 U — S 具有 C.M. 纤维 , 且 对 任意 点 se S,UO X, fk X, 中 稠密 
Gi U Æ X PRE) o 


证 . 设 se3 为 闭 点 而 ZEXs 2 Xs H C.M. & 4 n = dim(Ox.,z)。 册 
引 理 4 的 讨论 可 见 存在 v 的 开 邻 域 Spec(4) C 六 ,使 得 对 任意 时 于 s 上 的 
极 大 理想 PC A. 存在 正则 列 ai,…,anE4 使 得 每 个 Spec(A/(a1,…, ai)4) 
在 S 上 平坦 。 这 样 对 于 任意 包含 a, -an 的 极 大 理想 Q CA, ail,…, an 
都 是 Ao 的 正则 列 。 再 由 引 理 4 的 讨论 即 可 见 存在 一 个 包含 Spec(4)mAXs 
的 开 子 概 形 U' C X, 使 得 U' S 具有 C.M. 纤维 。 证 毕 。 
引 理 5. 设 S 为 连通 诺 特 概 形 , v :X 一 5 为 相对 维 数 为 n 的 有 限 型 忠实 
平坦 态 射 , D1,…, Dn C X 为 一 列 5- 截断 的 5S- 有 效 除 子 , 其 中 Di; 为 两 个 
5S- 有 效 除 子 D.D' C X 的 和 。 则 5- 有 效 除 子 列 D1,…, Dii Di Dia 
Dn 和 Di,.…, Di-1,D', Dit1,…, Dn 也 是 5- 截断 的 , H. 
[Di1::: Dn]s = [Di Di_1DDiri1::: Ds]s + [D1i:*:Di_1D'Dir1::: Dn]s 
(5) 

简 言 之 , 相交 数 是 35- 截断 的 5S- 有效 除 子 列 的 加 性 函数 。 此 外 , dT o0 是 
位 ,…,n} 的 一 个 置换 而 Ds... Don) 也 是 3- 截断 的 , 则 

[De Doms = [Di Do]s (6) 
换言之 , 只 要 保持 5S- 截断 性 , 3- 有效 除 子 列 的 相交 数 与 除 子 的 次 序 无 关 。 
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证 . 由 引 理 1, 我 们 只 需 考 虑 S — Speck (k HIR) 的 情形 即 可 。 设 re 
Dyn..n Dn, R= Ox,z; m 为 R (fj X RAE. W Di,…,D 分 别 给 出 羽 
中 由 一 个 非 零 因子 生成 的 理想 , 不 妨 设 为 (Q1),…, (an)。 由 所 设 a1,…, an 
为 mm- 正则 列 且 dim(R/(a1,...,an)) = 0, W R 2y C.M. 局 部 环 。 设 D, D' 
分 别 给 出 有 R 中 的 理想 (a), (a^). W (aa^) = (ai), 故 不 妨 设 a; = aa 。 由 于 


(a1, Qi 10 0544, an) D (a1, ---, an), 有 


dim(R/(a;, ..., aj 1,a,a;41,...,a5)) € dim(R/(aj,..,a,)) 2-0 (7) 


WU a 不 是 R 中 的 单位 则 a1, ai a, Qipi, an 为 m- 正 则 列 , 此 时 
04, 5 Qi—1; ai 5 05, 0 也 是 m- 正 则 列 (参看 [L1, 命题 XV.1.3])。 同 理 ， 
diat 不 是 R 中 的 单位 则 at a; 3,0, Qipi, an 为 mw 正则 列 , 此 时 
04, ..., Qj 1, liti: 05, Q^ 也 是 mw 正则 列 。 令 


A = R/(a1,..., Qi—1, itl, An) (8) 


4 b, FWA a.a! 在 4 中 的 像 , 则 ai 在 44 中 的 像 为 bb'。 由 于 5 不 是 4 
的 零 因 子 , 我 们 有 4- 模 同 构 (b) /(bb^) = A/(2), 从 而 有 


dimx(A/aiA) = dimx(A/(b)) + dim, (b) /(bb^)) (9) 
= dim, (A/(b)) + dim, (4/(0')) 
即 
dim, (R/(a4, ..., an))=dim;(R/(a1, ...,a; 1,0, 0; 41, an)) 十 
(10) 


dimy(R/(ai, ..., a1, a , ai41, ...,àn)) 


(10) 对 所 有 £ E€ Din... 0 D» 作 和 即 得 (5)。 最 后 一 个 断言 (B (6) 3X) 
定义 是 显然 的 。 证 毕 。 


设 3 为 连通 诺 特 概 形 , 7 : X 一 S 为 平坦 相对 射影 态 射 , 相对 维 数 
处 处 为 n, CX 为 引 理 4 中 的 开 子 概 形 。 设 L1,…,Ln 为 X 上 的 可 
WE. RIGA i, L= Li 满足 (*)。 则 由 定理 1 可 知 [C;/5| 由 SS 上 的 
一 个 射影 空间 从 中 的 一 个 5- 忠 实 平坦 开 子 概 形 T; 代表 , 设 其 泛 除 子 为 
Di C X xsT; (1 & i & n), dE T — Ti xs--- Xs 了 Tn 上 有 了 -有 效 除 子 
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D;=D;xTTCXxsT (1<i<n). 4 D= Din...nD,, 若 存在 连通 
TusJPE4EU'CT $141 DxpU' CUxsU! H pro: DxpU'! e U' 是 有 
限 的 , 则 由 于 zlv 具有 C.M. 纤维 , UV'- 有 效 除 子 列 Das ss Dn Œ U xs U 
上 的 限制 是 U"- 截 断 的 , 故 pro : D xr U' — U' 是 平坦 的 , 其 次 数 称 为 
£a, Ln 在 S 上 的 相交 数 记 为 [C1.…Ln]s (在 没有 疑问 时 可 以 略 去 下 
标 3)。 由 平坦 性 可 知 对 任意 态 射 5" — S 及 任意 S-AR S-A ART 
列 D; E i/in) 有 [CCns=[D Das。 

di C 是 极 丰 富 的 ,局 部 给 出 闭 嵌 入 X 一 P, w e 的 一 个 整体 截 
H t 所 定义 的 闭 子 概 形 D. C X 为 一 个 超 平面 Ht C PS 与 XX 的 交 。 
对 任意 s E S, 若 t 足够 一 般 则 Xs 的 任 一 不 可 约 分 支 都 不 含 于 Hi P, 
从 而 DU n X, dE Dio Xs PRR. esp Li 都 是 极 丰 富 的 , ti 为 
Li 的 整体 截 口 , 所 定义 的 的 闭 子 概 形 为 Di (1 < i <n). W D= 
Din... Dn, 则 由 归纳 法 可 见 当 右 ,…,tn 都 足够 一 般 时 , 对 任意 se 5 p 
A DO X, CU, 注意 投射 D S 在 s 上 的 纤维 是 有 限 的 , 从 而 在 s 附 
近 是 有 限 的 ; qur Do X. CU up D — S c s 附近 是 平坦 的 , 从 而 可 
以 定义 [Di Dn] = deg(D/S)。 此 外 , 由 引 理 4 aIL ti, -stn 都 足够 
一 般 时 , Di NU, ..., D, QU 是 截断 的 。 

设 L = Li 是 丰富 的 且 满 足 (*) (Vi)。 令 Ei = TsCi T; = Ps(&) 
(1& in), T 2 Ty xs: xs Ta, 则 了 的 一 个 点 t+ 代表 X = X xs {t} 
W n A ELITR Der,- Dis C Xi 其 中 Du h PG. pri £i) WIEG 
给 出 üusxixn) m EJDRTEZEBIRJET 4E CC 了 使 得 U' 5 S 忠实 
平坦 , HIER t E U' 有 Dan.. 0 Din CUxs7 了 有 上 且 为 截断 交 , 从 而 在 
U' 上 是 有 限 平坦 的 , 再 注意 U' 是 连通 的 , 从 而 deg(Da n 0 Dist) 是 
常数 , 这 样 就 可 以 定义 这 个 次 数 为 [L1:… Ln]s。 

对 一 般 的 Li, 取 定 一 个 Ox(1), 注意 当 m 充分 大 时 C = Li(m) 是 
极 丰富 的 且 满 足 (*), 从 而 可 以 定义 相交 数 [L1(m)…Ln(m)]s, 再 利用 相 
交 数 的 加 性 ( 引 理 5), 即 可 定义 [Ci Ens, 而 且 不 难 验证 这 个 定义 与 
Ox (1) 和 m 的 选择 无 关 。 总 之 有 


定理 2. Wb S 为 连通 诺 特 概 形 , T: X 一 5 为 相对 维 数 处 处 为 的 平坦 
相对 射影 态 射 , 则 对 AX 上 的 任意 7 个 可 道 层 £1,…, Ln 可 以 定义 它们 在 
5 上 的 相交 数 [Ci Cas, 它 是 ni 个 可 递 层 的 整 值 加 性 函数 , 在 任意 基 
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变换 5' 一 S 下 不 变 , 且 与 双 个 可 逆 层 的 次 序 无 关 。 

F L = Li 是 丰富 的 且 满 是 (*) (Vi). 则 对 任意 代数 闭 域 尺 上 的 点 
t : Spec(k) 一 S 及 足够 一 般 的 s; ET(Xi,(Li)t) 所 定义 的 除 子 Di C Xi 
si 和 MD=DnDpannDn 为 有 限 的 , 其 点 都 是 Xt 中 的 C.M. 
点 , H. deg(D/Kk) = [£1 Cn]s。 


两 个 可 道 层 L, L' 称 为 数值 等 价 的 (numerically equivalent), 如 果 对 
任意 可 道 层 L2,…, Ln 都 有 [L £2 Lnls = [L £o Ln]s, 显然 这 是 一 
个 等 价 关 系 , 按 此 关系 的 一 个 等 价 类 称 为 可 逆 层 的 一 个 数值 类 (numerical 
class), 特别 地 若 对 任意 可 道 层 L2,…, Ln 都 有 [C .Ca …Cals = 0, WEK 
L 的 数值 类 为 0。 

d X CPP AR k 上 的 n 维 拟 射影 概 形 。 令 UV C X 为 稠密 C.M. 
开 子 集 , 则 PR 中 是 够 一 般 的 超 平面 与 UV 的 交 为 U 中 的 有 效 除 子 , 故 由 
定理 2 可 知 对 PR 中 是 够 一 般 的 mm 一 nn rm H (为 nn 个 超 平面 的 交 )， 
(HAU) 一 Speck 为 有 限 态 射 , 且 其 次 数 为 [Ox(1) … Ox (1). ^ H H 
择 无 关 , 而 当 H Abb fep HO (X 一 U)==0, 故 (HNX) — Speck 的 
次 数 也 与 五 的 选择 无 关 , 称 为 和 的 次 数 (参看 例 1.8)。 


ik 5. 对 一 个 内 维 射影 子 概 形 X C PT. 可 用 希 尔 伯 特 多 项 式 Xx 更 简单 
地 定义 其 次 数 , BI nxx 的 首 项 系数 为 六 的 次 数 (参看 [H, L7] 或 下 文 )。 
上 述 定 义 则 在 儿 何 上 更 直观 。 


WX HRAMI k EA n 维 射影 C.M. BOE. £ 为 XX 上 的 极 丰富 
可 逆 层 , A ARA X — PP. ER s #0 € PCX. L) 使 得 其 定义 的 超 平 
m H CPE RUE X Itu gr se. 则 有 正 合 列 


0 — L7! — Ox > iOgnx > 0 (11) 


Hp i: HAX >X HRA. In Go £^ 可 见 


Xi*c(x) = xe (£) — xc(z — 1) = Axs (12) 


这 里 用 人 A 记 差 分 。 由 此 用 归纳 法 即 可 得 n NEP Hi,- Hn C Pe, 使 
fj D—-Hin.nH,nX 是 有 限 的 , H xe = A"xe, Kip j: Do X 
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HRA. 但 
Xj*c = deg(D/k) = [£ -*- £] (13) 


而 A”xz 等 于 xe 的 次 项 系数 乘 以 nl, 故 有 

deg(£) = [£ -*- £] (14) 
设 Li, Lo 为 极 丰 富 可 道 层 , L= L” 80, £T, 则 由 推论 3.2 可 知 deg(£) 
是 mino 的 n 次 齐 次 多 项 式 , 易 见 (14) 的 右边 也 是 n,n [f] n 次 齐 
次 多 项 式 , T nino > 0 时 (14) 成 立 , 可 见 (14) 对 任意 ni, no. 成 立 ， 


从 而 对 任意 可 逆 层 L 成 立 。 此 外 , X 是 整 的 , 则 对 任意 凝聚 层 F 有 
de(F) = deg(C)ranko, F ( 见 (3.2.8)), 从 而 有 


de(F) = [£ -*- £]ranko, F (15) 
注意 (14) 和 (15) 的 两 边 都 在 基 变 换 下 不 变 , 故 对 大 是 一 般 域 的 情形 也 
推论 2. Wr X Jg — 3X k ER n HESSE C.M. BOE. C Oy X. 上 的 可 逆 层 ， 
则 (14) 成 立 。 如 果 X 是 整 的 , 则 (15) 对 任意 凝聚 层 三 成立。 


命题 7. [IX —Y Jy k bf n HEBEL SEMI TEC RER, dE Y 的 一 
个 稠密 开 子 概 形 上 是 忠实 平坦 的 。 则 对 上 的 任意 7 个 可 递 层 Li, 
Cn 有 

(f* Lai -+ f* £4] = deg(f)[L1:…* Ln] (16) 


Ait Y 上 的 任意 可 逆 层 C 有 
deg(f*£) = deg(f) deg(£) (17) 
(参看 [La, p. 109], [M3, p. 63])。 


证 . 不 难 约 化 为 是 代数 闭 域 的 情形 。 由 所 设 及 引 理 4 可 取 了 的 稠密 
开 子 概 形 U, 使 得 f 在 UV 上 忠实 平坦 , H U 与 广 !1U) 都 是 C.M. 概 形 。 

先 考 虑 每 个 Li 丰富 且 满 足 (*) (1 < i < n) 的 情形 。 取 s zoe 
r(Y, £:) 给 出 Di CY («i n) ER D= DiN Dan...N Da cU H 
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为 有 限 的 , 则 产 (s) e (X, ££) 给 出 D; = f£. (D)c X «i«n) 
从 而 f(D) = Din ..n D^. HEM 2 有 deg(D/k) = [CL1…Lnj, 而 
deg(f -! (D)/k) = [f*£i---f*£,]. tT. £-1U) ^ U 是 忠实 平坦 的 且 次 
数 为 deg( 了 ), fideg(f ! (D)/k) = deg(f) deg(D/k), 这 就 说 明 (16) 成 立 。 
再 利用 相交 数 的 加 性 即 可 见 (16) 对 于 任意 可 道 层 Lai,- Cn 都 成 立 。 
特别 地 取 Li = -= Ln = L, 则 由 (16) 和 推论 2 即 得 (17)。 证 毕 。 


ik 6. 在 双 有 理 儿 何 中 , 对 一 个 域 上 上 的 任意 代数 筷 态 射 了 : X Y 
都 可 以 定义 次 数 : F f 是 一 般 有 限 的 , 即 存 在 非 空 开 子 集 C C Y 使 
得 fu = flr) : FU) > U 是 有 限 的 , 则 可 取 U 使 得 fv 是 平 
坦 的 , 并 定义 deg(f) = deg(fu): 而 车 f 不 是 一 般 有 限 的 , 则 当 f 是 支 
配 的 时 定义 deg(f) = oo. 而 当 也 不 是 支配 的 时 定义 deg(f) = 0。 对 此 
也 可 以 这 样 理 解 : T 也 是 支配 的 , 则 f*: KY) > K(X) 是 单 射 , 此 时 
deg(f) = [K(X) : KY); mid? f 不 是 支配 的 则 deg(f) = 0。 在 了 为 
有 限 平 坦 态 射 的 情形 易 见 这 样 的 定义 与 概 形 的 有 限 平坦 态 射 的 次 数 定义 
一 致 。 

在 命题 7 p. 若 将 f RA n 维 所 射影 代数 簇 的 任意 态 射 , 则 按 上 述 
定义 (17) 也 成 立 : 在 f 为 支配 的 情形 , 由 于 f 是 一 般 有 限 的 , 可 使 用 命 
题 7 的 证 明 ; 在 地 非 支 配 的 情形 , 存在 一 个 真 闭 子 徐 Yo CY 使 得 f 经 
过 Yo. 而 由 dim(Yo) < n 可 见 足 够 一 般 的 D = Di N DaN... N Dnr 5 Yo 
不 相交 , 故 £7 (D) 为 空 集 , 从 而 deg(f* £) = 0, 而 deg(f) = 0. 


习题 


1. 设 R AWR, ICR AAAH, pC 民 为 极 大 理想 , 且 包 含 于 Ul) = 
Spec(R) — V(I) 的 一 个 维 数 > 0 的 不 可 约 分 支 中 。 证 明 存 在 qeE U(I) 使 
得 dim(R/q)=1H qcp。 


2. KRHA RER Z-A% PC RIRA. WEH R/P 是 有 限 域 。 


3. W C 为 域 上 上 的 射影 正则 曲线 , D C C 为 有 效 除 子 , 作为 抽象 除 子 等 
Tom D, c nsD, (Bl Supp(D) = (Di.....D,) H. D 在 D; 处 的 重 数 
为 ni, i 二 1,…,7)。 证 明 deg(D/k) 等 于 按 (1.5.1) 所 定义 的 deg(D). 
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第 1 节 ” 群 概 形 的 基本 概念 


PEET ÆT 19 世 纪 20 年 代 , 当时 的 研究 对 象 主要 是 有 限 群 。 到 19 世 
纪 中 期 , 线性 群 成 为 群 论 的 男 一 类 重要 对 象 。 由 于 线性 群 与 几何 学 (在 当 
时 有 了 欧 儿 里 得 儿 何 、 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 、 射 影 儿 何 、 椭 圆 儿 何等 ) 密切 
相关 , 儿 何 与 群 论 的 关系 成 为 一 个 核心 研究 课题 , 1872 年 殉 莱 因 提出 了 
“爱尔兰 根 纲领 ”, 对 以 后 的 儿 何 学 与 群 论 的 交叉 产生 了 深远 的 影响 。 另 
一 方面 , 线性 群 及 其 典型 子 群 本 身 也 具有 (解析 的 ) 几何 结构 , 自 1895 年 
后 , 索 弗 斯 : 李 , Killing, 嘉 当 等 系统 地 研究 了 具有 解析 结构 的 群 , 即 李 群 。 

一 个 李 群 是 一 个 群 G 带 有 一 个 解析 流 形 结构 , 使 得 群 运算 都 是 解析 
的 。 详 言 之 , 令 m : G x G 一 G 为 乘法 映射 (g,g) = 99. t: G — G 为 道 
元 映射 9 — 9 Wm 和 “都 是 解析 映射 。 我 们 可 以 换 一 种 方式 叙述 这 个 
定义 , 即 定 义 一 个 李 群 是 一 个 解析 流 形 G 带 有 解析 映射 m:G xG c G, 
(1G — G, 以 及 一 个 特殊 的 点 es G, 满足 如 下 条 件 : 

i) mo (idg x m) = mo (m x idg) : G x G x G — G (“RAAE”); 

ii) m o (o x ida) = m o (ida x o) = ida : G S {e} x G — G, 其 中 
o: {e} > G 为 嵌入 映射 ; 

iii m o (( x ida) o A = m o (idg x i)o A = oom : G — G, 其 中 
A:G—Gx G Jt fads. T: G — {e} 为 唯一 的 态 射 (“投射 ”)。 


此 后 , XR oi JL 9I A6 FA TE EE EIS BL 08 9T A A TC ftbi JL far ^7 49 b, 
包括 拓扑 学 、 微 分 几何 、 复 几何 、 组 合 学 等 。 这 是 一 个 非常 自然 的 概念 
和 课题 : 在 每 个 几何 学 领域 中 都 要 研究 相应 的 “运动 ”, 而 每 一 类 运动 组 
成 一 个 群 , 它 往 往 具 有 相应 的 儿 何 结构 。 在 上 述 各 领域 中 , 带 有 儿 何 结构 
的 群 都 可 以 采用 如 上 的 两 种 不 同 的 定义 方式 , 一 种 是 一 个 群 带 有 儿 何 结 
构 使 得 群 运算 都 是 几何 映射 ; 另 一 种 是 一 个 儿 何 对 象 G 带 有 几何 映射 
ICGCxG 一 G 和 /23G 一 G, 满 足 上 述 公 理 iii). 

在 代数 儿 何 中 , 最 初 所 研究 的 “代数 群 ”( 或 称 “ 群 徐 ”) 也 是 这 样 ， 
即 一 个 群 同时 是 一 个 代数 闭 域 上 的 代数 秘 , 其 群 运算 是 代数 映射 ( 即 态 


s 
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W), 它 也 可 以 定义 为 一 个 代数 闭 域 上 的 代数 簇 G 带 有 代数 映射 m : 
G xk G> G: G> G, HE ERAR i-iii). 但 是 在 概 形 的 领域 只 能 
采取 后 一 种 定义 方法 ,因为 概 形 的 态 射 不 能 由 其 作为 集合 的 映射 决定 。 


1. 群 概 形 

粗糙 地 说 , 群 概 形 就 是 有 代数 儿 何 的 群 结 构 的 概 形 。 详 言 之 ， 
定义 1. 设 S 为 概 形 。 一 个 S 上 的 群 概 形 是 指 一 个 态 射 T: G 一 S, 
有 S- m : G xs G — G (“RZ”), 0: S —G (“单位 ”) 及 i:G 一 G 
(98), 满足 


i) mo (ida xs m) = mo (m xs ida): G xs G xs G — G (结合 律 )。 


ii) mo (o xs ide) = m o (ida xs 0) = idg : G ¥ S xs G > G., 


iii) m o (( xs ida) o A = mo (idg Xs t)o A —oom:G — G, Mo 
A:G—Gxs G NX RM. 
G 称 作 交换 的 , 如 果 还 有 

iv) mo(pro,pri) 2 m: G xs G — G (交换 律 )。 

Fi 是 仿 射 的 (有 限 型 的 , 光滑 的 , …), 则 称 G 为 仿 射 的 (有 限 型 的 ， 
光滑 的 , …) 5- 群 概 形 。 若 n 是 有 限 的 而 OG 是 秩 n 局 部 自由 的 , 则 称 
G 的 次 数 为 n (= deg(G/5))。 

若是 平坦 相对 射影 的 且 具 有 儿 何 整 纤维 , 则 称 G 29 5 上 的 阿 贝 尔 
概 形 , 特别 地 , 当 S = Spec(k) (k HI) 时 称 G 为 上 的 阿 贝 尔 禾 , 而 1 
维 阿 贝 尔 簇 称 为 椭圆 曲线 。 


用 预 层 的 语言 (参看 12.4) 可 以 这 样 理 解 群 概 形 : 由 1.2.4 可 见 m 给 
HAREK m: G x G — G. mAAR 1: G — G; 注意 2 将 
任意 (t: T > S) € Ob(Gcbs) 映 到 一 元 集 (t). 而 0,7 分 别 给 出 自然 变 
换 2:3 一 G 和 I:G 一 3 此 外 和 人 给 出 自然 变换 和 :SG 一 GxG 
条 件 i-iii) 保证 了 对 每 个 T € Ob(Ocbs), m(T) JI (T) 给 出 G(T) 一 
个 拜 结构 (其 单位 元 为 ot) = oot), KMA C 经 过 ((groups))， 换 言 
之 存在 一 个 反 变 函 子 Fa: Schs —((groups)) 使 得 G =T o Fc, 其 中 
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T : ((groups)) — ((sets)) 为 遗忘 函 子 。 

反之 , 对 一 个 5- 概 形 G 若 存 在 一 个 反 变 函 子 Fo: Schs 一 ((groups)) 
使 得 G =T o Fa, 注意 ((groups)) 的 群 运算 都 是 自然 变换 , 就 可 见 有 乘 
法 自然 变换 了 双 :GxSG 一 SG 等 ,由 米 由 引 理 可 知 它 们 等 价 于 Sc 
m:G xs G 等 ,而 由 群 的 公理 可 见 条 件 斌 四) 成 立 , 这 样 就 给 出 G 在 3 上 
的 一 个 群 概 形 结 构 。 总 之 有 


引 理 1. 一 个 5- 概 形 C APEJE HAL G AN ((groups)), 更 准确 地 说 ， 
G 在 3 上 的 一 个 群 概 形 结构 等 价 于 一 个 反 变 函 子 fc : Scbs 一 ((groups)) 
使 得 G = lo Fa. 此 外 , G 是 交换 群 概 形 当 且 仅 当 G 经 过 交换 烙 的 


引 理 工 1.7 还 可 见 , 可 将 Ocbs 换 为 &jfScbs。 注 意 对 任意 态 射 
T:T — S, TE G(T) 的 单位 元 为 oo7: 工 一 G, 常 称 为 “ 零 态 射 > 并 记 为 
0 或 Oro 

采用 预 层 的 语言 可 以 简单 地 定义 一 些 概念 如 ( 闭 ) 子 群 概 形 , 正规 子 
PEJE, 单 群 概 形 等 , 还 可 以 简单 地 表述 一 些 态 射 , 例如 态 射 


a —agcG —(m,pr):GxsG—GxsG (1) 


可 以 表达 为 (g,h) > (gh.h), 即 对 任意 T € Ob(Ocbs) 及 任意 了 -点 
g,h € G(T) 有 a(g,h) = (gh,h)。 由 此 易 见 a 是 5- 概 形 的 自 同 构 , 其 
WH (gh) > (Jh, h), KAEA FME KAE, 所 以 总 是 记 为 a (在 
可 能 有 疑问 时 可 记 为 ac 或 acys)。 

预 层 的 语言 易 见 过 = ido. 因而 “是 C 作为 5- 概 形 的 自 同 构 C] 
Bi 1). d? G.G' 为 5- 群 概 形 , 则 G xs C 也 具有 的 群 概 形 结构 , 称 为 G 
5j G' 的 直 积 (习题 4)。 


引 理 2. 在 定义 1 中, 7 是 分 离 的 当 且 仅 当 o ARA. 


AE. 易 见 下 而 的 交换 图 中 左边 的 方形 是 拉 回 : 
g=; xy Hex. d 
IE | saac l^ (2) 
Qr Jexso, ox — o OO 
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WR A ARA, h (2) 可 见 o 是 人 的 拉 回 , 故 为 闭 嵌 入 ; 反之 , 车 o 是 
HIKA, 注意 o xsida 是 由 o 作 基 变 换 - 得 到 , 故 也 是 闭 嵌 入 , 从 而 由 
(2) 可 见 A ARA. WEHE. 


如 果 我 们 考虑 多 个 群 概 形 , 为 明确 起 见 可 将 态 射 m,4,o 分 别 记 为 
ma,LG,0G, 或 mcys,ieys，ocys。 类 似 地 ， 对 于 一 个 态 射 一 S, H 
了 在 讨论 多 个 态 射 时 避免 混 消 , nDEÉDSI RAE A: X X xs X di Ax 
或 Ax/s。 

注意 一 个 域 上 上 的 一 个 群 概 形 至 少 有 一 个 Keg. 因而 Po 中 的 三 次 
光滑 曲线 C : X? -2Y? - AZ? — 0 没有 Q- 群 概 形 结构 ,但 CQ@@ 为 @@ 上 
的 阿 贝 尔 簇 (椭圆 曲线 )。 


设 T:G 一 5 为 仿 射 的 ,不 妨 设 S = Specft, G = SpecA, WHERE £i 
构 等 价 于 ER- 代数 结构 T: R> AR RRA m: Ac AORA (“R 
乘法 ”), 0* : A > R, * : A > A, 满足 


i') (ida &g m*) o m* = (m* &gida)om* : A— AQRA QRA (“RA 
合 律 ”)。 
ii") (o* &g idA) o m* = (ida Qr 0*) o m* = ida : A > RQR A A, 


iii’) A* o (1* &gidA) o m* = A* o(ida Qr 1*) o m* = T* o0 0* : A— A, 
其 中 A* (a &g b) = ab, 即 为 4 的 乘法 。 


而 交换 律 iv) 等 价 于 


iv) pom* = m* : A > AGn A, Jt (a Orb) = bna (“RER 
t). 


Fa a dia 双人 代数。 注意 在 上 述 各 等 式 中 , 若 将 到 
Hot 互 换 , m* 与 A* 互 换 并 改变 同 态 合成 的 次 序 , W Y) 就 变 成 4 fuse 
法 结合 律 , iv) 变 成 4 的 乘法 交换 律 , 这 ) 给 出 A 的 及 代数 结构 而 dui) 保 
持 不 变 。 这 就 是 双 代 数 4 的 对 偶 性 。 
具有 余 乘 法 且 满 足 余 结合 律 的 结合 代数 称 作 霍 普 夫 代 数 。 所 以 粗糙 
地 说 仿 射 群 概 形 等 价 于 交换 霍 普 夫 代 数 , 而 交换 仿 射 群 概 形 等 价 于 交换 
且 余 交换 的 霍 普 夫 代数 。 
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例 1. 下 面 是 群 概 形 的 一 些 典 型 例子 。 (对 于 仿 射 群 概 形 我 们 用 m*, o* 
和 ww* 给 出 其 群 概 形 结构 。) 

i) SpecZ 上 的 “加 群 ”Gajz = Spec(Z[r]) S Al, 定义 为 m*(z) = 
zG1-1Gz,o*(r)-—0,;/*(z) = —c. 对 任意 概 形 S 可 以 定义 S 上 的 加 
TE Gajs = Gajz x S. FF S = Spec(k), 上 为 代数 闭 域 , W Go 人 = Gays 可 
以 看 作 的 加 法 群 的 儿 何 结构 。 

ii) SpecZ E HI “RRE Gm/z = Spec(Z(r, x !]), XX m*(z) = 187r, 
o*(r) = 1, i*(z) = a7! , WAERME S 可 以 定义 S FRP Gmys = 
Gm/z x S. 1; S = Spec(k), k WRZ HIIR, W GmAk = Gmys 可 以 看 作 
k* 的 乘法 群 的 几何 结构 (但 当天 为 一 般 域 时 则 不 然 , 参看 下 而 的 v). 

iii) 一 个 代数 闭 域 上 的 线性 代数 群 , 即 一 般 线 性 群 GLn(k) 的 代数 子 
TE (n > 0), f XE Ui SERES. SE E. 一 般 代 数 群 可 以 看 作 一 个 五 群 概 形 
(为 了 避免 混淆 起 见 我 们 将 它 记 作 GLnjspecz 或 GLnyz): WIBER É vij 
(1€ i, j <n) 为 坐标 函数 , 则 


1 
= MIELES 
GL,z & SpecZ[zx:;(1 < i, j <n), day). (3) 
其 乘法 
n 
m* (xij) = S ta azy (1<i,j <n) (4) 
l=1 


给 出 (习题 2), 用 线性 代数 的 记号 可 简 记 为 
m^ ((£ij)) = (m*(zi;)) = (Tij) D (xiz) (5) 


注意 GLijyz € Gaz. AES E det(zij) 一 1 定义 GLayz 的 一 个 闭 子 群 
概 形 SL.z. MÀ. GLnyz P HI A RRE” cI 组 成 一 个 正规 子 群 概 形 
C 兰 Gmy/z, 可 定义 歼 群 概 形 PGLwjz = GLnjz/C ( 商 群 概 形 的 构造 见 
VLL 节 , 但 这 里 可 以 避免 , 因为 PCGLwyz 可 以 嵌入 某 个 GZLmyz 中 作为 闭 
子 群 概 形 , 见 下 节 习 题 2.6)。 此 外 , 典型 群 如 正 交 群 , 辛 群 等 也 都 可 以 定 
义 为 ZAJE, 分 别 记 为 Onjz. Spnyz 等 。 对 任意 概 形 S, 记 5- 群 概 形 
GLnjz x S = GLnys, 等 等 。 

iv) Wt G 为 任意 群 , S 为 概 形 , 则 可 以 赋予 G 一 个 "离散 ”3- 群 概 形 结 
构 Gs = II Sa, 其 中 Sg S S, 其 乘法 m 由 单位 态 射 3S 兰 So x s Sh A Sun 


geG 
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组 成 。 特 别 地 , 车 G Ou SEE ( 即 G 只 有 单位 元 ), W Gs 9 S, 此 时 称 Gs 
为 S 上 的 零 群 概 形 , 常 简 记 为 0。 

v) Q 上 的 平展 群 概 形 G = SpecR, 其 中 R = Q[z]/(? —1) = Q x 
QIV=35], m*(z) = £ & x, o*(r) = 1, *(z) = aà?. B. G 是 Gmye 的 闭 子 
和 群 概 形 。 注 意 m 并 不 给 出 G (作为 集合 ) 的 群 结 构 , 而 G e Q[V -3] 具有 
离散 QIV=3]- 群 概 形 结构 。 

vi) 在 特征 p> 0 的 域 & E, 易 见 Gaye 中 由 理想 (zz ) 定义 的 子 概 
JÉ apn & Speck(z]/ (zP") 是 子 群 概 形 , 而 Gm 中 由 理想 (zz” — 1) 定义 
的 子 概 形 ups S Speck[z]/(zz” — 1) 也 是 子 群 概 形 。 am 和 ups 都 是 只 
有 一 个 点 的 概 形 , 这 种 群 概 形 称 作 *“ 无 穷 小 群 ”( 因 为 它们 是 Speck 的 无 穷 
小 扩张 )。 下 面 ( 例 4.) 还 将 看 到 它 的 推广 。 


我 们 以 下 总 假定 基 S 为 诺 特 概 形 , 除非 特别 说 明 。 

设 T:G 一 3 为 有 限 平 坦 交 换 群 概 形 , 为 简明 起 见 设 S = SpecR, 
G = SpecA。 由 R 是 诺 特 环 可 知 A 作为 RR- 模 是 局 部 自由 的 。 由 双 代 数 
的 对 偶 性 , 4 的 玉 双 代数 结构 给 出 AY = Homg(A, R) 一 个 Roses 
构 , 故 GP = SpecAY 也 具有 有 限 平坦 交换 S- 群 概 形 结构 , ME G 的 卡 
迪 那 对 偶 (Cartier dual)。 显 然 有 (GP)P 兰 G。 为 方便 起 见 , 对 任 一 有 限 
秩 局 部 自由 R- 双 代数 A 记 AY 的 尽 双 代数 结构 为 AP. 

例如 , dt G 一 S 为 有 限 离 散 群 概 形 ( 见 例 Liv), 其 群 结构 为 G 
( 视 作 乘法 群 ) 则 AY 同 构 于 G 在 R 上 的 群 代数 RIG), 它 的 余 乘 法 由 
f= fom* 给 出 (习题 5)。 由 此 就 不 难 进行 下 例 中 的 计算 。 


例 2. 设 GHR k ER n 次 有 限 交 换 群 概 形 。 若 ch(E) En, 则 当 k 为 代 
数 闭 域 时 G 为 离散 的 , 而 G? 可 看 作 G 上 的 特征 标 组 成 的 群 ( 它 非典 范 
地 同 构 于 G); 但 当 玉 非 代数 闭 时 则 不 然 ; 例如 @Q 上 的 3 次 离散 群 概 形 的 
卡 迪 耶 对 偶 如 例 1.1.v). dT ch(k) = p > 0, T G 为 离散 p^. 阶 循环 群 , 则 
GP 如 例 1.1.vi) 中 的 Up。 此 外 不 难得 到 ap 为 其 自身 的 卡 迪 耶 对 偶 。 我 
MEAS k HFE p> 0 的 代数 闭 域 , Wu] k 上 的 次 数 为 了 的 有 限 群 概 
ÉRA ap, Hp 和 离散 群 概 形 (习题 亚 .1.9)。 


iT: G> S HPHH, g: S> C HT AARO, W 9 给 出 G 作 
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为 5- 概 形 的 一 个 到 自身 的 态 射 
T=mo(gxside): Go GxsG—G (6) 

(用 预 层 的 语言 为 2 gx), 显然 它 是 S-A A EH, 其 逆 为 
T; '=T,-1 = mo((rxsg) xs idg): G 一 G (7) 
(用 预 层 的 语言 为 z g'e), 称 为 9 给 出 的 ( 左 ) 平移 (translation)。 当 


S = Spec(k) (k 为 域 ) 而 9 为 k- ri Ie, 这 一 术语 与 群 论 中 的 平移 一 致 。 特 
别 地 , 由 此 可 见 C 在 各 所 点 附近 的 儿 何 结构 是 相同 的 。 


命题 1. 设 G 为 一 个 域 久 上 的 有 限 型 群 概 形 。 


i) 4: U C G 为 稠密 开 子 集 , 则 m 在 U xx U 上 的 限制 是 满 射 , 从 而 
是 忠实 平坦 的 。 

ii) G 的 每 个 连通 分 支 是 不 可 约 的 , 而 G 的 包含 单位 元 e 的 连通 分 支 
( 称 为 EDZ) Go 是 儿 何 不 可 约 的 , 且 为 正规 子 群 概 形 。 

ii) 若 天 是 完全 域 , 则 Grea 为 C 的 闭 子 群 概 形 。 

iv) 车 G 是 儿 何 约 化 的 , 或 有 一 个 在 k 上 光滑 的 点 , 则 G 在 上 上 
光滑 。 


AE. idu k X k BIG. d; k= k, HERAA p EGA kW 
形 的 自 同 构 : G — GM.: G — G, M Tp oU) 在 G visis, 
从 而 T, oU) QU z 0, 这 说 明 存 在 g.h € U 使 得 pg”! = h, 从 而 有 
p-—hg€ m(U xk U). 

此 可 见 当 大 为 一 般 域 时 , m Gy idg Æ U xy U Bk 上 的 限制 是 
忠实 平坦 的 , 故 由 尺 在 及 上 忠实 平坦 可 见 m U x&U 上 的 限制 忠实 
平坦 。 

ii) 4f k = k, IR G 中 只 包含 于 一 个 不 可 约 分 支 的 闭 点 p。 对 任意 
AA g EG, h ARH Top- 可 见 g 也 只 含 于 一 个 不 可 约 分 支 。 故 G 的 
任意 两 个 不 可 约 分 支 不 相交 , 换言之 每 个 不 可 约 分 支 是 既 开 又 闭 的 。 由 
此 可 见 当天 为 一 般 域 时 , G 的 每 个 不 可 约 分 支 仍 是 既 开 又 闭 的 , 从 而 是 
连通 分 支 。 
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4 pE Go 为 一 般 点 ; Py, Pr H Go Or k lf gx. WENS EAF p 
上 (参看 [L1, 定理 1L3.1]; 而 ee Go 是 p 的 特 化 , 它 在 Go 8r k 中 的 原 
像 上 只 有 一 个 点 e', 故 e 为 每 个 P; 的 特 化 , 但 由 上 所 述 Go 6x k 的 不 可 约 
分 文 互 不 相交 , Mat deti n — 1. 即 Go 是 儿 何 不 可 约 的 。 

4 ca : G xy Go > G H k-49} (gh) — ghg !. d? k = k, 则 对 
任意 闭 点 g € G, gGog ! 为 G 的 一 个 连通 分 支 , 但 e € gog, wA 
9gGog | = Go, 这 说 明 cc 经 过 Go。 由 此 可 见 当 大 是 一 般 域 时 cc 也 经 过 
Go, BI Go 是 正规 子 群 概 形 。 

iii) $ 8: G xk G >G HEH (gh) gh. 由 大 是 完全 域 可 见 
Gred Xk Grea 是 不 可 约 的 , 故 LlG XkGrea : Crea Xk Grea 一 G 经 过 Gred, 
这 说 明 Grea 具有 诱导 的 子 群 概 形 结构 。 

iv) 只 需 考 虑 大 = 天 的 情形 。 两 个 假设 中 的 每 一 个 均 可 保证 G 有 一 
个 光滑 的 闭 点 P。 对 任意 闭 点 9 € G, 由 自 同 构 Tgp- 可 见 g 也 是 G 的 
光滑 点 , 故 G 在 上 上 光滑 。 证 毕 。 


推论 1. W S 为 诺 特 概 形 , 0 :G — 5 为 有 限 型 分 离 群 概 形 , 具有 连通 纤 
维 。 记 工 = ker(o*) C Oc。 设 有 理想 层 Sı C OG (i= 1 2…) 及 正 整 数 
ni < na < … 使 得 Z™ D Ji o I" (Vi), 车 每 个 OG/Ji 在 5 上 平坦 
W G 在 3 上 平坦 。 


TE. 对 任意 te im(o), 由 形式 完备 化 可 见 Oc 在 Os 上 平坦 , 故 有 一 
个 包含 im(o) 的 开 子 概 形 U CGE S 上 平坦 (参看 引 理 1.1.2.xi))。 令 
T= 二 GxsU, 则 pri:T 一 G 平坦。 注意 Q 在 了 上 的 限制 为 U- 自 同 构 ， 
7J JA, U' —o(U xsU) C T 是 T 了 的 开 子 概 形 , M pri :UV' 一 G 平坦。 由 
命题 1 可 知 pri : U' — G 作为 集合 的 映射 是 满 射 , 故 为 忠实 平坦 的 。 男 
一 方面 U' & U xsU 在 S 上 忠实 平坦 , 故 G dE S 上 忠实 平坦 。 证 毕 。 


2. 群 概 形 的 同 态 


定义 2. 设 CG 为 5- 群 概 形 。 一 个 从 CHC 的 同 态 (更 严格 地 说 是 
5- 同 坊 ) 是 指 一 个 5- 态 射 了: G C 与 ER) 乘法 交换 , 详 言 之 


fome mq o(f xs f): GxsG—G' (1) 
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如 果 将 G 和 看 作 从 Gchs 到 ((groups)) 的 反 变 函 子 , 则 一 个 同 态 
f[:G— G' 等 价 于 一 个 自然 变换 了 :G o G'. 由 此 可 见 同 态 了 与 co 和 
也 交换 , Hl foo0G =o0oc : S 5 G', f oia ie of iG  G', 

ii Abos 为 诺 特 概 形 S 上 有 限 平坦 交换 群 概 形 的 范畴 (其 中 的 态 射 
Ade). A) Eam HOS AE EG CF PER. 即 可 以 看 作 Abos 到 自身 的 反 变 
KTF (事实 上 是 反 自 同 构 , 因为 (GP)? SG). 

例 3. 下 而 是 群 概 形 同 态 的 两 个 重要 情形 。 

i) 设 G 一 S 为 交换 群 概 形 , 将 它 看 作 加 法 群 概 形 。 对 任意 整数 n, G 
AAHS na. 按 预 层 的 语言 为 Z 局 nz。 注意 no 是 一 个 上 自然 同 态 , 就 是 
说 它 可 以 看 作 S 上 交换 群 概 形 范 哮 的 单位 函 子 到 自 喘 的 一 个 自然 变换 。 

i) 设 S 为 Fy- 概 形 (p 为 素数 ), 则 可 以 定义 3 的 “绝对 夫 罗 贝 纽 斯 
iH" (absolute Frobenius) Fs : S — S, 它 将 每 个 点 映 到 自身 , 而 Fs: 
Os 一 Os 将 每 个 截 口 映 到 其 p 次 需 。 易 见 这 是 一 个 Fy- 概 形态 射 。 注 意 
绝对 大 罗 贝 纽 斯 态 射 是 自然 的 , 故 对 任意 了 zz- 概 形态 射 了 :和 一 3 有 交 
换 图 


|, |, (2) 


4 XO 为 上 和 Fs 的 拉 回 , 则 有 诱导 态 射 Fx;s : X > XO, KA X die 
S 上 的 相对 夫 罗 贝 纽 斯 态 射 注意 它 是 一 个 5- 态 射 , 而 且 是 自然 的 。 更 
一 般 地 , 对 任意 非 负 整数 X00 y fm EZ 的 拉 回 , 则 FR 诱导 自然 
的 S- 态 射 Fs: X XO», 

车 为 特征 Pp 的 完全 域 而 5 = Speck, 则 由 的 夫 罗 贝 纽 斯 go :大 一 天 
为 同 构 可 见 Fs 为 同 构 。 对 任意 正 整数 nn 令 居 PP") 为 f 和 Fa” 的 拉 回 ， 
则 有 自然 的 k- Fee- : X0 0 5 X. 

车 G 是 S- 群 概 形 , 则 Fejs 为 自然 同 态 , 因为 相对 夫 罗 贝 纽 斯 态 身 
与 纤维 积 交换 且 与 乘法 态 射 交 换 。 更 一 般 地 FB/s 为 自然 同 态 。 

F G 是 有 限 局 部 自由 交换 的 , 则 GP 的 相对 夫 罗 贝 纽 斯 态 射 Fapys : 
GP — (GP) 兰 (GO)2 的 对 偶 Vays : GO) 一 G 称 作 G 的 移 位 同 态 
(Verschiebung, 参看 VL2 节 和 VIL2 节 )。 更 一 般 地 Foys 的 对 偶 记 为 
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TYcys。 

设 4 为 RR, 且 作 为 RAE n 局 部 自由 的 。 记 Nar: A R 
为 映射 4 一 NmayR(a:)。 易 见 Na/R 与 乘法 交换 , 且 不 难 证 明 对 任意 R- 代 
AAHH 6:A— Afi Najnoó— Nar (习题 7)。 


3138 3 AH). 设 m: G 一 3 为 有 限 交 换 群 概 形 , 使 得 «OG 在 Os 上 
JER 7 局 部 自由 的 , 则 no = 0。 


XE. 由 抽象 废话 不 难 约 化 到 证 明 任意 截 口 5 € GCS) 满足 C" — e. 不妨 
设 S = SpecR, G = SpecA, H. A 作为 RR 模 同 构 于 R9", 

注意 对 任意 5- 概 形 T = SpecB, TE G(T) 的 乘法 由 (61: 62)* = A} 0 
(&iGné&3)ems 给 出 。 一 个 截 口 5s Q(T) 等 价 于 一 个 R-RATA A -> B, 
或 者 42 @R 的 一 个 元 , 故 可 将 G(T) 看 作 AP SRB 的 子 集 , 而 AP Sg B 
的 一 个 元 在 GP) 中 当 且 仅 当 它 记 对 应 的 及 模 同 态 A 一 B 是 及 代数 
同 态 。 由 G 是 交换 的 可 知 AP 是 交换 环 , 而 AP Sr B 可 看 作 交 换 AP- 
代数 。 

A B 作为 RAT RO, 我 们 来 说 明 N = NapenB/4p : AP OR 
B — AP 将 Q(T) 映 入 G(5)。 由 习题 7 只 需 验 让 车 f e AP on B 所 对 应 
的 RAS 4 一 B ( 仍 记 为 有 ) 是 及 代数 同 态 , u NC) 所 对 应 的 R-g: 
HS A> Ri RRAK. IER a,b E A, 由 f(ab) — f(a)f(b) 有 


N(f)(ab) = Np,n(f(ab)) = Np;n(f(a)) Npjn(f(b)) = N(F)(a)N(F)(D) 

(3) 

这 说 明 N(f) 是 R-RATA, 从 而 N(£) e G(S). d No: G(T) ^ GS) 

为 N 的 限制 。 注 意 AP Sr B 的 乘法 为 (ME) Or Av. 由 上 所 述 可 见 

G(T) 的 乘法 与 AP cg B 的 乘法 一 致 , 从 而 No 是 群 同 态 。 此 外 对 投射 
T:T 一 5S 有 Ni(Cor) = 4™。 

取 了 = G, 注意 平移 Te NAL idg, Cor € G(G) 的 积 , 可 见 
mo(Tc) = No(ida) - No(Gor)= No(ida) - ¢” € G(S) (4) 


GE: 我 们 未 必 知 道 Nolidae) 是 什么 , 但 只 需 知 道 它 是 乘法 群 GG) 的 元 
就 够 了 )。 但 T? 是 及 代数 同 构 , 由 上 所 述 有 No(Tz) = Node) (参看 习 
题 7), 故 由 (4) 有 6" — e. WEHE, 
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注 1. 在 引 理 3 中 车 不 假定 G 是 交换 的 , 是 否 仍 有 na = 0? 这 个 问题 称 
为 Tate-Oort 问题 ( 见 [TO]), 至 今 仍 未 解决 。 已 知 当 5 为 既 约 时 答案 是 
肯定 的 (JL [S3.L VIL, 8.5] 或 习题 1.7)。 


引 理 4. 设 R H 了 -代数 (p 为 素数 ) S= Spec(R), G = Spec(4) X S E 
的 有 限 平坦 交换 群 概 形 , 则 


Vajs o Fajs = pa. Fajs o Vajs — Pao (5) 
YE. 由 夫 罗 贝 纽 斯 的 函 子 性 有 下 而 的 交换 图 
Go Poems, Go») 
[vess [os (6) 
G Ees, Go) 


由 此 可 见 (5) 中 的 第 二 个 等 式 可 以 由 第 一 个 等 式 推出 , 故 下 而 仅 让 明 第 
一 个 等 式 。 

对 任 一 有 限 生 成 的 局 部 自由 R- M, 定义 了 SP(M) C M98? 为 
所 有 对 称 张 量 组 成 的 子 模 , 易 见 它 也 是 局 部 自由 模 : 为 方便 起 见 不 妨 设 
M S R”, 具有 自由 生成 元 V,U, 注意 对 称 焙 Sp 在 张 量 积 Mn? 
上 有 一 个 壬 换 因子 作用 , 可 取 TS5?(M) 的 自由 生成 元 为 M^? 的 生成 元 
vj On: Gi, 的 Gp- 轨 迹 和 。 基 vi,…,vi, 不 全 相同 , W wa OR ORV, 
在 Sp 的 作用 下 的 安定 子 群 是 Sp 的 真子 群 , 从 而 它 的 轨迹 的 元 素 个 数 
AE p 的 倍数 。 令 s: MOR 一 TS"(M) 为 对 称 化 同 态 v, ov, Nl 


ceo, 
im(s) C TS"(M) 且 也 是 局 部 自由 子 模 , 其 生成 元 为 TS"(M) 的 自由 生成 
元 中 除去 ui = … = vi, 外 的 那些 。 记 MW 为 M 通过 5 的 绝对 夫 罗 贝 纽 


斯 的 基 变 换 。 定 义 a: M? 一 TS5?(M) HRA r ORV — rv On On v 
WAR MP 一 TS"(M) 一 TS"(M)/im(s) 为 同 构 , 记 其 逆 为 A, 并 记 
q: TS*(M) > TS"(M)/im(s) 为 投射 。 

注意 AD 的 乘法 为 min 的 对 偶 , 记 mp: Gxs … xsG 一 G HR 
法 , 则 由 G 的 交换 性 可 见 m, 的 像 为 对 称 张 量 , 故 诱导 一 个 同 态 :4 一 
TSz(4)。 由 定义 对 任意 ye AP 有 


Fep/s(y) = m; (y&n -*- &ny) = n* (a(y)) (7) 
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而 由 定义 Vays = FeEoys, 对 (7) 取 对 偶 得 


Våjs(2)=Aoqou(z) (Vr € A) (8) 


Vájs =àoqo p: A— AO (9) 
W (0): AP x Ao R H RO VEI (y. £) =y(z)。 则 由 定义 有 


(1 Gn y, Vá;s(z)) = (VƏR ^: BRY, mE/s (2)) = (YƏR ^: ORY, u(z)) 
(10) 
其 中 18g y € APP =Œ APD, Vs, (z) € AQ, 4 z = A(u(a)), W 
由 上 所 述 存 在 u € A?8P 使 得 n(r) = a(z) 十 s(w)。 由 上 所 述 可 见 
(y&n -* Ory, s(u)) = 0, 故 有 


(VOR ORY, n(z)) = (YƏR -*- Ory, 0(2)) = (y, 2)? = (Gn yz) (11) 
由 (10) 和 (11) 得 Vys (2) = z = A(n(z)), 故 有 
F&js o Vájs(v) = F&js ° ào u(x) (12) 


不 难 验证 Fs oA hR Az: A9RP 一 4 诱导 , 故 有 


FejsoVyers=ApoA=Apomp 一 DC (13) 


这 就 证 明了 (5) 中 的 第 一 个 等 式 。 证 毕 。 


设 了 :G G' 为 了 和 群 概 形 的 同 态 , 则 也 和 oc' : S 一 G 的 拉 回 称 作 
f WH, WA ker(f)s J H = ker(f) > G 代表 预 层 ker(f : G 一 G’), 
即 对 任意 5- 概 形 t: T — 8 及 任意 SSH g: T — G, d$ fog —Or (F 
2538), 则 存在 唯一 S-EH g: T — H ffi g —iog'. 注意 kelf) XG 
的 正规 子 群 概 形 。 

F G 为 交换 群 概 形 , IHERB nil Gin] = ker(na). 车 5 为 Fo- 概 
JE (p 为 素数 ), 对 任意 非 负 整数 又 记 G[F"] = ker(F8/s)。 

与 核 的 建立 相 比 , 商 的 建立 要 困难 得 多 (而 且 商 不 一 定 存 在 ), 见 第 V 
章 和 第 VER. 
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例 4. i) Wr G 为 域 上 的 有 限 型 交换 群 概 形 。 如果 G 为 阿 贝 尔 艇 或 
G = G,,j, W Hn = G[n] 为 有 限 群 概 形 ( 见 下 而 的 命题 VL.1.1), 而 nn 
PE 

ii) WS 为 By- 诺 特 概 形 而 C 为 有 限 型 S- 群 概 形 。 令 H = GIF], M 
H oc: 5 一 G 的 定义 理想 层 , 则 由 Fejs 的 定义 易 见 五 一 G 的 定义 理 
想 层 由 M KAROH p REER WAMO, mak og :S— H 
的 定义 理想 层 是 窜 零 的 (为 M/MP H EERE) i H HAR S- 
概 形 , 而 作为 一 个 拓扑 空间 五 和 5S 相同 , 我 们 将 这 样 的 群 概 形 称 作 5S- 无 
穷 小 群 (参看 例 1.vi))。 

特别 地 , 若 S = Speck (k 为 域 ), 则 当 G = Go 人 时 H S ap, 而 当 
G = G,, I. H S up (参看 例 1.vi))。 我 们 还 将 看 到 当 G 为 椭圆 曲线 时 ， 
di G 为 正常 的 则 E S uy, 而 车 C HAKR H S ap ( 见 VILLL), 35 
G =GLnjr (n> 1), 则 五 为 非 交 换 无 穷 小 群 。 


引 理 5. 设 f: Go C 为 一 个 域 尺 上 的 有 限 型 群 概 形 的 同 态 , 则 f (作为 
集合 映射 ) 的 像 是 闭 集 。 特别 地 , dk 是 代数 闭 域 , 则 imCf) 的 约 化 概 形 
结构 为 G 的 闭 子 群 概 形 。 


dE. 4 V —im(f) A C 的 子 集 ), 则 六 是 可 建造 集 ( 见 [Ma, Theorem 
6] z& [L1, VI.3]), W V A V 的 闭 包 的 约 化 概 形 结构 , up V 包含 VV 的 一 
个 稠密 开 子 集 避 。 

先 考 虑 是 代数 闭 域 的 情形 。 由 于 了 是 同 态 , 有 


maU xy U) CV, we(U) CV (14) 


不 难 验 证 V x, V 4è U xk U 的 闭 包 (188 1.2.2), 且 为 约 化 概 形 , 故 有 
ma (V xx V) C 六 ,类似 地 有 «e (V) c V. mtu] V 36 G 的 闭 子 群 概 
JÉ. MFU de V 中 稠密 , 由 命题 13) 有 me(U xx U) — V, 从 而 由 (14) 
4 V-V,W V i G' 的 闭 子 集 。 

对 于 一 般 的 域 k, kH k HRA, 则 fexidz: G@kk  G'ek 
为 有 限 型 k- RA, 故 由 上 所 述 H = im(f 8k idi)rea X G' ex k 的 
闭 子 群 概 形 。 注 意 U ma k AEST H rb. 从 而 其 闭 包 Br 的 
约 化 结构 含 于 H 中 , 由 此 得 V —V. unt. 
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命题 2. WE f :G — G' 为 SAREREA, H = ker( 力 。 则 
i) a 诱导 5- 概 形 同 构 


as: H xsGe GxoG (15) 


i): H —0, 且 或 者 f 是 紧 的 或 者 S= Spec(k) (k XH), W f AA 
lA. 


GxgsG = Ëg 
[rss [rss (16) 
G' xs G' —9 ., c" xg el 
4 di — 0g xside' : G' ^ G' xs G' (BI g — (e, g)), Mtl 


ag oi = Ag :G' S G' xs G' (17) 


HEX H H oc: 5 C 5j f 的 拉 回 , 故 i$ 0 f xs f 的 拉 回 同 构 
T OH xs G。 男 一 方面 , 由 (16) 和 (17) HA à Hj f xs f 的 拉 回 同 构 于 
Ac — agr oi Ej f xs f WEKE, 而 它 同 构 于 G xe G. 

i) 由 i) A 


Ge Gxgo G (18) 


Ti f IER, 则 由 此 及 引 理 L2.1 可 知 了 是 闭 嵌 入 。 以 下 讨论 S = Spec(k) 
的 情形 。 

设 ze G 为 一 个 一 般 点 , 4 = OG,z, B = Oc fa 并 分 别 记 PC A4 
Hi Qc B 为 极 大 理想 , 则 由 (18) 可 见 A* : Ag 4 一 4 是 同 构 。 由 此 
"p, P= QA H. A/P € B/Q. 注意 A 是 阿 廷 局 部 环 , 即 可 见 妃 一 4 是 
满 同 态 。 由 于 C.G' 是 上 有 限 型 的 , 可 见 存在 稠密 开 子 概 形 U C G 使 得 
flu : U — G' Jé k-AEJE BR] Je SE PELA o 

Ti k ARR BS HHE BU ER p € G, 由 了 是 同 态 可 见 foT, = Tro 
f. t flr v) : ToU) — G' 也 是 局 部 闭 柑 入 , 从 而 由 G = Upeaa ToU) 
可 见 节 是 局 部 闭 嵌 入 , 而 由 引 理 5 可 知 f 的 像 是 闭 集 , 故 f AAKA. 
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对 于 一 般 的 域 , 由 此 可 见 f Ox idg : G Or k & V 8p k IARA, 从 而 由 
在 及 上 忠实 平坦 可 见 ABE. uH. 


引 理 6. 设 5 为 诺 特 概 形 , f : G  G' 为 局 部 有 限 型 分 离 9- 群 概 形 的 同 
A.U C G 为 开 子 概 形 。 

i); U Æ S EFH, W m^ 2 m|uxsu : U x sU 一 G 平 坦 , 有 HL im(m^) 
在 S 上 平坦 。 特 别 地 , 此 时 若 Gs OU 在 Gs 中 稠密 (Vs € S), W G dE S 
上 趾 实 平坦 。 

ii) 4: U 在 G' EFH, U’ = f(U) Æ S 上 平坦 , H. GsNU 在 Gs 中 
稠密 (Vs € S), 则 f 平坦 , 且 im(f) 是 G' 的 开 子 群 概 形 。 

ii) 45 ii) 的 条 件 成 立 , A. £71 (U*) 一 U’ 是 仿 射 的 (或 紧 的 , 相对 射影 
的 , ARR), 则 G 一 im(f) 亦 然 。 


证 .i 由 所 设 pri : G xs U > G PH, i a ik G xs G ti G-A 
同 构 , 而 m FKA U x sU 一 G xs U, ARH olaxsu 与 pri 的 合 
成 , 故 为 平坦 的 , 从 而 imm) 有 意义 。 由 U xs U 一 im(m) 忠实 平坦 及 
U xs U 一 5 平坦 可 见 im(m) 一 3 PH. HA Gs NOU 在 Gs 中 稠密 ， 
则 由 命题 1 可知 m^ 是 满 射 , 而 G — S 也 是 满 射 , 故 G = im(m) 在 S 
上 忠实 平坦 。 

ii) 由 了 是 同 态 可 见 有 交换 图 


GxgU —— 5 GxgU — G 
ac pri 


[rsss [rsss | (19) 


G' xs U' ———5 G' xs U' —— G' 
[7271 pri 


而 fxsf :UxsU 一 U' xs U' 忠实 平坦 。 由 i) 的 证 明 可 见 pri : 
QG(U xs U) —^ G 忠实 平坦 。 另 一 方面 , 由 pri : ac (U' xsU') 一 G' 平 
坦 可 见 


prı 0 (f xs f) = f 0 prı : ag(U xs U) —^ G' (20) 
平坦 , 故 了 平坦 。 
XX FF im(f) 就 有 意义 且 为 C 的 开 子 概 形 , 记 为 Gie WA f: Gc G 
忠实 平坦 , 再 由 f 是 同 态 可 见 有 ma (Gi xs G1) = Gi, (61) = G1, W 
Gi 是 G" 的 开 子 群 概 形 。 
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ii) 由 i) 可 知 f PHH, 故 H = ker(f) 在 3 上 平坦 。 由 命题 2.) 可 
见 ac 诱导 同 构 H xs 广 !(Z0) S fU’) xv. f^ (U^). 故 由 所 设 可 见 
pro : H xs f (U^) > f (U^) 是 仿 射 的 (或 紧 的 , 相对 射影 的 , 有 限 的 )， 
再 由 f 7 (U^) 一 S 忠实 平坦 可 知 H — S 是 仿 射 的 (或 紧 的 , 相对 射影 
的 , 有 限 的 )。 这 样 由 命题 2.i) 就 可 见 pro : G xa, G S H xs G >G i 
仿 射 的 (或 紧 的 , 相对 射影 的 , 有限 的 ), 从 而 由 G 一 G1 忠实 平坦 可 知 
G — Gi 是 仿 射 的 (或 紧 的 , 相对 射影 的 , 有 限 的 )。 证 毕 。 


习题 


1. 设 T:G 一 3 为 群 概 形 , WEW P? = ida, 因而 “是 G 作为 5- 概 形 的 自 
EJF o 


2. 验证 GLnyspecz 可 以 看 作 A" 的 一 个 仿 射 开 子 概 形 , 并 给 出 m2*,o* 和 
* 的 公式 。 


3. 设 G 是 一 个 域 有 上 的 群 概 形 , H C G 是 开 子 群 概 形 。 证 明 H 也 是 闭 
子 群 概 形 。 


4. 设 G,G 为 3- 群 概 形 , 则 G xs C 也 具有 的 3- 群 概 形 结构 , 称 为 G 与 
G' 的 直 积 。 

设 G 为 诺 特 概 形 S 上 的 有 限 交 换 群 概 形 。 证 明 G 可 以 分 解 成 一 个 
有 限 直 积 使 得 在 每 一 个 直 因子 H 上 有 一 个 素数 肾 pr = 0。 特 别 地 ; 若 3 
连通 而 G 一 5 为 平坦 的 , 则 G 可 以 分 解 成 次 数 为 素数 索 的 有 限 平坦 群 
概 形 的 直 积 。 (提示 : 先 证 明 存 在 正 整 数 nn 使 得 nc = 0。) 


5. WE S —Spec(R), G — S 为 有 限 离散 交换 群 概 形 , 其 群 结构 为 G ( 视 作 
IRIE). 4 A = RIG], M G 在 RR 上 的 群 代数 。 证明 GP 兰 Spec(4) (ff 
为 5- 概 形 )。 

6. 证 明 一 个 域 上 的 任意 群 概 形 是 分 离 的 。 

7. 设 4 为 RANG 且 作为 尼 模 是 秩 导 局 部 自由 的 。 对 任 一 as44 记 xa 
为 : 4 一 4 的 特征 多 项 式 。 设 9 为 A 作为 及 代数 的 一 个 自 同 构 。 证 
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明 对 于 任 一 ae A 有 Xola) = Xa。 特别 地 Nmajyr(9(a):) = Nma;n(a-), 
tra/n(ó(a)-) = tra/n(a-). 
8. W G JE Fa (q = p^, p HRA 上 的 有 限 群 概 形 , ROAST HE s Fa- 
Ji. 4 n = deg(G/F,), d = dimp, R. 证 明 : 

i) |G(R)| < 4407; 

i) 车 G 是 交换 的 而 对 = p*m (pm), W |G(2)| < mq? 7», 
并 对 7=1,G = ap, R = Fj[z]/(z^) (d < p) 的 情形 计算 G(R). 
9. 设 大 为 特征 非 2 的 域 。 证 明 特 殊 正 交 群 概 形 SO» 与 Gay 儿 何 同 
构 ( 即 SO5/, Qr k & Ga, jy Qr k, 其 中 天 为 天 的 代数 闭 包 )。 
10. i$ fi: G1 > GM fo: G2 一 G HE k 上 的 群 概 形 的 同 态 。 证 
明 C, xc Go 是 Gi xx Go 的 闭 子 群 概 形 , 且 当 fa 是 满 (或 单 ) 同 态 时 
pro : G1 XG G2 一 Go» 亦 然 。 
11. 设 5 为 连通 概 形 , G 为 S 上 的 有 限 平展 群 概 形 。 证 明 存 在 一 个 群 Go 
使 得 G E S 的 任 一 儿 何 点 (MAEN T = Spec(k) 一 S, k HRA 
域 ) 上 的 纤维 ( 即 G xs T) 是 离散 群 概 形 , 其 群 结构 同 构 于 Go. 


第 25 ” 群 概 形 作用 的 基本 概念 


1. 群 概 形 的 作用 


EX 1. 设 :G 一 5 为 群 概 形 而 7 :六 一 5 为 态 射 ,一 个 G 在 XX 上 
的 作用 是 指 一 个 SEA p: G xsX — X, 满足 
i) po (ida xs p) = po (m xsidx): G xs G xs X — X; 
ii) p o (o xs idx) =idx : X ¥ S xs X (^X. 
用 预 层 的 语言 , 可 以 将 p 表达 为 一 个 自然 变换 p: G x X X ((g. 2) ^ 
gc), 满足 g(g'v) = (gg')v, ex = v. 
4a-—a,-—(ppra): G xs X — X xs X (用 预 层 的 语言 为 (9,z) ^ 
(gz,z)). 车 a HARA, 则 称 p 为 自由 的 ; d o 为 忠实 平坦 的 , 则 称 p 
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为 可 迁 的 (这 是 将 群 表 示 论 的 相应 概念 结合 儿 何 结构 的 考虑 而 定义 的 )。 
车 对 任何 v € X 存在 Ta) 的 仿 射 开 邻 域 V C 5 及 x 的 仿 射 开 邻 域 
U C (V) 使 得 p(G xs U) =U, WEK p HA R p E A 
又 是 可 迁 的 , 即 o 为 同 构 , 则 称 X 为 一 个 G-4 tF (G-pseudo-torsor); 
此 时 车 X — S 是 忠实 平坦 的 则 称 X 为 一 个 G- 挠 子 (G-torsor). 


例如 , 一 个 5- 群 概 形 G 的 子 群 概 形 H 在 G 上 有 一 个 左 乘 作用 
p-—m|uxsa: H xs G — G, WE (£) 平移 (translation), 用 预 层 的 语言 
就 是 (h, g) 一 hg; 此 外 还 有 一 个 右 平移 作用 (hg) = gh., 车 及 CG 为 
闭 子 群 概 形 , 则 平移 是 自由 作用 。 车 五 是 正规 子 群 概 形 , 则 G 在 五 上 有 
一 个 共 轿 作用 , 用 预 层 的 语言 就 是 (g, h) 一 ghg ^! . 

dtd, 作用 是 和 表示 等 价 的 : — EG 在 一 个 集合 区 上 的 作用 
等 价 于 G 在 X. Ef] A Fol. 即 一 个 同 态 G 一 Per(X); dn X Je 
一 个 域 友 上 的 线性 空间 , 则 G 在 和 上 的 一 个 线性 作用 等 价 于 一 个 线性 
表示 G 一 GLK )。 但 是 在 代数 儿 何 中 , 一 个 5- 概 形 X. 的 自 同 构 烙 未 
必 由 一 个 35- 群 概 形 代 表 ( 详 见 例 IX.1.2). 所 以 一 个 5- 群 概 形 G 在 一 个 
5- 概 形 X 上 的 作用 未 必 能 理解 为 一 个 5- 群 概 形 同 态 , 除非 入 的 5- 自 同 
构 预 层 是 可 代表 的 , 即 存 在 “ 自 同 构 群 概 形 ”( 后 而 将 深入 讨论 )。 在 其 他 
几何 中 也 有 类 似 的 情况 。 所 以 我 们 主要 讨论 作用 而 不 是 表示 , 尽管 经 党 
会 使 用 表示 论 的 术语 。 

设 G 为 仿 射 的 而 且 o 是 仿 射 的 , 不 妨 设 S = SpecR, G = SpecA, 
X = SpecB, W p 等 价 于 一 个 RARAS p*:B An B, 满足 


i) (ida 8r p*) o p* = (m* BrRidp)op*:B— A 8r A Qr B; 
ii’) (o* Gg idg) o p* idg : Bo Reg BSB. 


例 1. 如 同 经 典 的 线性 群 理 论 , GLnyz 在 A^. 上 有 一 个 典范 (“ 同 义 反复 ”) 
作用 p: BOE An 的 坐标 z1,…, zn 及 Am 的 坐标 好 (1 < 6j € n) GLnyz 
为 A" 的 开 子 概 形 {det(tij) #0} (习题 1.2), W 


p'(n)- ty Br («ixn) (1) 
j=1 
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这 可 以 用 线性 代数 的 记号 简 记 为 


Ti ti t1: co tin Ti 

To tol t22 … tn T2 
MILI .Je[. (2) 

Tn ini tn2 ££ tin Tn 


注意 p 不 是 可 迁 的 : 零 截 口 0: Spec(Z) — A" 在 p 下 不 动 。 但 GTnyz 在 
开 子 概 形 U = A" 一 im(0) 上 的 作用 是 可 迁 的 , He P S U/Goyz 上 
有 可 迁 的 诱导 作用 (习题 1)。 

此 可 见 对 任意 基 S, GLnjs 在 AS 上 有 一 个 典范 (“ 同 义 反 复 ”) 作 
用 , 是 在 PS ”上 有 可 迁 的 诱导 作用 。 


我 们 已 经 看 到 群 概 形 本 和 喘 不 一 定 是 群 ( 见 例 1.1.v)), 类 似 地 , 群 概 形 
的 作用 不 一 定 是 群 的 作用 。 下 面 的 例子 说 明 , 没有 非 平凡 群 作用 的 概 形 
上 仍 可 能 有 非 平凡 的 群 概 形 作用 。 


例 2. k KCL IARRI IK, 则 Gal(L/K) 在 工 上 的 作用 可 以 看 作 一 
个 天 -离散 群 概 形 在 X = SpecL 上 的 作用 。 但 即使 Gal(L/K) 是 平凡 的 ， 
X 作为 KK- 概 形 仍 可 能 有 非 平凡 的 K-WEBOUTEJH o 

i) X K = Q, L = K[r/(? —2) = Q[2], G 如 例 1.v), 则 易 见 
tmzQKkt 定 义 了 G 在 和 上 的 一 个 非 平 凡 作 用 。 不 难 验证 这 个 作用 既 
是 可 迁 的 又 是 自由 的 , 换言之 X 是 G- 挠 子 。 注 意 G 与 X 作为 概 形 不 同 
构 , 甚至 点 数 都 不 同 , 这 是 与 群 论 中 的 挠 子 很 不 相同 的 。 

ii) 设 ch(K) = p > 0, 研 为 纯 不 可 分 扩张 K[t]/(t? — a) (a € K — K”), 
WA ap ( 见 例 1.vi) Æ X FREH t ok 1-160xt X up X Efi 
WE t x Gc ,这 两 个 作用 都 是 可 迁 的 和 自由 的 , 换言之 X 既是 apt 
子 又 是 ux. 

我 们 将 看 到 , 对 任何 有 限 域 扩张 LD K 都 存在 K- SpecL 
上 的 可 迁 作 用 ( 引 理 VILIA), 


Wp:GxsX >X Jy S-HHROE G E S-E X EE. 0:G' —G 
为 3- 群 概 形 的 同 态 , 则 由 预 层 的 语言 易 见 $ EAE G' 在 X 上 的 作用 
po(ó xs idx) si xsX—X (习题 2). 
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设 G 为 5- 群 概 形 , S: XY 为 3- 概 形 的 态 射 , px :G xs 入 一 从 
fil py : GxsY 一 了 分 别 为 G 在 扩 和 上 的 作用 。 Ses C de X Rl 
Y ERENS f AR 如 果 下 图 交换 : 


GxgX —X5x 
|acxsy |, (3) 


GxsY ——- Y 


用 预 层 的 语言 说 就 是 对 任意 了 es Ob(6cbs) KIER g € G(T), x € X(T) 
有 f(T)(gx) = gf(T)(x). 


例 3， 设 G Xl. G = Gs, WI G 的 离散 群 概 形 结构 。 设 X 为 5- 概 
É, 万 为 G 在 和 上 的 作用 。 我 们 说 万 是 一 个 5S- 作用, 如 果 它 与 G 在 
S 上 的 平凡 作用 在 X 一 S 下 相 容 。 此 时 可 定义 G de X. 上 的 一 个 作用 
p:GxsX €ILeo X > X, 它 在 对 应 于 geG 的 拷贝 入 上 的 限制 为 9 
dk X 上 的 作用 。 显 然 万 与 p 等 价 。 

特别 地 , 设 K C L 为 有 限 伽 罗 瓦 扩 张 , X = SpecL, S = SpecK, 
G= Gal(L/K), 则 由 本 原 元 素 定理 可 取 a € L fief] L= Klal 4 a 的 共 
HIX ai,…,an € L, 其 中 n= [L : K], W Gal(L/K) = (gi... 9n}, 其 中 
和 为 满足 gila) = ai 的 元 。 XF L Gk L & Li x x La, Mop Li xS 
F ai; m G xs X &Spec(Li x x L4). 4 W a* 3$ Li Bes Li, 故 为 同 
构 , 换言之 X 为 Gr. 

车 L' C LOW K MTR AA K 的 正规 扩张 , 则 由 伽 罗 瓦 理论 
可 知 G 在 Y= Spec(L/) 上 有 诱导 作用 , HRA X — Y 与 G 的 作用 相 
容 。 


为 明确 起 见 我 们 用 下 面 的 记号 : 设 了 :六 一 5,9:T 了 一 5 为 态 射 , 则 
ii f RAE f xsidp: X xs T >T Jy f xsidg, 这 是 因为 对 同一 个 了 
"p fie & RR go IEEE T Ult un AW X xsT Jy Xrxgo T. 


引 理 1. 设 G 为 5- 群 概 形 而 X 为 5- 概 形 , 则 G xk X. 上 的 一 个 作用 等 价 
T Gxs X 的 一 个 G- 自 同 构 D, 满足 


idm xa^ 一 (idpr, xg 9)o(idpr, xa) M GxsGxsX =ý GxsG xs X (4) 
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用 预 层 的 语言 , 8 等 价 于 G x Xm T 自然 等 价 (9,z) = (g, go), dil 
Æ (9.9. gg'v) = (g, g'. g(g'v)). 


证 . 给 定 一 个 作用 p:GxsXX. 
$—(pn,p:GxsX—GxsX (5) 


(HI (g, a) — (g, gx£)), 则 易 见 © X G- 自 同 构 , IHAA (pri po (i xs idx)) 
(HI (g. 2) — (gg !o)), 而 由 定义 1 rpg fe i) 可见 (4) 成 立 。 
反之 , 若 给 定 一 个 满足 (4) 的 G- 自 同 构 o. 


p—pnoo:GxgsXX (6) 


则 由 (4) 可 见 定 义 1 中 的 条 件 D) HA. dí Po: X — X Xy 9r 
0:5 一 G 的 拉 回 Oy X fj S-A). 对 (4) WH oxso: $5 GxsG 
iv [n], 则 得 到 Bo = Bo o Bo, 故 Bo = idx, 这 说 明定 义工 中 的 条 件 ii) 也 
满足 。 证 毕 。 


对 任意 5- 概 形 X 记 Aut(X/5) H X fig S-A EH BU TRE, 22 
T > Aut(X xs T/T) 给 出 一 个 群 预 层 


Autx/s : Gcbs — ((groups)) (7) 


由 引 理 1 易 见 一 个 S-IF G 在 X 上 的 一 个 作用 等 价 于 一 个 群 预 层 
自然 变换 G 一 9lutx,s (习题 7)。 


2. 安定 子 


di Gg 5- 群 概 形 , p 为 G 在 5- 概 形 X EB EH. 如 定义 1 那样 记 
a = &G,X = Qp = (p, pr2) : G xs X— X xs X (1) 


(用 预 层 的 语言 为 (9,z) — (gm. m)). ?4 X — G m p HERWEH mp, 这 个 
定义 与 (1.1.1) 一 致 。 
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对 于 一 个 作用 p: G xs X — X, 4 H ARA 
H 一 一 一 - X 


| | o 


Cox -=N wx 


称 为 p ff] ZÝ (stabilizer), 记 为 Stab, 或 Stabc(X)。 易 见 它 在 每 个 点 
ZEX 上 的 纤维 就 是 z 的 安定 子 群 概 形 ({glgz = 2))。 


命题 1. Ww X 为 分 离 5- 概 形 , p 为 5- 群 概 形 C 在 X 上 的 作用 , H = 
Stabp。 


i) H 是 X- 群 概 形 C xs X 的 闭 子 群 概 形 , H. ac,x 与 ac,x 的 拉 回 
(作为 X-WJE) 同 构 于 G xs H. 

ii) & o: G' 一 G 为 93- 群 概 形 的 同 态 , :G' xs 关 一 六 为 8 诱导 的 
作用 , H' = Staby, W ó 诱导 典范 的 X-XEHBOE n] H' 一 H, 其 核 同 构 
于 ker(9) xs X. 

ii) 4 f: X 一 了 为 5- 概 形 的 分 离 态 射 , py 为 G 在 上 的 作用 ,使 
f f 与 G 的 作用 相 容 , 则 五 为 Stabpy xy X 的 闭 子 群 概 形 。 

iv) d! p 是 可 迁 的 则 五 在 XX 上 平坦 。 

v) F G> S 是 紧 的 则 aG,x 是 紧 的 , JA HX 是 紧 的 。 


证 . i) 由 六 一 5 分离 可 见 瑟 是 G xs X 的 闭 子 概 形 。 
注意 对 任意 T € Ob(Schs) 及 任意 v € X(T) 有 GxsX(7) = 
{(9,x)|g € Q(T)}, XIE G G(T) 同 构 ; 而 


H(z) = ((g.2)]g € G(T), gz = £} C G xs X(x) (3) 


此 可 见 互 具有 X-PRES, HIRA H => G xs X ARH HA. 
设 工 为 QaG,x 与 ac'x 的 拉 回 , 则 可 将 工 看 作 G xs G xs X 的 闭 子 
概 形 。 对 任意 了 Ee Ob(Scbs) 及 任意 XE X(T) 有 


L(x) = {(g,9', 7)|gz = g'z} (4) 


令 F 为 G xsGxs 闵 作为- 概 形 的 自 同 构 (9,9z) 一 (9,99 ,2), 则 由 
(4) 可 见 B(G xs H) = L, ifj LSG xs H., 
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i 由 (3) 可 见 对 任意 态 射 上 :了 一 3 及 任意 zeXT) di H'(2) = 
t(g'.2)]g' € G'(T).g'z = xj, 由 此 可 见 $ 诱导 群 同 态 ge) : H'(z) 一 
H (a), 它 显然 是 函 子 性 的 , 故 诱导 愉 - 群 概 形 的 同 态 H' 一 H. EM 


ker($(7)) = {(g', £)|g' E C'(t), $(g') = oa(t)) = ker(9)(t) (5) 


故 ker(H' — H) S ker(ġ) xs X. 
iii) 注意 Stabpy xy X HT H — G xs Y 与 idc xs f KPE T 
交换 图 


Ge DU. X xgx 
[ise | rs (6) 


: d 


GxsY —9*, Y xgsY 

又 可 见 它 同 构 于 (XxXs 关 )jxsfXAyY & Xxy X 5 GxsX fg XxsX 上 的 
拉 回 。 这 样 闭 嵌 入 和 人: 和 一 入 xyX MATAKA $: H => Stabpy xy X. 
我 们 来 说 明 9 是 立 - 群 概 形 的 同 态 。 由 (3) 可 见 对 任意 态 射 二 :了 工 一 9, 任 
i xr € X(T) 及 任意 (g, x) € H(z), ó(z)(g. v) EF (g, f(v)) YE G xs X(x) 
中 的 原 象 , 即 (g£) 本 身 

iv) 注意 QaG,x 通过 dis DX X xs X fdv] H —^ XETRA 
H — Gxs X Hj pro:G xs X — X HAR, 由 所 设 ac,x 是 忠实 平坦 的 ， 
W H — X qi B orm o 

v) fi G S 是 紧 的 则 pros : G xs X xs X 5 X xs X ÆR. $ 
y Àj Gxs X xs X 的 自 同 构 (g.o.y) => (g.gv, y), WA X — S 是 分 离 
的 , pr23 oy o (ida xs Ax): Gxs X — X xs X 也 是 紧 的 , [Hxc A Rs E 
(g, x) => (gv, £) = (g, gz, v) — (gv, x), 即 ac,x。 证 毕 。 


推论 1. 设 G 为 5- 群 概 形 , p 为 G 在 5- 概 形 X. 上 的 作用 。 若 o 是 紧 的 
(特别 地 车 G 一 5 是 紧 的 ), W p 是 自由 的 当 且 仅 当 Stab, S X, 


XE. 车 G 一 5 是 紧 的 , 则 由 命题 1.v) Ap oc 是 紧 的 。 记 H = Stabp。 

车 p 是 自由 的 , BI a 是 闭 柑 入 , W H — X 是 闭 柑 入 , 而 由 ao (ox 
sX)=A W idx £x H, 从 而 五 一 XX 是 同 构 。 

反之 , 车 Ho X 是 同 构 , 则 由 命题 Li) 可 见 a 与 o 的 拉 回 同 构 于 
G xs 六 ,从 而 由 引 理 L2.1 可 见 o ZEB. uH. 
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fi 4. i k HRA, G= GZ p H GEX = Ak EEIE, 则 
Stab, E 0 € Ak 上 的 纤维 (BI O HE PEDE) 为 G, 而 在 其 他 闭 点 上 
的 纤维 都 是 C KETEJ. & U = X- {0}, 则 由 例 1 和 命题 Liv) 可 
Jh Stab, xx U YE U FFH., 


1. 证 明 例 1 中 的 断言 。 

2. 设 p:GxsX 一 X 为 95- 群 概 形 G 在 5- 概 形 X 上 的 作用 ,%:G' 一 G 
为 5- 群 概 形 的 同 态 ;证 明 po(óxsidx):G'xs X — X HCEX Ein 
作用 。 


3. 设 X,Y 为 5- 概 形 , G 为 5- 群 概 形 , px, pv 分 别 为 G EX, Y 上 的 作 
用 。 验 证 (gm. y) 一 (gz, gy) H G Æ X xsY .EitifEJ. H G 的 作用 与 
prj: X xsY > X fl pro : X xsY > Y WA. 特别 地 , px 诱导 G 在 
X xs X 上 的 作用 , H. G 的 作用 与 Ax : X 5 X xs X 相 容 。 


4. 设 X,Y,Z 为 5- 概 形 , G 为 5- 群 概 形 , px, pv. pz 2) 9 C 在 X. Y, 
2 上 的 作用 , SEH f:X—2.9:Y >Z tj G 的 作用 相 容 。 验 让 G 在 
XxzY 上 有 诱导 作用 (BALH), HRA X xzY ^X xsY 5j G ff 
诱导 作用 相 容 。 


5. 设 G 为 SAFE, X 为 5- 概 形 , p 为 G dE X Eft Eme) s 47 
Y c X 为 团子 概 形 使 得 plaxsy AW Y. W p 诱导 G 在 上 的 一 个 作 
JH py。 证 明 py 也 是 自由 作用 。 


6. 4 p H GL,jz f£ End(A2/Z) (€ A") Eftdtf JH ( 即 (g, f) => 
gofog-1), 这 等 价 于 一 个 Z-REBOU Fla 9 : GL, jz — GLasjz. 验证 下 的 
像 同 构 于 PGL,z. 并 证 明 GZnyz 可 以 嵌入 PGZn+1z 作 为 闭 子 群 概 形 。 


7T. W X Jy 5- 概 形 而 G 为 SAREE. uEW] G dk X 上 的 一 个 作用 等 价 
于 一 个 群 预 层 自然 变换 G 一 9luty js. 


8. Wt 5- 群 概 形 G 可 迁 地 作用 于 SAJE X 上 。 证明 若 X 一 S 忠实 平坦 
(特别 地 车 X 为 GHT) 则 G 一 S 叫 实 平坦 。 
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第 1 节 群 概 形 的 微 积 


我 们 以 下 只 考虑 分 离 概 形 , 例如 用 Scbs 记分 离 5- 概 形 的 范畴 。 

设 m:G— S HTAA. wW 人 HAKA o: S —> G 的 定义 理 
ABE. 称 weys — 0* M H G 的 (一 阶 ) 不 变 微 分 层 。 注 意 was 是 S. 上 的 
拟 凝聚 层 , 而 当 5 为 诺 特 概 形 且 7 AARE ways 是 S 上 的 凝聚 层 。 


命题 1. 自 同 构 a (A (IL1.1.1)) 诱导 拟 凝聚 层 的 典范 同 构 
a* : Obs S n*uajs (1) 


4.15 A:G—GxsG [ig X S48, i —oxsida:G— GxsG, 


我 们 有 交换 图 | 
SLT. aq c4, g 


p f E 9 


Q xa =-=; Ca 


注意 左边 的 方 框 是 拉 回 且 o 2 s RO, 可 见 pri M 同 构 于 的 定义 理 
28. 由 右边 的 方 框 可 见 a* 了 也 同 构 于 i 的 定义 理想 , 故 有 


T*wajs Em (o M) i (pri M) EADSEATEQGs (3) 
证 毕 。 
dE S = Spec(k) (k 为 域 ) 的 情形 , 由 此 立 得 


推论 1. 设 G 为 域 上 的 有 限 型 群 概 形 , n= dimi war, W O5, S OG", 
HÀI Tay. & OE". 


推论 1 和 引 理 L2.1 立 得 
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推论 2. 设 C AER k 上 的 有 限 型 群 概 形 。 

i) 4f ch(k) = 0, W G 在 及 上 光滑 , BUT ERA. 

ii) 着 ch(k) = p > 0 而 aar € MOG,e 在 weyk 中 的 像 为 k- 线 
性 无 关 的 , 则 所 有 ai apr € Oce (0 < mi... m, < p) Æ k Fik 


性 无 关 , 从 而 dimk(OG,e) > p" (AEX oc). 特别 地 若 G 是 有 限 的 则 
deg(G/k) > pli™r we/r, 


fj 1. k G = SpecR 为 特征 p > 0 的 域 太 上 的 无 穷 小 群 , 则 RR 为 局 部 


环 且 M = ker(oc) HERH, 故 G 有 非 平凡 切 空间 。 取 AM 的 一 个 极 
小 生成 元 组 (01, Qn}, WI R = k[a1, ..., an] H. 41,…,an ÆR eis FEA 


地 , 若 Foy 0, 则 由 推论 23i) 可 知 Re [vis mu ]/ (v. s mh). 


设 大 为 特征 p > 0 的 完全 域 , G = SpecR H k KWEA ME. HA 
1 可 取 m > 0 使 得 MO ”) = 0, 换言之 FB = 0。 对 任意 Oi m, it 
意 FE, 的 像 为 R C R, Àj, m'(RP) c RP 8p RP, (RP) c R”, 
o*(RP) = k, ik Gi = Spec(R?) 具有 大 无 穷 小 群 结构 使 得 G  G; 
为 同 态 。 令 zzr € M 为 M 的 一 个 极 小 生成 元 组 , 则 它们 在 oc 
HRH wo 的 一 组 el, 而 到 ”的 极 大 理想 由 a1 ,…:28 生成 , 故 
PE 在 及 上 由 29,.… a8 的 像 生成 。 不 妨 设 ar esa. (si < r) 组 成 
wg, 的 一 组 太 基 。 记 qi: Gi > Gip X RPH eee 给 出 的 群 概 形 
同 态 , 则  : cuu 一 wok (i > 0) 显然 是 零 同 态 , 故 由 命题 1 可 
知 a5, ,yk 965,5. 是 零 同 态 , 从 而 由 正 合 列 aO, 一 O54. 一 
Wija 一 0 有 O6, e S Yiyan 为 自由 RP - 模 。 仿 照例 1 的 讨论 可 
见 R? d RR Ex db ad (0 < ni, ns, < p) 生成 的 自由 模 。 
对 i 用 逆向 归纳 法 , 可 设 Rn " kar T osa], 这 样 每 个 a7. (j > si) 
都 可 以 表 为 二 ,…,z8 的 系数 在 大 中 的 多 项 式 AC ETE E 
完全 域 , 存在 上 的 多 项 式 g 使 得 iT t8) — gini sms" ,将 
2j 换 为 — 9j (z1. si) 就 化 为 23 = 0 (j > si) 的 情形 。 这 样 由 归纳 
法 可 得 


Bhi od/ se) (mi >a >m) (4) 
注意 ker(G 一 Gi) = G[F)(Vi), MZA 
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推论 3. 设 G = SpecR 为 特征 p> 0 HEAR k 上 的 无 穷 小 群 , 则 
i) R 作为 六 代数 的 结构 如 (4), 从 而 deg(G/k) X p ftis 
i) 对 任意 i> 0, RP C R fif Gi = Spec(R?) 具有 大群 概 形 结 构 ， 
使 得 投射 G 一 Gi 9 t SERE Fd as, 而 ker(G 一 Gi) = G[F']. 
d [iG G' 为 大 群 概 形 的 趾 实 平坦 同 态 而 五 = ker(f), 则 称 G' 
H GR H fu ARW, JF G = G/H. 我们 后 而 将 看 到 G/H 是 群 概 
形 范 畴 中 的 商 ( 见 命题 VI.1.6)。 
命题 1 不 难 推广 到 高 阶 微分 。 对 任意 正 整 数 n 记 
Más = 0 (Oa /.M"*") (5) 
称 为 G 的 ( 阶 不 超过 m 的 ) 不 变 微 分 层 。 由 (2) 的 左 方 框 为 拉 回 可 见 
ker(i*) 兰 priker(o0’) = prí M (6) 
由 此 可 见 对 于 阶 不 超过 n 的 相对 微分 层 Ps ( 见 I1.1) 有 
Pas = At (Oexsa/ker(A*)"+t) 
i™!(Ocxsa/ker(i*)” +t) 
i M (Ocxso/priM"*!) 
1" (0! (Oc /M"*)) = 1* Mays 
注意 o 是 右 G- 自 同 构 , 故 a* 诱导 的 (7) 是 右 OG- 代 数 同 构 。 对 称 地 , 令 


o! —(pn,m): GxsG— GxsG (8) 


We 


(7) 


Wo 


Wo 


(EH (g. ^) — (9. 99^). 则 同样 可 见 o^ 诱导 从 Phys 到 n* Mas 的 典范 左 
Oc- 代 数 同 构 。 总 之 有 


命题 2. X FEX n 2 0, a 诱导 右 0G- 代数 的 典范 同 构 
a* : P/s a Mis (9) 


其 中 Pos 为 G 在 5 上 的 阶 不 超过 mn 的 相对 微分 层 , Mos 为 G 的 阶 不 
超过 n 的 不 变 微分 层 。 而 o^ 诱导 左 Oc- 代数 的 典范 同 构 


a™ :Pe/s  n* Más (10) 
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注意 对 Pas 的 一 个 局 部 截 口 osb (a.b 为 Oc 的 局 部 截 口 )， 
a* (a &o; b) H m*(a) (1.6 Qosb) 对 第 一 个 因子 模 MH, m o/* (a G0, D) 
为 m*(b)(a & 8051) 对 第 二 个 因子 模 MH, 

注意 Mls 兰 Os, 我 们 有 正 合 列 


0— woes > Májs 5 Os — 0 (11) 


而 o” 有 一 个 分 拆 n, 故 命题 1 是 命题 2 的 直接 推论 。 


2. 不 变 微分 算 子 与 李 代数 


定义 1. 设 T:G 一 9 为 分 离 群 概 形 , 一 个 整体 微分 算 子 D € Dif(Oc/5) = 
T(S, Dif f(Oc/S)) 称 为 左 不 变 的 , 如 果 下 图 交换 : 


m.pr3(D) 
-一 一 一 一 一 一 一 


MsOGxsG m.Oax sc 


(这 可 以 理解 为 m* o D = (idos 0s D) o m*). 


di D,D' e T(S, Dif f(Oc/S)) 都 是 左 不 变 的 , Àj DoD' JRA, 
故 所 有 左 不 变 整 体 微 分 算 子 组 成 一 个 环 Dif(C/5)。 层 U 一 DifG xs 
U/U) (对 任意 开 集 U C S) 为 Os- 代 数 层 , 称 为 G 的 ( 左 ) 不 变 微分 算 
子 层 WA Diff(G/S); 其 中 次 数 不 超过 n 的 微分 算 子 组 成 一 个 Os- 
TRE Diff"(G/S) C Diff(G/S); 而 其 中 所 有 导数 ( 即 1 阶 左 不 变 
微分 算 子 ) 组 成 一 个 李子 代数 层 , 称 为 G 的 李 代 数 层 记 为 Lie(G/5)。 
这 样 T(S, Lie(G/S)) 是 环 T(S,Os) 上 的 李 代 数 , 记 为 Lie(G/S)。 此 外 ， 
车 9 为 Fy- 概 形 (p 为 素数 ), W Lie(G/S) 为 PERTE, 即 对 任意 
0 € Lie(G/S)(U) A 6? € Lie(G/S)(U) (其 中 UC5 为 任意 开 子 集 )。 

仍 用 上 面 的 记号 , 为 简单 起 见 设 3 = Spec(R), 并 将 Mjr 理解 为 
ROW. W d: OG 一 FE/R 为 pr 诱导 的 微分 算 子 ( 即 a 一 1QRa)。 对 任 
De Homg(Mg jg. P) 4 


n(D) = ido; Sr D € Homos (Oc &n ME/r, Oa) (2) 
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并 令 

0(D)= 1(D) o o/* € Homoc(PE/Rr, Oc) (3) 
4 v(D) = 0€(D)od, WA v(D) € Diff"(Oc/R), 这 定义 一 个 Os- 模 层 同 
E 

vy: Homos(M&,s. Os) 一 Dif f"(Oc/S) (4) 


注意 Pr20Q = m, W 
v(D) = (idos &n D) o m* (5) 
我 们 来 证 明 v(D) € Diff"(G/R). 为 方便 起 见 将 (1) 表 为 
m* o D = (idos &g D) o m* (6) 
Xt D — (D) 有 


m* o D = m* o (ido; &r D) o m* 


= (idoc, s Qr D) o (m* Qr idog) o m* (7) 


= (ido, ne QR D) v (ido; Dr m*) o m* 
= (idos QOR D) om* 
HI DD 是 左 不 变 的 。 反 之, di DE Diff"(OG/R) 满 足 (6) 令 D € Homos (Pas. 
Oa) Jy D 所 对 应 的 同 态 。 注意 o^ HWE OG- 模 同 构 , Uff Pjr S 
Mag. € 
D —o*D € Homr(Mț;r: R) (8) 


dis = idg xso: G — G xsG, XR o^* ha Mi eX. h moi = ide 


ay 


D-—i*om*oD 
= i'* o (ido; Qr D) o m* (9) 
= (ido; Qr o*D) o m* = v(D) 
(7) 和 (9) 可 见 小 为 从 Homn(Mg, ga, R) 到 Diff"(G/R) 的 一 一 映射 ， 
故 为 同 构 。 
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下 面 再 来 看 左 不 变 微分 算 子 的 合成 。 记 mmlza : G X RG x nG  G 为 
315 83H. (HI (x,y, 2) 一 zyz)。 对 任意 D, D' € Homg(Mg,g, R), 注意 
v(D) o v(D) = (idoe OR D) om*o (ido GR D') om* 
= (ido; Qr D BR D') o miss 
= (ido; Qr D &g D') o (ido; BR m*) o m* (10) 
= (ido Gn ((D OR D') om*)) om* 
= v((D 8r D') o m*) 
注意 v(D) o v(D') 是 阶 不 超过 2n 的 微分 算 子 , 故 对 应 于 一 个 Oc- 同 态 
8: PE 一 Oc, 由 此 得 
(D 8r D') o m* = o*ô € Homa( Man, R) (11) 
特别 地 , 车 C 是 有 限 平 坦 无 穷 小 群 (此 时 M ERER), Ww (10) 说 明 
Xp n > 0, Homn(MG ga. R) WAH Oa 作为 0s- 双 代数 层 的 对 侦 OG ( 见 
1.1.1), 故 Diff(G/R) 同 构 于 OB. 
di f:G GJ RJE, Wy f 诱导 典范 的 R-BE S] d 
Homp(Më;p R) > Homg(MP, jg. R), 从 而 由 (10) 可 见 了 诱导 典范 的 
RARUS f»: Diff(G/R) ^ Diff(G'/R)。 总 之 有 


定理 1. 设 3 为 诺 特 概 形 而 7 :G 一 5S 为 分 离 群 概 形 。 
1) 对 任意 非 负 整数 n, o 诱导 典范 的 Os- 模 层 同 构 
y : Homos (Mas, Os) © Dif f"(G/S) 2) 


其 中 每 个 局 部 截 口 De Heno;(Ma,s. Os)(U) (U C S 为 开 集 ) 对 应 
于 水 万 ) = (ido; Qos D) o m*, 而 每 个 D € Diff"(G/S)U) 对 应 于 
V! (D) = o*D, ep D € Homos (Pjs, Oc)(x  (U)) 为 DD 所 对 应 的 同 
dk. MOS M&/s 为 凝聚 层 时 (特别 地 当 为 有 限 型 时 ) Dif f^(G/8) 是 北 
聚 层 。 左 不 变 微分 算 子 层 Diff(G/S) 是 所 有 Dif f"(G/S) 的 并 ( 同 构 于 
lim Dif f^(G/S)). 

" d) G 的 李 代 数 层 Lie(G/S) 为 Diff(G/S) 的 Os- 李 代数 子 层 , PU 
为 Os- 模 层 


V7! : Lie(G/S) = Homo; (Gs. Os) (13) 
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故 Lie(G/S) 为 拟 凝聚 层 , 且 当 7 为 有 限 型 时 是 凝聚 层 。 
此 外 , 车 5 为 F,-MOE (p 为 素数 ), 则 Lie(G/5) 为 Dif f(G/8) 的 
PERITE. 
iii) 对 任意 开 集 U C S 及 任意 万 ,万 € Homos (Më js: Os)(U) 有 
v(D) o Y(D') = YD 80s D') o m*) (14) 


此 可 见 若 G 是 交换 的 , 则 Diff(G/S) 为 交换 代数 。 
特别 地 , d; G 是 有 限 平坦 无 穷 小 群 , 则 Dif f(G/S) 同 构 于 OG 作为 
Os- 双 代数 层 的 对 偶 OD. 而 当 G 为 有 限 平坦 交换 无 穷 小 群 时 它 同 构 于 
G2 的 结构 层 。 
iv) # D, D' € Homo; (ways, Os)(U), W Lie(G/S) 中 的 李 积 
[(D), 9 (D')] = v((D 8r D' - D' 8r D) o m*) (15) 


特别 地 , d? G 是 交换 的 , 则 Lie(G/S) 为 交换 李 代 数 。 

v) ži f: G> G' 3 S-AEBOEI IR. 则 了 诱导 典范 的 Os- 代 
ARS f: Diff(G/S) 一 Dif f(G'/S), 与 典范 Os- 模 层 同 态 1* : 
Homos (Mg&js:Os) 一 Homos(M&js:Os) 一 致 。 而 典范 Os- RHA 
f* : 'Homos(vajs, Os) > Homos(wa js, Os) 给 出 典范 的 Os- 李 代数 层 
ES f.: Lie(G/S) — Lie(G'/S), 它 在 S 为 了 or- 概 形 时 是 p- 李 代数 层 
HE. 


车 S = Spec(k) (k 为 域 ), W Homk(wayr: k) 可 以 看 作 G 在 (单位 ) 
点 esG 处 的 切 空 间 Tee ifj Homg(Mg jr k) 可 以 看 作 G 在 点 esG 处 
的 阶 不 超过 n 的 微分 算 子 组 成 的 线性 空间 。 直 观 地 一 个 切 向 量 D E Tae 
所 对 应 的 左 不 变 导数 o (D) 可 以 理解 为 “通过 将 D 平移 到 各 点 所 得 到 的 


向 量 场 ”。 


注 1， 对 称 地 可 以 定义 “ 右 不 变 微分 算 子 ”, 将 (1) 中 的 pro KIR pri 
即 可 。 由 此 可 以 建立 与 定理 1 对 称 的 定理 : 令 Diff'"(G/S) 为 阶 不 超 
过 n 的 右 不 变 微分 算 子 层 , 则 o (以 及 2) 诱导 典范 Os- 模 同 构 v: 
Homos (MBjs,0s) > Diff"(G/S), 对 任意 D € Homos(Mëjs, 
Os) 有 


v'(D) = (D 8r idoc) o m* (5°) 
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但 合成 次 序 不 同 : W((D 80s D') o m*) = v'(D') ev'(D). 为 说 明 这 一 点 ， 
4 mai :GxsG > G HEH (g. 9) > g'g, W W (D) = (ido; &g D)om3,. 


注意 moi o (moi Xs ida) = mai o (ida xs m21), PJ IL 


v'(D) o /(D') = (ido; 8r D) o m3, o (idos Qr D^) o m3, 
= (ido; Qr D Qr D') o m$ 
= (ido; r D Qr D’) o (idos Dr m3,)om3, — (10^) 
= (idog Qr ((D &n D') o m3)) o m3 
=Y((D 8r D’) o m3) = v'(D' 8r D) om*) 


其 中 mas : G xs G xs G 一 G HWH (9. 9.9") => 9"9'g. 

由 此 可 见 v(D) e v'() 给 出 一 个 环 层 反 同 构 o: Diff(G/S) 一 
Diff'(G/5)。 若 令 Lie (G/S) 为 右 不 变 导 数 层 , W ó 465 Lie(G/S) 到 
Lie'(G/S) 的 李 代 数 反 同 构 , 但 我 们 可 以 更 改定 义 Lie(G/5) 一 Lie (G/S) 
为 -9, 这 样 就 是 李 代 数 层 的 同 构 了 。 


例 2. 设 大 为 代数 闭 域 , G 为 上 的 有 限 型 群 概 形 。 

i) 车 G = Gay, 可 取 坐 标 函数 t ER m*(t) — t 6x 1-- 16x t, Mti 
定理 Li) 可见 Lie(Gajr/k) 由 £ 生成 ; 4$ G = Gm/r 可取 坐 标 函 数 t 使 
得 m*(t) =t@xt, 故 由 定理 Li) 可 见 Lie(Gyyr/k) h t4 ÆR 

Fi ch(k) = p > 0, 则 对 闭 子 群 概 形 ap C Go 和 仍 可 取 t 使 得 mx*(b = 
t@k1 十 18kt, 从 而 Lie(ap/k) h $ ÆR: 而 对 闭 子 群 概 形 Up C Go 仍 
可 取 上 使 得 mx*( = t Or t, 从 而 Lie(up/k) t t$ ÆR. WE (55) = 0 
而 (t4) =t, 这 说 明 Lie(ap/k) 和 Lie(up/k) 作为 产 李 代数 是 不 同 构 
的 , 尽管 它们 作为 李 代数 是 同 构 的 。 

i) 4; G = GLwr; 可 取 坐 标 zij (1 <i j < n) fuil Lii), 注意 G 
的 单位 元 为 nn 阶 单位 方 阵 了 而 Oc 的 极 大 理想 由 zi 一 65 (1 < ij € n) 
生成 。 故 一 个 切 向 量 万 e Toa 可 以 看 作 一 个 nxn Affe (Dls) 4 
Di; = aic]. Di; = v(Dij) (1 < i, j < n), Wl rt m* (xij) = 35.4 vu Br Tij 
Af 

Di(zha)-—0jatszu (Lxlmsn) (16) 
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n fa) 
Di;= > ig— (1l<i,j<g 17 
j 2 Ti Bz ( ij <n) (17) 


在 李 群 论 中 通常 用 下 面 的 方法 使 得 (17) 较 容 易 掌 握 。 V C Oel) 为 
所 有 线性 齐 次 函数 az, 098 (ai; € k) 组 成 的 所 线性 空间 , 则 由 (16) 可 
X, Dy(V) C V, Bl Di 线性 地 作用 于 V. 上 。 这 个 作用 可 以 简单 地 表 为 
EIRE (45) 上 的 作用 , 即将 第 i 列 移 到 第 7 列 而 将 其 他 列 化 为 0, 这 相 
当 于 用 ES) 右 乘 , 其 中 Bij(1) 为 第 i 行 7 列 的 元 为 1 而 其 他 元 为 0 的 
JERE. IEH ILER D € To; 有 


v(D)(zi) = Guj)(D(i)) (18) 
此 外 对 任意 D' € Ter 有 
[w(D), (D^)] (45) = (i5) QD Gci5)). OD (255))] (19) 


即 可 将 Lie(GVA FIRIR AAMER, 从 而 Lie(G/k) FIIT n Wt 
方 阵 组 成 的 李 代数 。 

iii) 车 G = SL, 注意 它 是 由 方程 dettzz) =1 定义 的 GL. 的 闭 
TIJE. i D= Zasas, € Terap M D € Ta, MARM 


ð 

Da 5;; te], =0 (20) 

注意 (20) 的 左边 等 于 37 4594. 故 Lie(SLnyr/k) 同 构 于 迹 为 0 Q0 n M 
1j 


阵 组 成 的 李 代 数 。 


当 3 为 Q@ 概 形 时 , 由 下 面 的 命题 不 难 理解 Dif f(G/S) 的 结构 。 


命题 3. k k HRE 0 的 域 , G 为 k 上 的 有 限 型 群 概 形 。 则 D 进 (G/k) 典 
范 同 构 于 Lie(G/k) 的 泛 包 络 代数 。 

dE. U 为 Lie(G/k) 的 泛 包 络 代数 , 并 令 Un CU 为 次 数 < n 的 元 素 
的 集合 (n € Z>0)。 则 idrie(cy/ 诱导 典范 同 态 $8 : U 一 Dif(G/k) 使 得 
$(U) C Diff" (G/k), 
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4 r = dim(G), 且 令 P C Oce 为 极 大 理想 。 由 推论 2.3) 可 知 G 是 


光滑 的 , 故 存在 P 的 一 组 生成 元 t1,- 2r, 因此 Lie(G/k) 具有 一 组 k-46 
Di,..., D, 使 得 Di(zj)|e = 04 (1 & ij €&r). h31% L2.1.3) 可 见 zi, …, Zr 


dE k 上 代数 无 关 。 注 意 
dim; Un = dim, Diff” (G/k) = P : " (21) 


故 只 需 证 明 o 是 单 射 。 
对 任意 指标 i= (i1,.…,is) (5, is € Zoo), 记 Di = Di o -- -o Dir € 
U. 任 一 元 D € U 可 唯一 表 为 形 如 D = Y5a;D' (a; € k), 在 这 个 和 中 我 
4TRCE JUE. d: D #0, $ aj D? 为 DD 中 (在 字典 序 下 ) 的 首 项 , 则 不 难 
验证 
$(D)(rf -- ai) = ji jrlay (mod P) (22) 
故 (D) #0., WEHE, 


但 当 G 为 特征 > 0 (F3 E MIRJE, DIS(G/K) 的 结构 与 命题 
3 的 情形 大 不 相同 , 因为 由 Lie(G/K) 的 产 李 代数 结构 , 易 见 Lie(G/k) 在 
DifE(G/R) 中 生成 的 大 子 代 数 在 有 上 是 有 限 秩 的 , 故 一 般 不 等 于 DiE(G/k)。 
下 而 的 例子 可 以 更 清楚 地 说 明 这 种 情形 下 D 进 (G/k) 的 结构 。 


例 3. Ur k WEHE p > 0 的 代数 闭 域 ,G 为 上 的 有 限 型 群 概 形 。 用 定理 1 
的 记号 。 对 任意 neZ>0, 记 Hn = G(F"] (EI ker(F2,,)). 为 G 的 无 穷 小 
dE, YEXEBHOA in : Hn 一 G 的 理想 层 为 M2”, 即 OG 中 由 的 所 有 
JARROH p” 次 毕生 成 的 子 层 。 由 MP" > MU 可 见 Mgr, 是 Hn 的 结 
构 层 的 一 个 商 层 , 故 由 定理 1T LI S Id di ins : Diff /k) — Diff(G/K) 
的 像 包含 Diff" -1(G/k)。 因 此 


Dif(G/ = | ) im(i;.) (23) 
n=1 
现在 考虑 G 是 g 维 阿 贝尔 簇 的 情形 (参看 第 V 章 或 略 过 )。 若 G 是 
正常 的 , 有 Ha S Hno DF HP 兰 (Z/p"Z)9 的 结构 环 同 构 于 大 的 po" 
个 拷贝 的 直 积 , 有 


Diff(G/k) S k[r1, £2, ..]/(zx? — zi, Tizili Æ j € Zo) (24) 
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车 G 为 其 特殊 的 , 则 每 个 HD 都 是 无 穷 小 的 , 故 DiE(G/k) 为 局 部 环 
且 对 任意 D € Dif(G/k), 存在 a € k WH D-a RFW. ARGA 
Diff(H, /k) 同 构 于 kler,- zo]/In, 其 中 Ia = (31 suc) (m e 
ng = gn) 为 分 次 理想 , 而 DiS(H, i/k) > DiR(H,/k) 的 像 是 由 一 些 
LE, aR (rite trg =g) ERR kF M 


Diff(G/k) & k[z? ^, a? li € Zoo]/(z1,.., £g) (25) 


对 一 般 的 C, Diff(G/k) 的 结构 是 上 面 两 种 类 型 (24) 和 (25) 的 混合 。 


设 S = Spec(R) 为 诺 特 概 形 , G = Spec(A) HA RFI 5- 群 概 形 ， 
则 一 个 导数 9€ Derr(A, R) 可 以 看 作 AP = Homn(A, R) 的 一 个 元 , 而 
6(ab) = a6(b) 十 500(a) (Va,b € A) 可 表 为 


bo A* — 68g o* --o* Gg 0 (26) 
注意 o 是 AP 的 单位 元 , 可 将 (26) 改写 为 
minh =09R1+18R0 (27) 


因此 Dern CA, R) 可 以 看 作 AP 中 满足 (27) 的 元 组 成 的 尼子 模 。 此 外 ， 
对 任意 aeE R 有 90(a) = 0, 这 可 表 为 


osp(g) 一 0 (28) 


由 (26), (28) 及 和 群 概 形 的 定义 ( 见 I.1.1 中 的 这 )) 易 得 


Ap(0) = 一 9 (29) 
注意 CQ» 是 AP 作为 RR 代数 的 反 自 同 构 (习题 4)。 


引 理 1. 设 工 为 域 上 上 的 李 代 数 , 4 为 工 的 泛 包 络 代数 , 则 A 有 唯一 的 
截 普 大 代数 结构 使 得 


m*0 —0GR1-1Gn0,1*0— —0, o*0 0 (V6 € L) (30) 
目 这 个 霍 普 大 代数 是 余 交 换 的 。 


99 


群 概 形 及 其 作用 论 


证 . 令 志 为 工 的 一 组 大 基 , 则 张 量 代数 T (D). 可 以 看 作 以 二 为 生成 元 
组 的 自由 代数 , 故 可 用 


m*0 =09r1+18r90, 000=0, *0=—0 (voeL) (31) 


定义 KALI m* : TIL) > TIL) & Th (L), o* : Th(L) 一 大 和 大 代数 
反 自 同 构 * : Tk(L) — Tk(L), H. (31) HAER 0 € L 成 立 。 易 见 


(m* Qr idm, (rj) o m* = (idp, (y) Bk m*) o m*, m* = e o m* (32) 
Jt p e: Tk(L)BkTk(L) > T&(GL)eT GL) 为 交换 因子 给 出 的 大 自 同 构 。 简 
FL RRA” m 满足 余 结 合 律 与 余 交 换 律 。 记 A* : TkL) 8r Tk(L) 一 
T(L) 为 乘法 , 六 : k — TRGD) HRA. REIK MNE 


A* o (L* Gy id, (r)) o m* = 1* oo* : T&(L) > Ti(L) (33) 


只 需 考 虑 两 边 在 形 如 a = 01 8k Ok On (01,..,05 € L) 的 元 上 的 作 
用 即 可 。 对 n 用 归纳 法 , n = 0,1 时 可 直接 验证 。 若 n> 1, 记 P= 
01 Qk … Bk On_1, W 


m*a = (m* b) (0n Gx 1 + 1 Gx 64) (34) 
Ki — A* o ((* r idzn(z)) 作用 于 (34), 由 归纳 法 假设 可 见 


gm B)(85 r 1)) = 6, k ó(m* B) — 0, 


(35) 
ó((m*B)(1 &x On)) = ó(m* B) Br On =0 
故 ó(m*o) = 0, 这 样 就 完成 了 归纳 证 明 。 同 理 有 
A* o (idr, (p) &k 1*) o m* = 1* oo* : Tk(L) — Tk(L) (36) 
总 之 m*, 0* 和 给 出 TL) 的 一 个 余 交 换 霍 普 夫 代数 结构 。 
QIC) 为 所 有 
0&0 ' —0' r0 — [0,0] (0,0' € L) (37) 
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生成 的 双边 理想 , W A S TLCL)/I. 我 们 来 证 明 TEL) 的 霍 普 夫 代数 结构 
诱导 4 的 一 个 霍 普 夫 代数 结构 , 为 此 只 需 验 证 对 (37) 中 的 任意 元 w 有 


m*a € I &y Tk(L) + Tk(L) 8x I, t*a € I, oa=0 (38) 


即 可 。 后 两 者 是 显而易见 的 , 对 于 第 一 个 可 以 直接 验证 : 
m* (0 9k 0' — 0' & 0 — [0,07]) 

—(0& 1+1 x 0)(0' &y 1+1 8r 0") -(0' & 1+1 0)(0 8k 1+1 8 0)— 
([0,0"] &x 1 + 1 &x [6,0]) 
(0. Dk 0' — 0' & 0 — [0,0]) Dk 1+ 1 &y (0 8k 6' — 6' Qr 0 — [0,0"]) 

EI &x Tk(L) + Tk(L) &x I 


(39) 
最 后 , 显然 4 的 满足 (30) 的 霍 普 夫 代 数 结构 是 唯一 的 。 证 毕 。 


B k HFE p > 0 的 域 , 记 Bk 为 域 上 上 的 所 有 有 限 型 群 概 形 组 成 
的 范畴 , 而 记 6; 为 {G € Ob(6k)|Fayr — 0) 组 成 的 全 子 范畴 。 注 意 OL 
中 的 对 象 都 是 有 限 无 穷 小 群 。 记 中 为 上 上 的 所 有 有 限 维 产 李 代数 组 成 
的 范畴 。 为 避免 混淆 起 见 记 天 上 的 一 个 产 李 代数 艺 fl p RERA "b 
Bon. 我 们 有 ( 见 [DGa, 1.7] 或 DG, VIA.7.4]) 


命题 4. 若 h(k) = p > 0, 则 G  Lie(G/K) 给 出 一 个 范畴 等 价 @ c £1. 


证 .由 定理 1 可见 G 一 Lie(G/k) 给 出 一 个 ( 共 变 ) KT F : 6; 一 £i. 
Wt G = Spec(R) € Ob(6;), 则 由 上 所 述 任意 0 € Ders (RS k) 满足 (30). 
我 们 下 而 给 出 了 的 逆 。 

设 工 为 k 上 的 Pp- 李 代数 , 4 为 工 的 泛 包 络 代数 , 按 引 理 1 看 作 余 交 
换 霍 普 夫 代数 。 令 J C A Jp P —(0) (0 € L) 生成 的 双边 理想 , 并 
令 R—A/J, 我 们 来 验证 A 的 霍 普 夫 代 数 结构 诱导 R 的 一 个 霍 普 夫 代 
数 结构 , 为 此 只 需 验 让 对 任意 a 二 0 一 7(9)€E A (8 E€ L) A 


m*a E J Ok A+AQr J, cacJ oa=0 (40) 


ch(k) =p A n 的 性 质 , 这 些 都 是 显而易见 的 。 
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这 样 G = Spec(RP) 为 大群 概 形 。 易 见 对 任意 D1,…, Dn € Lie(G/k) 
(n> 0) 及 任意 a E RP A Dio---o Dala?) —0, 故 由 定理 1.31) 可 见 
对 任意 a € ker(o5) tfj a(az) = 0, 从 而 a? € k, 这 说 明 Fe — 0。 这 就 给 
出 一 个 函 子 L> Ol, 易 见 它 是 下 的 逆 。 证 毕 。 


习题 


1. 设 G 为 域 上 上 的 有 限 型 连通 群 概 形 。 证明 车 Dif f(G/k) 是 交换 代数 
则 G 是 交换 的 。 


2. 设 G 为 诺 特 Er- 概 形 S 上 的 有 限 平坦 群 概 形 , 使 得 Fajs = 0。 证 明芳 
Lie(G/8) 是 交换 Os- 李 代数 层 则 G 是 交换 的 。 


3. W G 为 域 上 的 有 限 群 概 形 , 使 得 deg(G/k) 为 素数 。 证 明 G 是 交 
换 的 。 


4. 设 S = Spec(R) 为 诺 特 概 形 , G = Spec(4) 为 有 限 平坦 S- 群 概 形 , AP 
为 4 的 对 偶 霍 普 夫 代数 (注意 它 不 一 定 是 交换 环 )。 对 任意 0 € AP 令 
p98 = oou, 这 样 定 义 了 AP 的 一 个 R- AR oo WEH bp 是 AP 
作为 RR- 代数 的 反 自 同 构 , FH. e = idapo 


5. dk G,G' 为 5- 群 概 形 ， 证 明 wGxsc/s & wey/s ® ways, T 
Lie(G xs G'/S) 同 构 于 Lie(G/S) 和 Lie(G'/S) 作为 李 代数 层 的 直 积 。 


6. 对 任意 群 概 形 T:G 一 S 及 任意 整数 n 都 可 以 定义 一 个 S-A 
ne :G— G: 车 n>0 它 是 对 角 术 射 G 一 Gxs … xsG 与 乘法 态 射 
Gxs ^*^. xsG 一 G 的 合成 ; 车 n <0 它 是 (ne 与 4 的 合成 ;车 n=0 
它 是 7 与 o 的 合成 。 若 G 是 交换 的 则 nc EWR ( 见 例 1.1.3), uE: 

i) no 诱导 的 Os- ERA wecys >was 将 weys 的 任意 局 部 截 口 
w BR nu. 

ii) F G 是 交换 的 , 则 nc 诱导 的 Oc- 模 层 同 态 n&9 bs = Wys 将 
Wys 的 任意 局 部 截 口 w 映 到 nw。 

ii) 4? S 为 Fy- 概 形 (p 为 素数 ) H. C 是 交换 的 , 则 ker(Feys) C 
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ker(pG)。 

iv) 设 G HI k ERARE, n= deg(G/k), W nc = 0。 (din: 
先 约 化 到 天 是 特征 了 > 0 的 代数 闭 域 而 G 是 无 穷 小 群 的 情形 , 这 样 G 
的 函数 环形 如 (1.5), 再 利用 引 理 IL 1.4 的 证 明 中 的 方法 , 证 明 每 个 pov) 
为 29,…,2? 的 多 项 式 。) 


7. 用 局 部 生成 元 写 出 命题 2 中 的 同 构 o* 的 表达 式 。 


8. 设 G 为 域 上 的 有 限 型 不 可 约 群 概 形 , 6 € G 为 一 般 点 ,PE G 为 任 
意 点 。 证 明 典 范 同 态 OG,p 一 Oc. 是 单 同 态 。 (提示 : 可 约 化 为 下 是 代 
数 闭 域 的 情形 , 由 推论 L4. 可 见 G 是 C.M. 概 形 。) 


9. Wb k HEIE p 2 0 的 代数 闭 域 。 证 明天 上 次 数 为 了 的 有 限 群 概 形 在 
同 构 之 下 只 有 ap, Hp 和 卫 阶 离散 群 概 形 。 


第 2 节 群 概 形 作用 的 微 积分 


1. 群 概 形 作用 诱导 的 微分 层 典范 同 态 


d mT:G— SJ ATTENDE, T: X 5 S ADARA p: CG xs X 一 
环 为 G 在 和 上 的 作用 。 仍 用 上 而 的 记号 如 a, M, Lie(G/S) 等 。 
命题 1. Wm: G 一 9 为 分 离 群 概 形 ,T : X 一 S NA ASH p: 
Gxs 一 六 为 G 在 和 上 的 作用 , 则 对 任意 非 负 整数 n, p 诱导 典范 ( 右 ) 
Ox AX? [n] zs 
a* : Px/s > T' Májs (1) 


对 P%js 的 任意 局 部 截 口 wQ@os b (a.b 为 OG 的 局 部 截 口 ) 有 


a*(a os b) = pa) -b (2) 


(其 中 p*(a) Jy p*(a) Æ o ! (Oaxsx /prj M") 中 的 像 )。 且 当 p 是 自由 
作用 时 a* 是 满 同 态 。 特 别 地 有 典范 O x - Bi S] 


o: Os > T'ugjs (3) 
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*4 p je FL rt f HE ISE'E A RR ed s 


3E. 我们 有 交换 图 : 
Sut. = 
l |: l^ (4) 
G = GxsX —— XxsX 


其 中 a = (pro, p) (BH (g, £) — (x, gx)), i — 0 xs idx (Bl z — (e,2)), & 
I (T, M) 为 A (i, 0) 的 理想 层 。 由 (4) 的 右 方 框 可 见 a 诱导 一 个 同 态 
aT >T, 故 诱导 同 态 


PRs > i (Ocx.x/I1"*!) (Yn € Z>0) (5) 


男 一 方面 , 由 于 (4) 的 左 方 框 是 拉 回 而 o 有 一 个 截 口 , 对 正 合 列 0 一 M 一 
OG > Os 一 0 应 用 pri 得 到 一 个 交换 图 : 
0 一 PITA4 一 priOc —prjo.Os—0 
le d (6) 
0 一 Z' —OgGx,x— iiOx 一 0 
其 行 都 是 正 合 的 。 故 priM ST. KEA 


OGxsx/T™t! & pri(Og/ M") (7) 
应 用 i73 得 到 同 构 


OA Ev i !prt(Og/ M") œ~ T*o-1(Oc/NMn"+1) 


= T*Mő;s 


(8) 


(5) 和 (8) 得 到 一 个 同 态 a* : Pjs — 7* Mas. 
最 后 , 5 p 是 自由 作用 , 即 a 是 闭 柑 入 时 , (5) 是 满 射 , 从 而 o* 是 满 
射 。 证 毕 。 


WAF X =G 而 0 为 左 乘 或 右 乘 作用 , 则 命题 1 给 出 命题 1.2。 


例 1. W C 为 域 民 上 的 光滑 完备 曲线 , G 为 非 平 凡 有 限 型 连通 大群 概 型 ， 
po GE C 上 的 自由 作用 , 则 命题 1 给 出 右 Oc- 模 满 同 态 or : Q5 > 
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wG/k@kOc。 注 意 Ob. 为 秩 1 局 部 自由 Oc- Bi. 而 由 所 设 易 见 wayx #0, 
故 必 有 dimk(wcyk) = 1, H. Ob, = Oc, 换言之 g(C) = 1. 


命题 2 设 7 : G 一 5 为 分 离 群 概 形 , 7 : X 一 5 ATIS D: 
GxsX — X XN Ge X EREM, H — Stabc(X) ( 见 12:2). Wi (3) 可 
以 扩展 成 一 个 右 正 合 列 


Ok,s > T*uajs — wH/x — 0 (9) 


3E. 仍 用 命题 1 的 证 明 中 的 记号 。 令 了 CT X eol dfe wx 
义 可 见 了 为 五 CG xs X RHEE. 注意 G xs X 作为 X-I H 
BLAKE o xsidx, 它 给 出 天- 群 概 形 互 KRMAR on : X > H, ik on 
的 理想 层 就 是 五 在 互 上 的 拉 回 , 即 到 /7 在 五 上 的 限制 。 因此 


wH/X © (o xsidx)*(Z'/J) (10) 


对 正 合 列 
[oi Be he hy (11) 


应 用 (oxsidx)* 即 得 (9)。 证 毕 。 


f| 2. 设 C 为 域 上 的 光滑 完备 曲线 , C 为 有 限 型 连通 i 群 概 型 ,Pp 为 G 
在 C 上 的 非 平 凡 作 用 , 我 们 来 证 明 g(C) < 1. 

若 ch(k) = 0, 则 由 推论 1.2.1) 知 G AWIE. h p 非 平 凡 可 知 H = 
Staba(C) 是 GxrC Æ C 上 的 的 真子 群 概 形 , 故 由 推论 1.2.3) 可 见 存在 秽 
密 开 子 集 U COW H xU 在 U 上 光滑 , H. HxcU 是 Gxk 在 U 上 的 
真 闭 子 群 概 形 。 令 4= dim(G), 则 五 xcU 在 UV 上 的 相对 维 数 小 于 d, 故 
UGx,U/JU 关 wFxcr/rs 由 命题 2 这 说 明 a* : Ob — ug Bk Oc & Og 
是 非 平凡 同 态 , 从 而 给 出 一 个 非 零 同 态 f: 057, 一 Oc. 而 由 Q5, 是 秩 
1 局 部 自由 的 可 见 f 是 单 射 , 从 而 有 


g(C) = h° (Qr) < MOc)=1 (12) 


车 ch(k) = p > 0, 则 由 命题 1.ii) 可 知 G 是 不 可 约 的 。 用 命题 1 中 
的 记号 ,并 记 Hn = ker(F,,) (Vn > 0)。 首 先 注意 至 少 有 一 个 正 整数 冯 使 
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得 (1) 中 的 o Æ IPs 上 的 限制 不 是 零 同 态 。 因 若 不 然 , 则 由 的 任意 
性 , 由 定理 1.Lii) 可 见 a 诱导 的 TIA- Povs 一 a s PE SEEN 
Hn Æ C 上 的 诱导 作用 是 平凡 的 ; 再 由 G 的 不 可 约 性 和 形式 完备 化 可 见 
GEC 上 的 作用 是 平凡 的 , 与 所 设 矛盾 。 再 注意 a* 为 Oc- 代 数 同 态 。 对 
f£— n ii Kn = ker(M js 一 Maji). F a: Ob, — wai ik Oc 为 零 同 
is, 则 有 诱导 同 态 加 : Ob. > K28kOc。 Fi po 亦 为 零 同 态 则 有 诱导 同 态 
$a: Ob 一 Ka BkOc, 等 等 。 由 此 可 归纳 地 定义 o6; (i= 2,3,…)。 但 由 上 
所 述 至 少 有 一 个 非 零 同 态 ZEFeys 一 Majs Bk Oc, 故 可 得 到 一 个 pn 7 0. 
这 样 与 ch(k) = 0 的 情形 类 似 地 可 得 到 一 个 非 零 同 态 Q5j 一 Oc. 从 而 
(12) 仍 成 立 。 
我 们 后 面 将 看 到 更 简单 的 证 明和 进一步 的 讨论 。 


2. 群 概 形 的 作用 与 微分 算 子 


XX 1. Br: G 一 5 HRE, T: X> S 为 态 射 ,p:G xs X 9 X X 
G 在 和 上 的 作用 。 一 个 微分 算 子 D € DiffOx /S) 称 为 广 左 不 变 的 如 
果 下 图 交换 : 


| | 0 
p«pr3(D) 


p«OGxsx p«OGxsx 


(这 可 以 理解 为 p* o. D = (idos &os D) o p*). 


易 见 所 有 开 集 上 的 所 有 p- 左 不 变 微分 算 子 组 成 Diff(Ox/5) 的 一 个 
Os- 子 代数 层 Diff(Ox/5)?, 其 中 阶 不 超过 n 的 微分 算 子 组 成 一 个 Os- 
FRE Diff"(Ox/S)?。 特别 地 , 所 有 广 左 不 变 导数 组 成 Ders(Ox,Ox) 
的 一 个 Os- 李 代数 子 层 Ders(Ox,Ox)?, 且 当 S 为 Fy- 概 形 (p 为 素数 ) 
时 它 是 户 李 代数 子 层 。 

注意 OD 一 pri(D) 给 出 一 个 0s(5)- 线 性 映射 Dif"(Ox/S) 一 
Diff"(Ocxsx /G), X —^* D € Diff"(Ocx.x/G) 给 出 一 个 p:(D) € 
Diff. (Ox. pxOcxsx), HIET I D = p.pr3(D) 给 出 一 个 Os-Bi dz 


pxpr3 : Dif f" (Ox /8) > Dif fx,s(Ox.p«Oaxsx) (2) 
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男 一 方面 , 令 Q 05, :Gxs X 5 Gxs X 为 态 射 (97) 一 (g. gv). 显然 它 
是 GxsX 的 G- 自 同 构 。 由 此 可 见 Ocxsx 作为 OG- 模 由 p*(a) (对 Ox 的 
所 有 局 部 截 口 a) 生成 。 故 对 任意 D € Diff" (Ox /S), p* (D) 通过 Oc- 线 性 
扩张 给 出 一 个 Oc- 线 性 同 态 p* (D) : OGxsx 一 Oaxsx. t HEH o^ 可 见 
p* (D) € Dif (Ocxsx/G), 故 p.p*(D) € Diffy,s(p.Oaxsx.p«Oaxsx)» 
ix FE D e p.p*(D) 给 出 一 个 Os-Bi s] 


pxp* : Diff" (Ox /S) 一 Dif f&,s(Ox. p«Ocaxsx) (3) 


定义 可 见 有 正 合 列 


0 > Diff^(Ox/S) 一 一 mrDifjn(Ox/5) ZEAR, 
TDif fX s(Ox.p«Oaxsx) 


(4) 


注意 着 S 是 诡 特 的 而 7 是 有 限 型 的 , 则 Dif f"(Ox /S) 和 Dif f%js(Ox， 
P«Oaxsx) 为 六 上 的 拟 凝聚 层 , 故此 时 Diff"(Ox/5)? 为 3 上 的 拟 凝聚 
层 , 特别 地 Der(Ox,Ox)? Jy S 上 的 拟 凝 聚 层 。 

A Dif f(Ox/S) 及 每 个 Diff"(Ox/39)? 对 G 是 典范 的 , 详 言 之 
对 任意 S-A E o: C 一 G, 令 PpP:G xs X 5 X IN ois mte 
H, 则 o 诱导 典范 的 0s- 代 数 层 同 态 


ó* : Dif f(Ox/S)? 一 Dif f(Ox/S) (5) 
将 Diff" (Ox /S)? 映 到 Dif f"(Ox/S)" 。 


定理 1. Wb: G — S 为 分 离 群 概 形 ; T: X 一 S NA ES D: 
GxsXX X Ge X Effen. 


i) 对 任意 非 负 整 数 n, p 诱导 典范 的 Os- BUE pos 
px : Dif f^(G/S) ^ Dif f"(Ox/S) (6) 


具体 说 , 对 Homos(Ma,s.Os) 的 任 一 局 部 截 口 D. p. 将 v(D) 映 到 
7*(D) op*。 对 所 有 n, Fs (6) 与 嵌入 Diff"(G/S) 一 Dif f" 1(G/S) 
和 Dif f"(Ox /S) ^ Dif f"** (Ox /S) 相 容 。 
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ii) 对 所 有 n, (6) 合 起 来 给 出 Os- 代 数 层 的 反 同 态 
px : Diff(G/S) 一 Dif f(Ox/S) (7) 
i) 上 述 p. 诱导 典范 Os- 李 代数 同 态 
—p, : Lie(G/S) ^ Der(Ox,Ox) (8) 
H% S 为 Fy- 概 形 (p 为 素数 ) 时 它 是 p FANSUB. 
iv) d: G 是 交换 的 , W ER p* 经 过 Dif f(Ox /S)^. 


v) 车 p 是 自由 的 而 7* :Os 一 7.Ox Jf olds (特别 地 当 n 忠实 平 
坦 或 有 一 个 截 口 时 ), 则 p 是 单 同 态 。 


证 .i 将 Pjs 看 作 右 Ox- 模 , & d: Ox > Pjs 为 由 pri 诱导 的 微分 
算 子 ， 
B = (p ° pr12, p © pr13) : G Xs X xs X —^X xs X (9) 


( 即 (g, x,y) (oz; gg))。 由 命题 1 8T ADSHE EHE E n AIGE Ox- 
BRIA ar : Pls — 7 Mas, 这 给 出 Os- 模 层 同 态 as : Homos(Ma js, 
Os) — Dif f" (Ox /S), 将 Homos(Mëjs: Os) 的 一 个 局 部 截 口 万 映 到 
(r*D)oa*od。 由 定理 11 有 Os- 模 层 的 典范 同 构 峭 : Homos(M8js,Os) 一 
Dif f"(G/S), 故 有 典范 的 Os- 模 层 同 态 


p. = au 047" : Diff"(G/S) — Dif f"(Ox/S) (10) 

使 得 对 Homos (M8js,Os) 的 任 一 局 部 截 口 万 有 
p.(U(D)) = 7*(D) oa* od — 1*(D) o p* (11) 
显然 p. : Diff^(G/S) > Diff"(Ox/S) 与 mm : Diff" (G/S) > 


Dif f"* (Ox /S) 相 容 。 
i) 由 (6) 对 所 有 n 的 相 容 性 可 得 一 个 Os- 线 性 同 态 


p. : Dif f(GJS) > Dif f(Ox/S) (12) 
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为 简单 起 见 不 妨 设 3 是 仿 射 的 , S = SpecR, 如 (1.2.2) 那样 将 (11) 的 右 
边 表 为 (D BR idox)op*。 对 任意 D. D' € Homos(M&js,Os) 有 
((D 8r idox) o p*) o ((D' $n ido) o p*) 
—(D &g ido, ) o (D' 8r ido; 8r ido, ) o (ido; &g p*) o p* (13) 
—(D' 9r D 8r idox) o (m* BR ido, ) o p* 
=(((D' 8r D) o m*) &n ido, ) o p* 
男 一 方面 , 由 定理 11 50 wD )ow(D) — v((D' & D) o m*), 这 说 明 
p« (UD) o (D)) = p. QD) eps(V( 万 )) (14) 
即 px 为 Os- I foc Fd as 
ii) 由 ii) 立 得 。 
iv) 仍 设 S = SpecR, 注意 下 图 是 拉 回 : 
GxsX —— X 
|iaexa l^ (15) 
Osa X xaX es 
用 定理 1.1 的 证 明 中 的 方法 , 可 见 8 诱导 一 个 典范 Os- 


B* : Px/s 一 DrPI2PXK1/S (16) 
不 难 验 证 下 图 交换 : 
Ox EN A BE 
|e [e (17) 
«. pr5 (d 
p«OaGxsx JR p«pri PX js 


这 是 因为 p.pri(d) 由 prio 诱导 , 只 需 验 证 po pri» = prio 6, 而 这 是 显 
然 的 。 

由 (17), 一 个 截 口 E Diff" (Ox /S)? 对 应 于 一 个 Ox- 线 性 映射 D : 
Pis Ox 使 得 下 图 交换 : 


Px/s c. Ox 
le |” (18) 
pxpr3(D) 


D«pr3 Py js — ——»5 p.Oaxsx 
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4 D € Homo,(M5,s.Os)  Diff"(G/S) (参看 定理 1.1), 定义 
D = *(D)oa* : Px/s > TMG/s > Ox (19) 


我 们 来 验证 下 图 交换 : 


Lu D 
PS 一 = Ox 
CS us TO 
B* T Meas p* (20) 
v A* * v 
. p«pr3(D) 
P«pr3 Py js 二 PrOGxsx 


| As xs 7)' (D) 
p«(T Xs T)* Mes 


其 中 入 由 入 = (pro,popris) : G xs G xs X — G xs X (Hl (g,g',x) 号 
(g',97)) 与 下 而 的 交换 图 : 
Gxs X =P X 
idexsoexsidx | [oes sias (21) 


GxxeU xs Xx xXx 


诱导 , 而 v* f 


v —(pr.popros pra): GxsGxs X —^5Gxs X xs X (22) 


(HI (g,g ,2) — (g, g'z,2)) 与 下 面 的 交换 图 : 
Gxs X =a. Gxs X 
iacxsocxsiax | |iaexsax (23) 


GxgGxg X — ,GxsXxsX 


诱导 。 由 的 定义 可 见 (20) 上 而 的 三 角形 交换 ; 下 而 的 三 角形 是 OG- 线 
TERI. 故 对 其 交换 性 只 需 在 180s Pjs 上 验证 , 这 仍 由 D 的 定义 得 出 ; 
左边 的 平行 四 边 形 的 交换 性 由 ao 和 =Boz 可 见 (这 里 用 到 G 的 交换 
性 ); 右边 的 平行 四 边 形 的 交换 性 是 显然 的 (系数 变换 ), 这 就 验证 了 (20) 
的 交换 性 。 
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上 所 述 , (20) 的 交换 性 说 明 Dod 是 p- 不 变 的 。 
v) p 是 自由 的 , 则 由 命题 1 可知 ar : P&s 一 7*M&js 是 满 同 
zs. 故 
GD (T* M&s. Ox) = Homox (TME/s, Ox) — 


Homox (Px/s; Ox) 


(24) 


是 单 同 态 。 注 意 Homox (7* Ms. Ox) = Homos (Mes, Ox), # r": 
Os > TxOx 是 单 同 态 , 则 7* : Homa(Mg,s, R) > r«Homoy (7* Mes; 
Ox) 是 单 同 态 , 从 而 


a, o7* : Homg(Mgj;s, R) ^ Homoy (PX/s, Ox) (25) 


是 单 同 态 。 故 由 i 可 见 p. : Dif f"(G/S) 一 Dif f"(Ox/S) Xf. Fas. 
证 毕 。 


注 1. 由 注 1.1 与 定理 1 可 见 p 诱 导 典 范 的 Os- 代 数 层 同 态 Dij (G/S) 一 
Dif f(Ox/S). 


3. 群 概 形 作用 的 外 微分 与 德 拉 姆 复 形 


设 T:G 一 5 为 分 离 群 概 形 ,7 :六 一 5 为 分 离 态 射 ,Pp:GxsX 一 XX 
HCEX WEM. SAN 


n 


Pua:Gxg"xgGxsX— Gxs-".xsGxsX O<ïsn) (1) 
为 对 除 第 i 个 外 的 所 有 因子 的 积 的 投射 (因子 指标 从 0 到 m), 并 令 
Vn :Gxs es XC — Ges. xsG xs X (2) 


HAH (go, 9n. £) > (9095 5. 9n—195 gn). BEAZ) ( 见 (1.1.11) 


0 一 weys > Májs — Os 一 0 (3) 
可 得 正 合 列 
n n n=l 
0 一 人 ucis 一 人 Ms 一 A wa/s—0 (vn > 0) (4) 
Os Os Os 


111 


群 概 形 及 其 作用 论 


4 E : Ros Más 80s Ox 一 Go Más Gos Ox 为 由 Dp E 
(71) iw; VESRMEERSE (参看 注 I1.1)。 易 见 0" 诱导 一 个 态 射 入 : 
Ao, M&js8osOx 一 人 中 ME/sG@osOx。 我 们 下 面 来 证 明 O^ (Ab, weys 
@osOx) C NS vas Sos Ox» 

3138 1. Wt a 为 M 的 局 部 截 口 , 则 


i) m'(a) -a&1- 18a 是 pri (V) PS(W) KAR 
ii) i*(a) +a 是 M? 的 截 口 。 


E 


证 .i 注意 o : OG > 2710s 有 分 拆 , 可 见 下 列 正 合 : 

0 — pri (M)-prá(M) > (ida xso): M6 (ox sida). M 一 ker(obsxsc) 一 0 
(5) 

a 为 M 的 截 口 可 知 m* (a) H ker(o6, a) 的 截 口 ,而 a@1 和 1@a 也 

是 ker(o5xsG) 的 截 口 。 但 


(idexsoj*(m*(aj-aa@l-lea) = (oxsidc)*(mx*(a)-aal-lea) =0 (6) 


B m*(à) 一 a@1-184 为 Pri() pri) WRD. 
ii) 4 u = mo(idg,1) : GxsG — G (Bl (g, g^) gg), W] po Ac = 
oo. t 1) fi (a) ca 1-18 (a) +b, JEn b H pri (M) - pr3(M) 
的 截 口 。 故 
0 — A& o n' (a) = Abla & 1-- 16 (a) +0) = a+ (a) (mod MP). (7) 


证 毕 。 


设 yess 4075 —1 为 WG/s 的 截 口 ,为 Ox 的 截 口 。 由 引 理 1 直接 计 
算 可 得 
ó" (ug & ---Guaa &b) 
zuo 89w-81 8w: G- Own- br 


=0 
(1) H (w 8- Dwn 891891- 


X wg Owal wiy S Dwn Dw ®1) 
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- (1® Treig (1 &b — à9(b))) (mod Ques Qos Ox) 
Os 


=$ ((71)wo9---Gu 1818909 Gus i 


(8) 
(-1)"uo 8 --- Gui 818 0419-8718) 9b 
(mod Quecs Os Ox) 
Os 
注意 (8) 中 的 最 后 一 式 映 到 AGE OL Sos Ox 中 的 像 为 0, 这 说 明 
n+l 
ó" (Neuss Gos Ox) C ^ wajs Qos Ox (9) 
故 7 诱导 一 个 态 身 
n+l 
"Asus Gos Ox 一 A WG/s Sos Ox (10) 
我 们 来 验证 0" o 0"! = 0, 为 此 只 需 验 证 0" 00" = 0, p 57 的 定 
8^ o 5^ 等 于 下 列 项 的 和 : 
n n—1 
cy SOCI pao Phas; (11) 
n—1 
3-1] 95e est as (12) 
i—0 
5o D p. ov i (13) 
Dn e DAE ; (14) 
— OV. (15) 


(11) 显然 等 于 0; (12) 与 (13) 相 消 ， 因为 Vn- 19 pn,i = Pn—1,i 9Vn (0xix 
n —1) 不 难 验 证 Vn— 1 9 Pn,n = Vn— 19V, TA (14) 与 5 (15) TH TH o 
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现在 可 以 定义 一 个 复 形 态 射 Ox s 一 DRo, 其 次 数 为 n 的 分 态 射 为 


" 
Hh : Ays > A ways 80s Ox (16) 
Os 


其 中 uh l 


Hn — (popron, - - - , popr(n—1)n; Pra) : GXs A^. xsGxsX — Xxs EE: xsX 

(17) 
(HI (go, ---; 9n—1: £) ^ (goz. ....9n—12, 2)) 诱导 。 为 验证 交换 性 uod" = 
Ô” o Wh, 只 需 验 证 Tn, O Hn+1 = Hn O Pn,i (0 S i < n) 和 Tn,n+1 2 Hn41 = 
Hn o Vn, 这 些 都 是 显然 的 。 由 于 js Æ Ox 上 由 d" (Oys) 生成 , 可 见 
只 有 一 个 Ox- 线 性 同 态 2xys 一 DRp, 其 零 次 分 同 态 为 单位 自 同 构 。 总 
之 有 


定理 2. Wb m: G> S 为 分 离 群 概 形 ;, 7 : X 一 S NIAE ASH. p: 
Gxs X 5 X Ng G dk X Emm. 则 


69 ót 2 82 3 
DR,: Ox — — T*wajs ——> T* No, wajs ——— T* Nos wajs 
$3 
— a 


(18) 


其 中 每 个 on 由 X (Dph + (70v 诱导 ; 


1 一 0 
ii) Ox 的 单位 自 同 构 诱 叶 (唯一 ) 典范 Ox- 线 性 同 态 0xys 一 DRy， 
其 工 次 分 同 态 为 (1.3) 中 的 a*, 且 当 p 为 自由 作用 时 它 是 满 同 态 。 


谱 序列 理论 (参看 例如 [L1, XI4) 立 得 


推论 1. 在 定理 2 的 条 件 下 , F was 平坦 , 则 o 诱导 典范 强 收敛 谱 序 列 
(E, E): 


Ej) = A wo/s 8o, Rir,Ox, E” = H"(DR,) (19) 
Os 


H FOE" = En, F"* En —0, 此外, 354 CE". E”) 为 谱 序列 
Ej) = RIT js, E"-W"'(Ox,) (20) 
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则 典范 Ox- 线 性 同 态 Qs > DR, 诱导 典范 的 谱 序 列 同 态 (E^. ET) 一 
(本 下 


ik 2. 我 们 猜想 当 G 交换 时 有 
weys@os 1C ker(ô!) (21) 


^ X =G p= m 时, (21) 对 一 些 特殊 情形 是 已 知 的 。 事 实 上 ，(21) 
至 少 在 大 多 数 情形 成 立 , 这 是 因为 车 o 为 weys HRO, W 9 (561) = 
(nw(w) 一 w@1 一 18w)@1 是 对 称 的 (K G 是 交换 的 ), tico (o 1) =0 
当 5 为 Z[ 丰 - 概 形 或 weys 局 部 自由 时 成 立 。 


习题 
1. 详细 写 出 5? 的 定义 。 
2. 证 明 推 论 1。 


3. 设 G 为 特征 p > 0 fü k Eng d 维 有 限 型 几何 约 化 群 概 形 。 将 
Oco AE OG 的 子 层 。 证 明 局 部 可 取 Oc HARDO 71,…, Za 使 得 Oc 在 
Oa 上 局 部 为 所 有 vi esci? (0 < asia < p) 生成 的 自由 模 , 且 有 
D1,.…, Da € Dero p (Oc. Oc) 使 得 Diles) 204 (1 <i,j «d). 


第 3 节 切 从 与 诱导 作用 


1. 切 从 与 微分 算 子 从 
设立 为 诺 特 概 形 。 对 X 上 的 任 一 凝聚 层 5, 定义 
Vx(£) := Specx (Symo, (£)) (1) 


在 没有 疑问 时 可 简 记 为 VE). FF E 是 局 部 自由 层 , W VE) 2g X 上 的 问 
EA RŽ, 关上 的 任 一 向 量 从 同 构 于 某 个 VE), 其 中 E 为 局 部 自由 层 
(习题 1). 注意 V(E) 的 典范 性 : X 上 的 任 一 凝聚 层 同 态 f ESE 诱导 
所 - 概 形态 射 f* : VE) 一 V(E). 
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对 一 般 的 £. 我 们 来 说 明 C = Y(E) 具有 闪 - 群 概 形 结构 。 简 记 A = 
Symox(E) = Qi, Ai, 其 中 hi 为 A 的 i 次 齐 次 部 分 。 作 为 Ox- 代数 , A 
hH Ai RE 生成 。 不 难 验 证 


A Go A S Symoy (A1 Box 1 ® 10, A1) (2) 


对 E TERMAR a & m*(a) = a Go, 1 + 1 80x a, oœ (a) = 0 & 
i*(a) = —a, 就 给 出 Ox- 模 层 同 态 m* : A 一 (A ox 1 ® 1 80x Aı), 
0* :€ > Ox K *:E 5 £, ATAN Ox- m* :4 一 4@ox A, 
oœ : A — Ox RV: A A, 这 等 价 于 X288] m:GxxGoG, 
o: X > GML: G — G, 不 难 验 证 这 给 出 G 的 一 个 交换 (加 法 ) 群 概 形 
结构 。 由 定义 易 见 


WG/X ET (3) 
(习题 2). 


i WUFEREOE BA X SC. 我 们 可 以 定义 环 概 形 , 以 及 一 个 给 定 的 环 概 形 上 
的 模 概 形 。 
定义 1. 一 个 概 形 5 上 的 环 概 形 是 指 一 个 5- 概 形 及 连同 5- 态 射 a = ar : 
RxSR=R (“ME”) m=mr:Rxs R=R (“PRE”), og: S R 
(“FARDO”), er : S 一 及 (“HIRD”) 和 ir SR RA FEM: 

i) 及 是 以 a 为 加 法 , oR 为 零 截 口 及 ir 为 (加 法 ) 逆 的 (加 法 ) 交换 
TEHIDE: 

ii) mo (idr xs m) = mo(m xsidg) : R Xx s R. xs R. — R (BÆK i 
JL 6); 

iii) mo (eg xs idr) = mo (idr xs er) = idr : R —^ R; 

iv) mo (idr xs a) = a o (m o pr12,m o pri3) :及 xs 及 xs 及 一 及 
(“ 左 分 配 律 ”); 

m o (a xsidg) = ao (m o prl3,m o pros) : R xs R xs RR 


(“ 碳 分 配 律 ”)。 
如 果 乘法 还 满足 交换 律 , 则 称 及 为 交换 环 概 形 。 
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定义 2. 给 定 一 个 概 形 S 上 的 环 概 形 R, 一 个 RR- 模 概 形 是 指 一 个 加 法 
5- 交 换 群 概 形 AM (其 加 法 、 零 截 口 和 加 法 北 分 别 记 为 am, om 和 im) XE 
同一 个 “RR HEH” p: R xs M 一 M, 满足 如 下 条 件 : 

i) po (idr xs p) = po (mr Xs idm) : R xs R xs M — M; 

ii) po (er xs idm) = idm : M & S xs M — M; 

iii) po (idr Xs am) = am ° (p ° pr12, popria) : R xs M xs M > M 
(“ 左 分 配 律 ”); 

p? (ag xsidm) = am o (p° pr13, p o prə3): R xs R xs M —> M 

(“ 右 分 配 律 ”)。 


一 个 5- 环 概 形 等 价 于 一 个 可 代表 的 反 变 函 子 Scbs 一 ((rings)); 而 
对 于 一 个 给 定 的 5- 环 概 形 R, 一 个 有 R- 模 概 形 等 价 于 一 个 可 代表 的 反 变 
F M : Sch 一 Ab 连同 一 个 自然 变换 p : 及 x M 一 M, 使 得 对 任意 
T € Ob(6ch), p(T) : R(T) x M(T) > M(T) 给 出 M(T) 一 个 有 R(T)- 模 结 
构 (习题 4). 

例如 , 不 难 验证 R = A! = SpecZ[z] 具有 一 个 环 概 形 结构 , 由 


a*(7) = X81+1®7, mM*(7) = rG&z, oR(7T) = 0, eg(r)-—1, (7)= -r 
(4) 
给 出 , 从 而 对 任意 概 形 X. AX 具有 和 - 环 概 形 结 构 ; 车 AX 为 诺 特 概 形 而 
E 为 做 上 的 凝聚 层 , W V(E) 具有 AX- 模 概 形 结构 (习题 5). a, X 
上 的 向 量 从 都 具有 AxX- 模 概 形 结构 。 
注意 对 任意 环 概 形 R 上 的 模 概 形 M 均 有 


po (or xsidm) =0m, tm — —lu—po((noe)xsida) — (5) 
(习题 3). 
引 理 1. 设 5 为 诺 特 Q@- 概 形 , 5- 环 概 形 R = AS. T: V — 5 为 有 限 型 分 
ASH. A V 为 及 - 模 概 形 , 则 存在 S 上 的 凝聚 层 £ 使 得 有 有 RR- 模 概 形 同 


Mj V & V(£). 


证 .对 任意 双关 0, W En C Ov 为 所 有 满足 p*(b) = x" 0s b ffl Ja BR 


LH 
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b ARETE, 则 易 见 Ov 分 解 为 0s- 模 层 的 直 和 
ov = CD& (6) 
n=0 
且 显 然 对 任意 m,n > 0 有 Er En C £s, 这 给 出 Ov 一 个 分 次 Os- 代 数 


层 结 构 。 对 Ov 的 任 一 局 部 截 口 5, 由 (5) 可 见 op (b) = 0 当 且 仅 当 p*(b) 
在 TYORxsv 中 , 故 


I :— ker(oy) = Q En (7) 


n=1 
H. Bo = T 10s. 
我 们 对 n 用 归纳 法 来 证 明 £r = En, Xp n — 1 528. Xr En 的 任 一 
局 部 截 口 b, 设 


at,(b) = b os 1-- 1805 b+ Y bi Go; b, (8) 
i 


其 中 b; b; JR EUCIKEI. 其 次 数 之 和 记 为 4d;。 由 左 分 配 律 有 


2" Go; at, (b) = Y 2“ Bos b; Qos b; (9) 
i 


比较 两 边 z HA AKRE, 即 可 见 所 有 di — n. HIE 2.1 可 见 (8) 的 右 
边 除了 两 项 5@os 1 M 180s b 外 都 是 priZ- priZ WARO, we bi P b; f 
次 数 都 > 0, 从 而 次 数 都 < no 特别 地 , d n — 1 则 (8) 的 右边 只 有 两 项 
2@os1 和 1@osb。 将 Av 作用 于 (9) 的 两 边 得 


25 (b) = 2b -- V bb, (10) 


右 分 配 律 得 po2v = po (2r xs idv), 将 p* 作用 于 (10) 的 两 边 得 


(22)" &o, b = 2” Qos (2b + M b:b,) (11) 


此 得 (2^ —2)b = 55, bibi, 车 n> 1 则 由 归纳 法 假设 可 见 右边 在 ED P, 
和 由 S 是 Q-HDE WT Y. b ze Er 中。 


-所 
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此 有 op£i 兰 wv/s, H S 上 的 凝聚 层 , HT Iovis S E, 而 Ov 作 
为 Os- 代 数 层 由 £i 生成 。 这 样 对 于 任意 仿 射 开 子 概 形 U = Spec C S 
有 分 次 RACIO n] 


4:Syma(wv/s(D)) 一 Ov(r * (U)) (12) 


H. Ov. |.-iqv) 由 Ov(7! (U)) 生成 。 由 上 所 述 还 可 见 这 给 出 RR- 模 概 形 同 
d f: V 一 V(wv/s)。 我 们 来 证 明 ó 是 同 构 。 记 A Symna(wv;s(U)), 
M = SpecA, I = ker(ó), J = wv;s(U)A. i b € I 2g n 次 齐 次 元 (n > 0), 
则 由 了 是 同 态 可 见 mM(2?) € (I &n 1,1 Gn I), 这样 就 有 


m54(b —-b8g1—1G8gb— > biBos b; + ceosc (13) 


其 中 bci € I, b.c € J 且 均 为 齐 次 元 。 由 上 而 的 讨论 可 见 每 个 bi,c 的 
次 数 都 <n。 注意 车 n= 1 则 5=0, 由 归纳 法 可 设 所 有 bi = c; = 0, 从 而 
由 上 而 的 讨论 得 5= o, 

总 之 了 是 同 构 。 证 毕 。 


在 特征 非 零 的 情形 , 一 个 RR- 模 概 形 不 一 定形 如 V(E), 例如 在 上 = 了 
F, XT R = Speck[x] 和 V = Speck[y], ti p*(y) = 2? & y 定义 一 个 作用 
P:RRxkV — V ( 即 及 经 过 夫 罗 贝 纽 斯 再 左 配 作用 于 VV 上 ), 易 见 这 给 出 
V 一 个 及 - 模 概 形 结构 , 它 不 同 构 于 任何 V(M) 的 RR- 模 概 形 结构 。 


引 理 2. dt S 为 诺 特 概 形 , R= AS (看 作 环 概 形 ), EF 为 5 上 的 凝聚 
层 。 则 一 个 R-E A VE) > VF) 典范 等 价 于 一 个 Os- 模 层 同 态 
三 一 上 E。 


E.E mMm=mR:R xs R >R HR WRK, 且 对 一 个 RR- 模 概 形 M 记 
am: M xs M — M 为 M ITEAUE. p — pu: R xs M — M 2 Rd 
M 上 的 左 乘 作用 。 为 简单 起 见 不 妨 设 5 = SpecR, W R = SpecR[z]. i 
E= Ë, F = F, Jp E, F AGUA R- 

显然 一 个 RRRA S: Fo EAA SES f: V(E) 一 
V(F), 且 易 见 了 是 及 模 概 形 同 态 。 反 之 , 设 8 : V(E) 一 VEF) 为 一 个 
尺 - 模 概 形 同 态 , 则 $ 由 RE- 代数 同 态 ó* : Syma(F) 一 Syma(E) 诱导 。 只 
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需 证 明 将 Syma(F) 的 一 次 齐 次 部 分 下 映 到 Syma(E) 的 一 次 齐 次 部 
分 E. mi 9 是 天- 模 概 形 同 态 有 


Pcr) 9 (ida xs $) = 6o py(gj : R xs V(£) ^ V(7) (14) 


R dk V(7) 上 的 左 乘 作用 的 定义 有 


F = (b € Symg(F)|p*(b) = £ Ər b) (15) 


(14) 和 (15) 可 见 , Ti be F y 


p* (6* (b)) = (idriz) Sr *)(P*(b)) = (idR[z] BR ó*)( Ər b) = x Or ó*(b) 
(16) 

WW ot(beE. Wt. 

推论 1. Wb S 为 诺 特 概 形 , RR = AL (看 作 环 概 形 ), EF X9 S 上 的 局 部 自 

由 凝聚 层 。 令 G = Homos(E, F), W V(9) 代表 6cbs 上 的 如 下 预 层 : 

T — Homrxsr(V(E) xs T,V(F) xs T) 
其 中 Homgxsr(V(£) xs T, VCF) xs T) 看 作 RO). 
TELE GM T:T — S, 由 引 理 2 可知 有 典范 一 一 对 应 


HomRxsT(V(E) xs T, V(7£) xs T) o Homor (T*F,T*E) (17) 


F 为 局 部 自由 凝聚 层 可 知 


t“Homos (FE) € Homor (t FTE) (18) 


注意 Y(9) xs 了 一 了 的 一 个 截 口 了 一 V(9) xs T 等 价 于 一 个 Or- 模 同 
x T*U — Or, 而 由 6, 太 局 部 自由 可 见 


T*G Homo, (T*£,T* £F) STEY Bor T*F (19) 
从 而 有 
Homo, (7*8, Or) STF Qor T'E SS Homor(rTF,T*€) (20) 
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由 此 得 到 Homgssr(V(£) xs T. V(£) xs T) 与 V(G)(T) 之 间 的 典 
一 对 应 , 不 难 验证 它 是 及 (T)- 模 同 构 。 证 些 。 


Wn: X — S 为 诺 特 概 形 的 有 限 型 分 离 态 射 , 则 Qs 为 X 上 的 凝 
KE, 我 们 定义 
Tx/s := V(OX,s) (21) 


WA X dE S Ld (HHX) 32 A, 尽管 它 未 必 是 向 量 从 (不 难 验 证 这 是 工 1.3 
中 的 定义 的 推广 )。 
引 理 3. 下 而 是 切 从 的 若干 基本 性 质 。 

i) 切 从 是 典范 的 , 即 任意 Scu f : X 一 了 诱导 与 f 相 容 的 
5- 态 射 Ty : Tx;s > Ty/s, ifj Jii] ds f*Qyjs 一 ys 所 诱导 的 
SA Tx/s 一 V(f*Qys) & Tvjs xy X 是 AX- 模 概 形 同 态 。 

ii) 37 S' 为 5- 概 形 而 X' — X xs S, 则 有 Ax,- 模 概 形 同 构 T xc js, S 
Tx/s xs S' & Tx/s xx X’. 

iii) 对 任意 两 个 5- 概 形 X, Y, 有 典范 Ak y sy- 模 概 形 同 构 Tx «sys S 
Tx;s Xs Ty/s GEI ftd. AX ay `> Ak xs Ay). 


证 明 很 容易 , 留 作 习题 (习题 6). 

还 可 以 定义 怀 ED REL A: 对 任意 n>0 有 闫 在 S 上 的 ( 阶 不 
超过 n 的 ) DEPA VPR s), 注意 它 有 左 、 右 两 种 AX- 模 概 形 结构 ， 
V(Pt,s) S Ak, RAZ AX- 模 概 形 同 构 V(Py,s) 兰 AX 四 Tx/s。 引 理 3 
可 以 推广 到 微分 算 子 从 (习题 9) 。 

此 外 还 可 以 定义 VY(Diff3(Ox,Ox)), 注意 其 中 Dif f2(Ox.Ox) S 
Homox (Pes. Ox)» 

设 G 为 有 限 型 分 离 5- 群 概 形 , 记 


Lie(G/S) = Vs(wcys) (22) 
为 As- 模 概 形 , 并 有 李 代 数 概 形 结构 (参看 习题 4)。 由 命题 1.1 有 


Teys & Cie(G/S) xsG (23) 
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定理 1.1 可 见 Cie(G/S) 的 局 部 截 口 可 以 理解 为 G 的 左 不 变 导数 CHI 
李 代数 层 Lie(G/5) 的 局 部 截 口 ), 故 称 Lie(G/S) 为 G K FEREKA, E 
一 般 地 , AER n > 0 令 


Dif f"(G/S) = Vs(MG,s) (24) 


为 AL-EUBOÉ. 由 命题 1.2 有 


Vo(P2,s) = Diff"(G/S) xsG (Yn 2 0) (25) 


定理 1.1 可 见 Dif f^(G/5) 的 局 部 截 口 可 以 理解 为 G 的 阶 不 超过 的 
左 不 变 微分 算 子 ( 即 Dif f"(G/S) KARRA), 故 称 Dif f"(G/S) 为 G 
的 次 数 不 超 过 n 的 微分 算 子 丛 。 


2. 和 群 概 形 的 作用 在 切 从 上 的 诱导 作用 


命题 1. 设 了 : X 一 S 为 诺 特 概 形 的 有 限 型 态 射 , r : G 一 S 为 群 概 形 , p 
2 Gde X ERI. W ps G 在 Txjs 上 的 与 p 相 容 的 作用 。 


证 . 由 引 理 IL2.1 我 们 知道 p 等 价 于 一 个 G xs X 的 一 个 G- 自 同 构 
$ : (g,2) — (g.gz), 满足 (g.9'.9g'v) = (g.9.9(g2)). r3| SR 3 可 见 ® 
诱导 Taxsx/G XG xs Txs 的 G- 自 同 构 V, 而 两 个 G xs G- 自 同 构 


$4 = idpr xg 9,99 一 idpr XG 9: GxsG xs X 5 GxsGxs X (1) 
分 别 诱 导 TGxsGxsx/GxsG XG xs G Xs Txjs 的 GxsG- 自 同 构 
V; = idpr, XG V, V5 = idpr, XG V (2) 


男 一 方面 , 由 引 理 3 可 见 Bs = idm xo 9 所 诱导 的 G xs G xs Tx/js 的 
G xs G-H EHX 
Vs 三 二 xgG V (3) 


5|38 1.2.1 有 $1 oP = Bs, 故 由 引 理 3 有 Vi o V» = Vs, B 


ida xU = (idpr, xg V)o(idpr; xet) : GxsGxsTx/s LE GxsGxsTx/s 
(4) 
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再 由 引 理 1.2.1 可 知 V 等 价 于 G E Txs 上 的 一 个 作用 
Ao WE 


它 显然 与 p gH 


对 (2.1.9) 应 用 函 子 V, 我 们 得 到 AX- 模 概 形 的 正 合 列 
Lie(H/X) — £ie(G/S) xs X ^ Tx/s (5) 
Bj 1. $ p H G= GL,z dE X = A" (看 作 马 上 的 加 法 群 概 形 ) 上 的 
典范 作用 。 令 站 = Lie(X/Z) S A", 则 Txjz SV x X, WV 的 坐标 


t= (ti, tn) M X HEER £= (11m) 合 起 来 作为 Txyz 的 坐标 。 命 
题 1 所 说 的 G 在 Tx/jz 上 的 诱导 作用 为 


(g.(z,v)) = (gz,gv) (ge Gr € X,v eV) (6) 


直接 计算 可 见 (5) (ftis S po px : Lie(G/Z) x X —^ Txyz 由 
(laiz) £) > (Y ait,- X an525), £) (7) 
j=l J= 


给 出 。 存 在 G 在 Cie(G/Z) x X FEH n: 
(9, (a5). 2)) = (g(ai7)g gz) (8) 
与 p 所 诱导 的 G 在 Tx/z 上 的 作用 相 容 。 


告 : 7 不 是 p 诱导 的 典范 作用 , 因为 Lie(G/Z) 的 截 口 是 广 不 变 的 , 即 p 
在 Cie(G/Z) 上 诱导 的 典范 作用 是 平凡 的 。 


引 理 4. BER H S. 上 的 分 离 环 概 形 , 则 存在 有 Rxs 叉 中 的 一 个 典范 闭 子 
概 形 U, 代表 如 下 预 层 : 
F : Gebs —((groups)) 
T > {R(T) 中 的 单位 } 


证 . 记 1R :5 一 RR 为 单位 截 口 , Wh RES E BRI Ir ERI 
^. 


U = m^ (im(1r)) (9) 
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D MER T E€ Ob(Schs), pri(T) : U(T) > R(T) £5 U(T) 与 R(T) 
中 的 单位 组 成 的 子 集 之 间 的 一 一 对 应 。 这 说 明 UL 代表 了 。 证 上 毕 。 


设 25 为 诺 特 概 形 S 上 的 局 部 自由 凝聚 层 , 记 及 = Ah, A=V(Endos(E)), 
推论 1 可见 4 代表 预 层 
T 5 EndrxsT(V(E) xs T) 


则 


从 而 具有 环 概 形 结构 , 且 为 R- 代 数 概 形 。 由 引 理 4 有 Axs A 中 的 闭 子 
概 形 U 代表 预 层 


T — AutgxsT(V(£) xs T) 


局 部 它 是 一 般 线 性 群 概 形 , 故 可 记 U = GLy(ey;s. AXES UE pri: — A 
AJ (J 7)。 

例 1 pf EHI m 可 以 推广 到 一 般 情 形 。 设 C 为 有 限 型 分 离 3- 群 概 
形 , € = M6&js 或 wcys, 如 上 一 小 节 那 样 理解 为 微分 算 子 从 或 村 代数 从 。 
我 们 来 证 明芳 E 在 S 上 是 局 部 自由 的 , 则 C 在 自身 上 的 共 轿 作用 诱导 
G dk V(£) Effj A *3C€98 EH" (9, D) = g.D. 

为 简单 起 见 采 用 预 层 的 语言 , 并 对 一 个 态 射 9 :3 一 C 给 出 的 平移 
T, W Tg. (15) X gx (9*)。 按 预 层 的 语言 , 一 个 微分 算 子 D 是 左 不 变 
的 当 且 仅 当 对 任意 g 有 gxD =g o Dog* — D. 我 们 需要 证 明 若 万 是 
左 不 变 的 , 则 对 任意 g, gD 也 是 左 不 变 的 。 对 任意 :5' 5 G 及 局 部 函 
A f 


g.Doh*(f) = g * o D(f o(hg)) 
—g *oD(fogo(g !hg)) 
—g *o(g hg) o D(f o g) 
= hog I o D(f o g) = h* og.D(f) 


(10) 


故 gD o h* = h* og, D, XW gD 是 左 不 变 的 。 

WARNA TAE HERE, 由 推论 1 和 引 理 4 可 见 这 个 作 
用 等 价 于 一 个 线性 表示 (AE) b: G 一 GLy(eyjs. F € — was, WW o X. 
诱导 一 个 李 代数 同 态 办 : Lie(G/S) 一 End, (Cie(G/5)), 它 可 以 计算 如 
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Fo X} Lie(G/S) 的 任意 截 口 D, D' 及 Oc 的 任意 局 部 截 口 f. 由 定义 有 


$.(D)(D')(f) = (D' 8 id) o (1 id)* ®id)o (id & D) o mios) 
= (D' &id) o (/* - id) o (id & D) om'(f) 
= ((D' 01*) & D)(m*(f)) + (D 8 D')(m*(f)) 
— (-D'oD4 DoD^(f) 


(11) 


TK 6. (D)(D') = Do D' — D'o D = ad(D)(D'), Bl ó.(D) — ad(D). 此外， 
直接 计算 不 难 证 明 o. 给 出 的 G 在 Lie(G/5) xs G 上 的 作用 


(g, (D, h)) > (g.D, ghg ^!) (12) 
与 命题 1 中 的 G E Tas 上 的 诱导 作用 一 致 。 总 之 有 


命题 2. Wb C 为 诺 特 概 形 S 上 的 有 限 型 分 离 群 概 形 。 对 任意 见 > 0, 31 
Me&js 是 5- 局 部 自由 的 , W G E HA FRIE Ws c 在 Diff"(G/S) 
上 的 一 个 A$- 线 性 作用 (g, D) 一 gD, 它 等 价 于 一 个 5- 群 概 形 同 态 $ : 
G — GLpirp(ajs)/so 特别 地 , Ti was 是 5- 局 部 自由 的 , wp G 在 自身 
上 的 共 思 作用 诱导 G 在 Lie(G/5) 上 的 一 个 At- 线 性 作用 (g, D) 一 94D, 
它 等 价 于 一 个 群 概 形 同 态 0 : G 一 GLeie(G/s)/s; 而 9 诱导 的 李 代 数 同 
d& 办 : Lie(G/5) — Enda; (Cie(G/5)) 为 


9.(D) = ad(D) (VD) (13) 


且 乡 给 出 的 G 在 £ie(G/S) xs G 上 的 作用 与 G 的 共 轿 作用 在 Tos 上 
的 诱导 作用 一 致 。 


习题 


1. 设立 为 诺 特 概 形 。 证明 X 上 的 一 个 秩 7 向量 从 V 典范 等 价 于 一 个 
Pkr 局 部 自由 凝聚 层 E 二 者 的 关系 是 V = VE), m € 同 构 于 V 一 X 
的 局 部 截 口 组 成 的 层 (为 局 部 自由 层 , 见 例 I1.1) 的 对 偶 。 


2. 证 明 (1.3)。 
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3. 证 明 (1.5). 


4. 设 S 为 概 形 。 证 明 下 列 断 言 : 
i) 一 个 5- 环 概 形 等 价 于 一 个 可 代表 的 反 变 函 子 Scbs — ((rings)). 
i) 给 定 5- 环 概 形 及 ,一 个 RR- 模 概 形 等 价 于 一 个 可 代表 的 反 变 函 
F M : Sh 一 Ab 连同 一 个 自然 变换 p : 及 x M 一 M, 使 得 对 任意 
T € Ob(6cb), p(T) : R(T) x M(T) 一 M(T) 给 出 M(T) 一 个 R(T)- 模 
结构 o 


5. ik E 为 诺 特 概 形 X 上 的 凝聚 层 。 证明 AX 具有 X- 环 概 形 结构 。 而 
V(E) 具有 AX- 模 概 形 结构 。 


6. 证 明 引 理 3。 


T. 设 2 为 诺 特 概 形 S 上 的 局 部 自由 凝聚 层 , pri :GLv(e)/s > V(Endos(E)) 
为 由 定义 给 出 的 投射 。 证明 pri IFRA o 


8. 证 明 ( 阶 不 超过 的 ) 微分 算 子 从 的 下 列 基 本 性 质 。 


i) 微分 算 子 从 是 典范 的 , 即 任意 5- 态 射 了 : X 一 了 诱导 与 了 相 容 的 
I S-t D? : Vx (Pts) > Vy (Ps), 而 典范 同 态 PEs 一 Pis 
所 诱导 的 典范 态 射 Vx(P8js) > VPE s) = Vy (Pos) xy X it ARAW 
概 形 同 态 。 

ii) 4$ 8 为 3- 概 形 而 X' — X xs S, 则 有 AX,- 模 概 形 同 构 V(P& s) S 
V(P&/s) xs S! & V(P,s) xx X'. 


9. W X Jy SWEM £ 为 关上 的 凝聚 层 。 记 q: V(£) ^ X HRH. 
证 明 : 
i) ex = q*£; 


ii) 将 典范 右 正 合 列 kys * eys y eyx : 0 用 oye) 拉 回 
所 得 的 Ox- 模 层 右 正 合 列 也 是 左 正 合 的 。 
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第 4 节 a- 层 与 。- 群 


1. a- 模 与 o-IR 
命题 1. 设 5 为 局 部 诺 特 概 形 , r : G — 5 为 平坦 有 限 交 换 群 概 形 , 则 GP 
代表 Schs 上 的 下 列 预 层 : 

T — Homz(G xs T, Gm/T) 
而 Lie(G?/S) =V(ways) 代表 Gcbs 上 的 下 列 预 层 : 

T = Homr(G xs T, Ga/r) 
证 . 不 难看 出 我 们 只 需 证 明 对 任意 G 一 S 存在 自然 一 一 对 应 Mors(S, 
GP) 一 Homs(G, Gm/s) 及 Mors(S, Cie(GP/S)) 一 Homs(G,Guys)。 不 
妨 设 S = SpecR, G = SpecA, 


由 于 Gymys & Spec(R[t, t^1]) 的 群 概 形 结构 由 0"(b = t@Rt, v (t) = 
t5, o*(t) 2 1451, 一 个 S-E G 一 Guys 等 价 于 一 个 元 f € A 使 得 


m*(f)— f&nf, o'(f)-1 (1) 
这 是 因为 另 一 个 条 件 nU) — £7 可 由 (1) 推出 : 
fi (f) = A* o (idr Gg i)om'(f) 2 oo'(f) -1 (2) 


将 f 看 作 一 个 RIE A 一 RR (注意 AY A 的 对 偶 及 双 代 数 ), 则 
(1) 的 两 个 条 件 可 分 别 表 为 fab) — f(a)f(b) 及 f) = L 换言之 等 价 于 
j 为 RRAS 而 一 个 RR 代数 同 态 A" 一 RR 等 价 于 G? 一 5 的 一 个 
AUD. 

类 似 地 , 由 Gajs 的 群 概 形 结构 可 见 一 个 5- 同 态 G 一 Gas 等 价 于 
一 个 元 ts 4 使 得 


m*(t) 2t&g1--1Gpt (3) 
以 及 
o*(t)=0, w(t)=—t (4) 
但 (4) 可 由 (3) 推出 : 将 o @Ro* 作用 于 (3) 得 
o* (t) = (0* &g o*) o m* (t) = o* (t) + o* (t) (5) 
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ATA o*(t) = 0; 再 将 A* o (idr Sr 0) 作用 于 (3) 得 


0 = z* oo*(t) = A* o (idr r t”) o m*(t) =t +” (t) (6) 
将 t 看 作 Homr(A”, R) 的 元 , 则 (3) 等 价 于 
t(ab) = t(a)o*(b) + t(b)o*(a) (Va,b € AY) (7) 


这 等 价 于 te Derg( AV, R); 而 由 定理 1.1.i) 它 等 价 于 £ie(GP/S) > S H 
一 个 截 口 。 证 毕 。 


设 S = SpecR 为 诺 特 概 形 , G = SpecA Jy S 上 的 有 限 平 坦 交换 烙 概 
形 。 由 命题 14) 可 知 , 一 个 Lie(GP/5) 的 元 等 价 于 一 个 同 态 G 一 Gays, 
而 这 又 等 价 于 一 个 元 t& 4 使 得 (3) 成 立 。 一 般 地 , 设 m:G 一 9 为 分 离 
群 概 形 , 则 易 见 mOc 中 满足 (3) 的 所 有 局 部 截 口 组 成 一 个 Os- 子 模 层 ， 
IKA G 的 Qa- 层 (a-sheaf), 记 为 a(G). d; S = SpecR mj G = SpecA, 则 
A 中 所 有 满足 (3) 的 元 组 成 一 个 RR- 子 模 , 称 为 G 的 o- 模 (a-module), 它 
AT P(S.o(G)) (我 们 有 时 滥用 记号 将 它 也 记 作 a(G))。 

例如 对 S 上 的 任意 凝聚 层 €. 由 定义 易 见 € C o(V(£)), 日 当 5 为 
Q-H E 局 部 自由 时 有 ££ = a(V(E)) (习题 2)。 

车 9 为 Fy- 概 形 , 则 由 定义 易 见 对 o(G) 的 任 一 局 部 截 口 t, tP 也 是 
a(G) ff Ja IRE. 

若 G,G' 为 3 上 的 两 个 分 离 群 概 形 , 则 一 个 3- 群 概 形 同 态 了 :G G 
显然 诱导 一 个 典范 Os-Bi RS f* :o(G') 一 a(G). 

设 S 为 诡 特 概 形 , G 为 9 上 的 有 限 平 坦 交换 群 概 形 , 则 由 上 记述 
a(G) 典范 同 构 于 Lie(G?/5) & Homos(wap,s. Os). 故 为 凝聚 层 。 总 
之 有 


推论 1. 设 5 为 诺 特 概 形 。 则 G 一 a(G) 给 出 一 个 从 有 限 平坦 交换 9- 群 
概 形 范畴 到 5- 凝 聚 层 范畴 的 反 变 函 子 。 


对 于 3 = SpecR 上 的 一 个 有 限 平 坦 交 换 群 概 形 G = SpecA, 局 部 
HEA r 有 一 个 5- 群 概 形 同 态 f: G 一 Gus 诱导 o- 层 的 满 同 态 f: 
a(Gos) = a(Ga;s)9" 一 a(G)。 
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特别 地 , d; 5 为 Fy- 概 形 , G 一 9 具有 连通 纤维 日 Vays — 0, 则 不 难 
验证 K = ker(f) = 0, 从 而 f HARA ( 见 命题 lii))。 因 车 不 然 , 存在 
一 个 点 s ES ERKE s ERWA K. 关 0。 记 i:K 一 G NX. w 
Edi :o(G.) 一 a(Ks) Jg E e] ls. 从 而 由 命题 1 可 知 Lie(GP/k(s)) 一 
Lie(KP /&(s)) HR AR; 另 一 方面 , 由 Vess = 0 有 Favjr(s) — 0, ht 
1.1 可 知 GP 的 结构 环 B 形 如 As)[zai Za/ 5). 而 KP. 的 结构 
环 B' 可 看 作 B 的 子 环 , 且 在 任意 D € Lie(GP/nk(s)) 的 作用 下 为 0, 从 而 

' S k(s), Bl KP — 0, 矛盾 。 注 意 此 时 4 作为 R- 代 数 由 a(G) 生成 。 总 
之 有 


推论 2. 设 3 = SpecR Jy Wig FpJ, G = SpecA Jy S 上 的 有 限 平坦 
交换 群 概 形 , 具有 连通 纤维 上 且 Vays = 0, W G 可 以 嵌入 某 个 Gijs 作为 
闭 子 群 概 形 , H. 4 作为 及 代数 由 a(G) 生成 。 


对 任意 特征 p > 0 HJER k, 记 Ubos 为 大 上 的 有 限 交 换 群 概 形 范 畴 ， 
它 有 如 下 四 个 子 范畴 : 平展 且 对 偶 平展 对 象 的 子 范畴 bst, 平展 而 对 偶 
无 穷 小 对 象 的 子 范畴 ABR, 无 穷 小 而 对 偶 平展 对 象 的 子 范畴 Abe, 以 及 
无 穷 小 且 对 偶 无 穷 小 对 象 的 子 范畴 ge 

对 任意 n>0 记 apr = Gajk[F"]。 = Spec(A) € Ob(2tbj;) H. 
Vai — 0, 则 由 推论 2 可知 G ie Re G; 作为 闭 子 群 概 形 , 而 由 
G Jo 8j n] We de n > 0 使 得 GC G;,[F"] S apno WE ops 的 群 概 形 
结构 为 Speck[ti; ....t,]/ (E... 0"), M* (ti) 2 tik 1+1 rti (1€ à & n), 
DI alaga) 作为 线性 空间 有 一 组 基石 ,如 ,…, 妇 (1 < i< r), ili a(G) 
可 看 作 a(apr) 的 商 空间 。 若 大 是 完全 域 ， 则 由 归纳 法 可 取 ti, tr 使 得 
ker(o(o7.) > a(G)) 由 ^ 0", B tP (ni 2 2 ny) Æ 
成 , 从 而 


G £ oni X& Xk Qpnr (8) 
总 之 有 
推论 3. WE k WTE p > 0 的 完全 域 , G 为 k 上 的 有 限 无 穷 小 交换 


TENE ES Voy. = 0, 则 有 正 整 数 ni > … > nr 使 得 (8) mor. 其 中 
r = dim; Lie(G/k)., 
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2. a- 群 


dt 5 为 诺 特 Fy- 概 形 , G 为 3 上 的 平坦 有 限 交 换 群 概 形 。 若 Fas =0 
H. Vays = 0, 则 称 G 为 a- 群 (a-group)。 

对 任意 7 简 记 ap A nA (Fp 上 的 ) ap 的 拷贝 的 直 积 (这 里 ap 看 作 
Ez- 群 概 形 )。 


命题 2. 设 S 为 诺 特 Fj- 概 形 , G A S 上 的 aI, 则 ways 是 局 部 自由 层 ， 
a(G) 一 ways 为 同 构 , H G Æ S 上 局 部 同 构 于 a? x S, IP n 3 ways 
的 局 部 秩 。 


TE. 只 需 考虑 S = SpecR, R 为 诺 特 局 部 环 , 而 G = SpecA, A 作为 R- 模 
为 自由 模 的 情形 即 可 。 令 PCR IRKM n= dimp) (wass(S) Or 
R/P), 则 由 推论 2 TAARA G 一 Gijs 再 由 Fays = 0 AAK 
A f: G = Gijs[F] S ap x So 由 引 理 1.1ii) 可 见 A 作为 RR 模 的 秩 为 
p", 而 ap x S 的 结构 环 同 构 于 Rs ss ma] / (r5 sor), 其 秩 也 是 p". 故 
:RIz1).… Zn]/(ZY,.…,2X?) > A 为 同 构 。 从 而 a(G) S was 且 为 局 部 
HE. WEHE. 


由 此 可 见 一 个 ac- 群 的 群 概 形 结构 完全 由 其 a- 层 决定 。 设 G,G 为 5 
上 的 两 个 or- 群 。 则 由 推论 1 可 知 一 个 3- 群 概 形 同 态 f :C 一 G' 诱导 一 
个 Os-Büz Fi f* : a(G") 一 a(G), 由 推论 2 的 证 明 可 见 它 决定 f; 反 
之 , 由 定义 及 推论 2 易 见 一 个 0s- 模 层 同 态 6: o(G') 一 a(G) 诱导 一 个 
3- 寿 概 形 同 态 f : G 一 G' 使 得 f* = 9。 故 一 个 SHOE US C 一 
等 价 于 一 个 Os- 模 层 同 态 aG) 一 a(G)。 事实 上 , 对 S 上 的 任意 局 部 自 
凝聚 层 E 可 以 定义 一 个 a- 群 G= V(£)F]. 且 易 见 o(G) 兰 E。 由 此 得 


推论 4. 设 5 为 诺 特 也 - 概 形 。 则 3 上 的 ao- 群 范畴 反 等 价 于 S 上 的 局 部 
自由 凝聚 层 范畴 , 具体 说 一 个 a-i G 对 应 于 局 部 自由 凝聚 层 a(G), 而 一 
个 局 部 自由 凝聚 层 € 所 对 应 的 o- 群 为 V(E)[F]。 


注 1， 对 任意 凝聚 层 8 可 以 定义 一 个 群 概 形 VEF], 它 在 S 上 的 纤 
维 都 是 a- 群 。 车 9: E £2 为 S 上 的 局 部 自由 凝聚 层 的 同 态 , 而 了: 
VEF] 一 VEDIE] 为 ó 所 诱导 的 ar- 群 同 态 , 令 E = coker(ó), WA 
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ker(f) = V(E)[F] (习题 4). 


W k HEE p> 0 的 完全 域 而 G = Spec(R) € Ob(bok), 则 可 以 定 

X GO D, 从 而 可 以 定义 Voe yp :6 一 GW)。 简 记 ker(Vaw-s yp) 为 

G[V]. 4 H = G(F] n GV], 则 显然 H 3€ G 中 最 大 的 a-t. d: H e or, 
则 称 了 为 G ff] a- X (a-number), i139 a(G)。 由 命题 2 和 推论 4 易 见 

a(G) = dim, Homx(ap, G) (1) 


di G' c G 为 闭 子 群 概 形 , 则 显然 HO G' 为 G' 中 最 大 的 a- t a(G') < 
a(G)。 

di G = Spec(R) # 0 € Ob(Abinf), 则 存在 n > 0 使 得 F2, = 0, 故 
G|F] #0, 同样 G[V] # 0. 注意 G[F] € Ob(Abint), RT. H = (G[F]V] # 
0, 而 五 是 G 中 最 大 的 or 群 , 故 a(G) > 0。 另 一 方面 ; 若 G 为 Abg, Ab 
或 ADEE 中 的 对 象 , 则 易 见 a(G) = 0。 

设 G = Spec(R) € Ob(Abinf). FF a(G) = 1, WIK G 为 单 生成 的 
(simply generated). 

4 H H G € Ob(9tbo.) 中 最 大 的 ac- 群 。 由 推论 4 可 见 一 个 od 
闭 子 群 概 形 仍 为 a- 群 , 而 给 出 一 个 a- 子 群 等 价 于 给 出 a- 模 的 一 个 商 模 。 
这 样 就 可 以 给 出 五 的 一 个 同 构 于 ap 的 闭 子 群 概 形 Hie 注意 G/H € 
Ob(&biaf)( 参 看 命题 VI.1.6), 由 归纳 法 就 可 以 给 出 G 的 一 个 过 滤 , 其 每 个 
因子 都 同 构 于 ap。 若 a(G) = a(H) > 1, WHR H 的 一 个 同 构 于 ap 的 
商 群 概 形 H”, 并 在 上 述 构造 过 程 中 取 Hi 使 得 它 在 H" 中 的 象 为 0, 故 
AMAR g: H/H 一 H", 4 H' 为 G = G/H PiK a-t, 则 由 上 
所 述 不 难 将 q 扩张 为 一 个 满 同 态 H 一 H". 3$ a(G') 仍 大 于 卫 将 G 换 
为 G', 并 重复 上 而 的 构造 过 程 。 由 归纳 法 最 终 将 得 到 G 的 一 个 商 烙 概 形 
G, 其 中 最 大 的 a- 群 同 构 于 H”, 故 a(G) = 1。 注意 H" 的 任意 性 , 可 见 可 
取 有 限 多 个 单 生成 的 Gi e Ob(biaf) (1 < i &r—a(G)) REAA S: G 
Gi xy xy Gr 使 得 了 在 吾 上 的 限制 是 单 同 态 , 这 样 ker(f) 0H. = 0, 从 
而 ker(f) = 0 (因为 ker(f) € Ob(&Lbigf) H. a(ker(f)) = 0)。 总 之 有 


命题 3. Wb k WIE p> 0 的 完全 域 而 G = Spec(R) € Ob(3tbinf), y 
G 有 一 个 过 滤 , 其 每 个 因子 都 同 构 于 op. 且 可 取 r = a(G) 个 单 生成 的 
Gi € Ob(&bing) 使 得 有 单 同 态 G 一 Gi Xk Xk Gro 
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由 此 立 得 


推论 5. Wt k 为 特征 了 > 0 的 完全 域 , 则 Abin 中 的 单 群 概 形 在 同 构 之 下 
只 有 aps Fi G E Ob(&lpib 的 长 度 为 4 WI G 在 大 上 上 的 次 数 (QU G 的 结 
构 环 作为 记 线 性 空间 的 维 数 ) 等 于 p'o 


习题 


1. 设 RN Vif 了 -代数 , G A S = SpecR FH a-f, M = a(G). 证 明 G 
的 一 个 闭 子 群 概 形 等 价 于 M 的 一 个 商 模 。 


2. W 5 为 诺 特 概 形 , € 为 9 上 的 凝聚 层 , G = VE) (看 作 加 法 群 概 形 )。 
证 明 在 Symos(E) PA E C a(G), H.?4 5 为 Q- 概 形 而 & 局 部 自由 时 有 
€ — a(G). 


3. 设 G,G 为 诺 特 概 形 S 上 的 两 个 分 离 群 概 形 , 证 明 a(G xs G) S 
a(G") 6 a(G). 


4. uEW] 工 中 的 断言 。 
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第 K 章 模 空 间 理论 
第 1 节 分 类 与 模 空间 


1. 分 类 学 的 一 些 基本 概念 


在 数学 的 许多 学 科 中 分 类 学 处 于 重要 地 位 。 例 如 在 拓扑 学 中 , 紧 致 
曲面 的 基本 不 变量 是 亏 格 与 单 / 双 侧 性 , 亏 格 只 能 取 非 负 整 数值 , 单 / 双 侧 
性 可 分 别 用 1 和 2 表征 , 这 样 的 不 变量 称 为 离散 不 变量 ; 对 任意 给 定 非 
负 整 数 , 在 同 且 之 下 存在 唯一 亏 格 为 g 的 紧 致 双 侧 曲面 , 即 有 9 个 孔 的 
“多 孔 救生 图”( 图 1). FRA g 的 紧 臻 单 侧 曲 面 在 同 胚 之 下 也 是 存在 唯 
一 的 。 


图 1 


又 例如 , 在 复 半 单 李 代数 的 分 类 中 , 每 个 复 半 单 李 代数 有 一 个 邓肯 图 ， 
而 每 个 邓肯 图 对 应 于 复 半 单 李 代 数 的 唯一 同 构 类 , 邓肯 图 也 是 一 种 离散 
不 变量 。 

分 类 学 的 基本 意义 和 用 途 是 这 样 的 : 对 某 一 类 数学 对 象 的 完整 分 类 ， 
意味 着 已 经 找到 所 有 该 类 对 象 , 并 能 给 出 这 类 对 象 的 重要 特征 (例如 某 些 
不 变量 ), 在 最 好 的 情形 甚至 能 完全 给 出 该 类 各 对 象 的 结构 或 构造 方法 。 
Te fI B RE. 也 可 以 认为 对 宇宙 中 的 这 类 对 象 已 经 有 了 一 个 完整 的 “档案 ”， 
此 后 再 遇 到 有 关 这 类 对 象 的 问题 , 就 不 必 在 宇宙 中 漫 无 边际 地 搜寻 和 检 
验 , 只 需 对 照 这 个 档案 来 检验 即 可 。 例 如 , 对 于 大 于 3 的 任意 素数 p, 不 
存在 维 数 为 p 的 复 单 李 代数 , 要 证 明 或 检验 这 一 事实 , 从 Pp 是 大 于 3 的 
素数 这 个 条 件 出 发 是 很 困难 的 , 但 若 使 用 已 知 的 复 单 李 代数 的 分 类 , 则 是 
很 容易 的 事 。 
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有 些 不 变量 不 是 离散 的 , 例如 椭圆 曲线 的 六 不 变量 ( 见 H, IV.4]) 就 
是 一 个 可 取 任 意 值 (不 必 是 整数 ) 的 不 变量 , 这 样 的 不 变量 可 以 称 作 连 续 
不 变量 , 但 下 面 我 们 将 看 到 也 可 以 用 一 个 空间 A 的 点 来 代表 椭圆 曲线 
的 同 构 类 , 而 且 这 是 更 好 的 观点 。 

在 代数 几何 中 , 完整 的 同 构 分 类 一 般 是 很 困难 的 , 除去 少数 情形 如 曲 
线 、 阿 贝尔 簇 等 外 , 对 大 多 数 对 象 类 迄今 只 做 到 较为 粗糙 的 分 类 。 (当然 ， 
有 些 古 典 的 分 类 问题 如 一 个 平面 上 所 有 直线 的 分 类 是 不 难 的 。) 

首先 是 双 有 理 等 价 分 类 , 这 基本 上 等 于 对 函数 域 分 类 (当然 对 曲线 的 
双 有 理 等 价 分 类 也 就 是 同 构 分 类 ), 例如 对 曲面 的 双 有 理 分 类 已 基本 清楚 ， 
对 三 维 代数 簇 的 分 类 也 有 了 突破 性 的 进展 , 但 对 更 高 维 的 代数 徐 到 目前 
进展 还 很 少 。 对 向 量 从 的 分 类 也 是 一 个 大 课题 , 目前 仅 对 一 些 特殊 情形 
有 完整 的 同 构 分 类 (参看 [V])。 

维 数 、 互 格 等 都 是 典型 的 离散 不 变量 , 我 们 下 而 还 将 看 到 很 多 其 他 
离散 不 变量 。 对 于 某 个 对 象 类 的 分 类 , 一 般 是 先 找 足够 的 离散 不 变量 , 使 
得 在 固定 一 组 离散 不 变量 后 , 再 用 一 组 连续 不 变量 即 可 完全 确定 对 象 的 
同 构 类 。 例 如 对 给 定 代数 闭 域 大 上 的 (光滑 射影 ) 曲线 , 最 重要 的 离散 不 
Aet Aud g; EEE T ud g Ja. 可 以 用 一 个 空间 CIR) Ma 中 的 点 
来 代表 曲线 的 同 构 类 , 详 言 之 有 一 一 对 应 

Cu g 的 曲线 的 同 构 类 } o {Ma 的 k- pa) 


(这 种 对 应 的 儿 何 意义 将 在 后 而 解释 )。 例如 Mi S AT 在 上 述 一 一 对 应 
下 一 条 所 椭圆 曲线 C 对 应 的 点 即 为 j(C) € k (看 作 AT 的 一 个 k-i) H 
空间 的 点 代表 同 构 类 比 简单 地 用 一 组 连续 参 变量 更 合理 , 因为 通常 是 
多 个 连续 参 变量 , 而 它们 之 间 常 满足 一 些 代数 关系 。 像 Ms 这 样 的 空间 
称 为 “ 模 空间 ” 为 了 理解 Mo 的 儿 何 结构 的 意义 , 还 应 特别 注意 Mo 是 
定义 在 马上 的 。 

我 们 先 来 回顾 黎 曼 对 椭圆 曲线 的 分 类 工作 。 

“椭圆 曲线 ”一 词 来 源 于 椭圆 函数 。 椭 圆 函 数 是 由 椭 贺 积分 (在 计算 
椭圆 弧 长 时 出 现 的 积分 ) 产生 的 , 在 历史 上 ,分 析 学 家 们 知道 椭圆 积分 是 不 
能 用 初等 函数 表示 的 , 后 来 从 复 分 析 的 角度 研究 , 发 现 了 很 多 有 趣 的 性 质 ， 
特别 是 “ 双 周 期 性 ”。 例如 令 pg 为 flz) — fy zm; Ub 4a? +270? 了 
0) 的 反 函 数 , 则 o 可 以 开拓 成 复 平 而 C 上 的 一 个 半 纯 函数 ( 称 为 一 个 “ 魏 
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尔 斯 特 拉 斯 p- 函 数 ”), 且 显 然 o 满足 常 微分 方程 o? = e? cap b. HE 
71, T2 € C, r1 /To 为 虚数 , 使 得 o(z- m) 二 pp(2 十 T2) = plz). Boni 79 29 p 
的 一 组 周期 , 即 对 任意 复数 7, FF (2-7) = e(2) MI T 2g Ti I 的 整 系数 
线性 组 合 。 令 ACC 为 九 , 妈 的 所 有 整 系数 线性 组 合 组 成 的 加 法 子 群 ( 称 
为 一 个 格 ), 则 显然 工 = C/A 为 工 维 紧 致 复 李 群 , 其 拓扑 结构 为 环 而 ( 参 
AR 2). xg XLI p: C P, K z POI (1: (2) : e'(2)) (车 z 为 p 的 极 
点 则 将 z 映 到 某 个 无 穷 远 点 ), 可 以 证 明 卫 诱导 一 个 解析 映射 e :了 — P2. 
它 是 解析 的 闭 柑 入 , 而 e 的 象 为 三 次 光滑 曲线 Y?Z — X? 二 aX2Z2 十 D23 
(参看 习题 1 或 教科 书 如 [GH], 注意 复 射影 空间 中 的 光滑 曲线 为 1 维 紧 
致 复 流 形 , 即 紧 致 黎 曼 面 )。 


2 


设 和 ACC 为 由 1,7T2 ECER, SA c Cum LA T= n/n 
生成 的 格 , 则 显然 有 复 李 群 同 构 C/A S C/A, 故 在 研究 C/A 时 不 妨 设 
7, 二 1。 定义 魏 尔 斯 特 拉 斯 信函 数 

1 1 1 
(这 个 定义 与 上 面 通过 积分 建立 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 o-ER CT S. 显然 p 以 
人 为 周期 MER w EA 有 PC 十 w) = e(2)), 因而 e'G) — 27 (eos 
wE 
也 以 A 为 周期 , 且 不 难 验证 o 和 o 满足 方程 


(p)? = 4g? — gag — 9s (2) 
did 1 1 
9-60 5, z> g-M0 $^, z (3) 
weA—{0} weA—{0} 


像 上 而 一 样 , z — (1 : olz): e'(2)) AIARA C/A — P2, 其 象 为 三 次 
曲线 Y?Z = 4X? 一 go XZ? 一 9323。 这 就 是 说 , 对 任意 格 A C C, 复 李 


135 


群 概 形 及 其 作用 论 


PE C/A 解析 同 构 于 Pe. 中 的 一 条 三 次 光滑 曲线 。 反 之 , 由 上 所 述 可 见 对 
PÈ 中 的 任意 三 次 光滑 曲线 E (其 方程 总 可 以 通过 线性 坐标 变换 化 为 形 如 
Y?Z— X? caX Z? c Z?), 存在 一 个 格 ACC fEGL E EIL T: C/A 


引 理 1. Wd A C C, KA CC A) 3l ri. (71,79) 和 (71,72) ÆR, E = C/A, 
E' = C/A’。 则 一 个 非 平凡 ( 即 不 是 映 到 一 个 点 的 ) 解析 映射 f :EE' 
等 价 于 一 个 非 平 凡 C- 线 性 映射 o: C C, 使 得 %A) C %(0) + 和 A'。 


想象 在 黎 曼 的 时 代 人 们 可 能 是 这 样 证 明 的 : 注意 C 可 以 看 作 EOM 
E' 的 通用 闭 盖 空间 , 可 见 f 诱导 一 个 解析 映射 6: C 一 C, 再 注意 o I 
周期 性 , 可 见 存在 正 实数 M 使 得 16(2)| < Mle, 故 82799 为 有 界 全 纯 
函数 , 从 而 是 常数 。 从 李 群 的 角度 也 可 以 这 样 证 明 : 注意 E, E" 为 紧 致 复 
AE, 由 刚性 引 理 ( 见 下 文 ) 可 知 f(2) = f(0) + 9(z), 其 中 9 为 李 烙 的 同 
ds. 它 诱 导 李 代数 同 态 Lie(B) 一 Lie(E"), 再 注意 投射 C 一 已 可 以 看 作 
指数 映射 exp : Lie(E) — E, 由 交换 图 
Lie(E) 一 全 Lie(E') 


[e [e (4) 

E s Ep! 
即 可 见 g 由 线性 映射 g. 诱导 。 由 此 还 可 见 两 条 椭圆 曲线 作为 复 流 形 同 
构 当 且 仅 当 它 们 作为 复 李 群 是 同 构 的 。 
引 理 1 可 知 , 椭圆 曲线 的 同 构 分 类 等 价 于 格 的 线性 等 价 分 类 。 
于 m:C€ CAU. RIA ESA/(. 1p 其 中 7 二 号 为 
虚数 , 而 且 不 妨 设 In(7) > 0 (否则 可 用 -7 代替 T). 故 在 同 构 分 类 的 研 
究 中 不 妨 设 A = {7,1} (其 中 re 与 = {z € C[Im(z) > 0), I“ FERF 
Tn"), Jti E — Ez. 同样 可 将 A' 换 为 由 7 和 1 生成 的 格 , 其 中 7 € 5. 
引 理 1 可 见 , 一 个 ( 李 群 的 ) 非 平凡 同 态 f : E — E' 由 一 个 整数 逢 
m (S 2) 给 出 (其中 eq 一 be > 0, 见 习题 ,使 得 O(n) = ari + brh, 
9(7T2) = eri + dr5, fH t1. 9 的 线性 可 见 (T1) = TO(T2), t 

FON ar cbr ar +b (5) 


cri cdrj cr'+d 


其 中 r” = H, 由 此 可 见 ， 若 存在 非 平 凡 同 态 E+ 一 Er, 则 存在 整数 
a,b, c, d (ad — be > 0) 使 得 (5) 成 立 , 此 时 我 们 说 B+ 和 Er 是 同 源 的 


n 
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(isogenous), 而 称 非 平凡 同 态 B+ 一 Er 为 同 源 (isogeny)。 注 意 由 (5) 可 
以 得 到 整数 a,5 ,c,d’ (dd be > 0) 使 得 7 = SE, rb X JL Fd d 
一 个 等 价 条 件 。 

特别 地 ,7 为 同 构 当 且 仅 当 【 ” 1) 为 可 逆 生 阵 , 此 时 由 (5) 可 见 
ad — bc — 1 (见习 题 2), 故 Er & Er 当 且 仅 当 存在 


»- (t 1) esi (6) 


使 得 y(r) = £35 = 7 。 这 样 我 们 得 到 SLO(Z) E $ Eft — EH 7Y(r) = 
rib gj A 的 等 价 类 和 5L2(Z) 的 轨迹 , 即 S/SL»(Z) 的 点 一 一 对 应 。 这 
FF Ai = 8/5 L»(Z) 就 和 椭圆 曲线 的 解析 同 构 类 一 一 对 应 。 我们 称 A 为 
( 复 ) 椭圆 曲线 的 模 空 间 (moduli of elliptic curves), 这 一 术语 的 来 历 是 这 
样 的 : 设 了 为 和 上 的 一 个 半 纯 函数 , 若 对 任意 形 如 (6) K y € SD») 都 
有 f(y(2)) = (ez - d?" f(z), WE f 为 一 个 权 为 ww 的 模 形 式 (modular 
form)。 两 个 权 为 w 的 模 形 式 的 商 在 SL2(2Z) 的 作用 下 不 变 , 故 可 以 看 作 
$/SL3(Z) —.Ai 上 的 半 纯 函数 ( 称 为 模 函 数 (modular function), H£ 
DARA w 的 模 形式 可 以 给 出 A1 到 复 射 影 空间 的 映射 , 对 足够 大 的 岂可 
使 这 样 一 个 映射 为 嵌入 。 因 此 横 形 式 可 以 看 作 A 作为 拟 射影 徐 的 齐 次 
坐标 o 


(5) 还 可 见 Ez 与 Er 同 源 当 且 仅 当 存在 了 = E 2) € SL»(Q) 


使 得 7(7) = 253 = r, BEA $/S L»(Q) 与 椭圆 曲线 的 同 源 等 价 类 一 一 对 
Wi. 但 由 于 5L2(Q) 不 是 离散 群 , 我 们 不 能 得 到 5/SLo(Q) 的 一 个 自然 的 
解析 空间 结构 。 不 过 在 下 面 我 们 将 看 到 , 如 果 考 虑 “有 复 乘 ”的 椭圆 曲线 ， 
还 是 可 以 得 到 同 渡 等 价 类 的 有 解析 结构 的 模 空 间 的 。 

在 黎 曼 时 代 , Aa 的 几何 结构 的 意义 还 是 不 清楚 的 : 作为 一 个 集合 , A 
的 元 与 椭圆 曲线 的 解析 同 构 类 一 一 对 应 , 但 A1 也 与 及 一 一 对 应 , 所 以 单 
从 集合 论 的 角度 看 , 这 里 得 到 的 信息 很 少 。 要 理解 A1 的 几何 结构 需要 有 
纤维 从 的 概念 , 而 这 已 是 20 世纪 的 事 了 。 

从 纤维 从 的 角度 我 们 要 考虑 椭圆 曲线 族 , 即 解析 映射 m: E S, 其 
纤维 E. = -1(s) (s € S) 都 是 椭圆 曲线 。 由 于 A 可 看 作 椭 圆 曲 线 的 
同 构 类 的 一 个 指标 集 , 对 这 样 一 个 族 有 一 个 “诱导 ”映射 6:5 一 A1, 将 
se S 映 到 Ai 中 代表 Es 的 同 构 类 的 点 。 一 个 基本 事实 是 对 任意 椭圆 
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线 族 , 9 都 是 解析 映射 , 这 就 给 出 41 的 儿 何 结构 的 一 个 基本 意义 (随意 
给 出 的 儿 何 结构 显然 不 能 保证 o 都 是 解析 映射 )。 后面 我 们 将 看 到 如 何 
唯一 确定 A: 的 儿 何 结构 。 

上 而 的 讨论 都 可 以 推广 到 高 维 的 情形 , BIE N KER o 但 维 数 9 > 1 
的 情形 与 1 维 的 情形 有 一 个 很 大 的 不 同 之 处 , 束 是 没有 g MEDI DAR fS. Fed 
构 类 的 模 空间 , 详 言 之 , A. 为 所 有 9 维 阿 贝 尔 入 的 同 构 类 组 成 的 集 
fn 如 果 希 望 建立 Ag 的 一 个 儿 何 结构 , 使 得 对 任意 一 族 9 HAE N RK 
TT: 六 一 5, 诱导 映射 8 :5 一 hg 是 儿 何 的 , 则 我 们 会 发 现 Ag 具有 很 
坏 的 拓扑 结构 , 当然 更 不 可 能 希望 有 好 的 复 儿 何 结构 。 这 一 问题 在 20 世 
纪 50 年 代 就 已 经 发 现 了 。 这 个 课题 我 们 后 面 再 详细 讨论 。 

我 们 当然 可 以 而 且 需 要 研究 更 一 般 的 儿 何 对 象 的 分 类 , 例如 代数 1 
面 或 向 量 从 的 分 类 。 在 一 般 情 形 , 经 常会 遇 到 模 空 间 是 否 存 在 的 问题 。 
尽管 做 了 很 多 努力 , 迄今 为 止 我 们 所 知道 的 模 空间 存在 的 情形 仍 不 很 多 。 
不 过 模 空 间 的 概念 已 远 远 超出 阿 贝 尔 簇 分 类 的 范围 , 与 其 名 称 moduli 的 
含义 ( 模 形 式 ) 多 半 已 无 直接 关系 。 而且, 更 一 般 的 分 类 问题 不 仅仅 是 
于 复 代数 簇 , 而 是 关于 一 般 域 上 的 代数 簇 ; 为 了 数论 的 需要 , 上 面 的 基 5 
须 换 为 一 般 的 概 形 , 特别 是 忆 概 形 。 这 样 模 空间 就 是 现代 代数 儿 何 的 深 
刻 课题 了 。 

因此 , 对 于 模 空间 , 我 们 一 方面 应 该 很 好 地 理解 和 掌握 阿 贝 尔 艇 的 模 
空间 理论 的 概念 、 方 法 和 结果 , 因为 其 中 的 原始 思想 是 非常 深刻 的 , 且 影 
响 着 整个 分 类 学 和 模 空 间 理 论 的 发 展 ; 男 一 方面 则 不 应 局 限于 复 阿 贝尔 
簇 的 模 空 间 的 方法 和 结果 , 因为 更 一 般 的 模 空 间 理论 中 有 很 多 其 他 概念 、 
方法 和 结果 是 非常 重要 和 强 有 力 的 , 而 且 可 以 走 得 更 深 更 远 。 简 言 之 , BE 
要 避免 肤浅 , 又 要 避免 偏 狭 。 

模 空 间 的 应 用 非常 广泛 , 在 很 多 场合 , 如 果 考 虑 到 使 用 模 空 间 , 都 可 
能 产生 出 奇 制 胜 的 效果 。 所 以 , 仅仅 知道 模 空 间 , 和 主动 想到 应 用 模 空间 ， 
是 大 不 相同 的 。 


2. 精细 模 空 间 与 粗糙 模 空间 


我 们 先 通过 拓扑 直线 从 这 个 例子 来 直观 地 理解 分 类 和 模 空 间 。 
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例 1. 在 拓扑 学 中 , 拓扑 空间 的 一 个 连续 映射 三: 工 一 代称 作 了 上 的 一 个 
FRA n 的 向 量 从 ,如 果 对 任 一 点 teET 给 定 了 一 个 同 胚 qu: 了 -71(t) > R”, 
HHE t FRR U CT K U-Ffg q: L xrU = fU) & R" x U dfi 
得 gjj-i(w) = qu : f (u) 5 R” IER u € U 成 立 。 WA R x T HUA 
ET ERSA HEMA, 称 为 平凡 的 向 量 从 。 秩 为 1 的 向 量 从 称 为 ERA, 
而 秩 为 2 的 向 量 从 称 为 平面 从 (参看 例 L11) 

WV = R8? 其 坐标 为 zy 而 To = PE, 其 齐 次 坐标 为 X,Y。 令 


Lo = ((z,y, X : Y) € V x PRlzY = yX} (1) 


易 见 Lo — To 是 直线 从 (注意 对 To 的 开 子 集 Co = {(1 : Y)|Y € R} 和 
U= (OX E 1)X ER} 有 Lo XT, Uo € R x Uo, Lo xq, Ui = R xU), YE 
平凡 平面 从 Vx 了 7o 的 子 从 。 我 们 来 说 明 , 这 个 直线 从 是 “universal”( 译 为 
MJH” "3638 " 9X 17 " ^5), 就 是 说 , 任何 拓扑 空间 上 的 平凡 平 而 从 的 任 
何 直线 子 从 都 可 以 由 (To. Lo) ( 按 唯 一 的 途径 ) 构造 出 来 。 详 言 之 , 对 任 
一 拓扑 空间 人 及 任 一 直线 子 从 LCVxT, 存 在 唯一 连续 映射 1:T 一 0 
使 得 


L=Lo xn TCVxT (2) 
(这 里 等 号 的 意义 是 作为 V x T 的 子 集 相 等 )。 
3g Vx T pf ERA (m y.t), Ih (my) EV 而 te 了 T 了 。 易 见 有 连续 
映射 
g:L—-0xT To 
(2, y, t) — (x: y) 
定义 可 见 对 任意 上 ET 存在 开 邻 域 C T 使 得 投射 


L-0xT=(R-{0} xU >U (3) 


FERRO C:U —(R-{0}) xU, HZ. go6 与 的 选择 无 关 。 因 
此 9 诱导 一 个 连续 映射 f: T — To, BWA go 粘 合 而 得 。 不 难 逐 点 验 
证 (2) 成 立 , 而 f 的 唯一 性 是 显然 的 。 注意 To 中 的 一 个 点 (六: 了) 代表 
V 中 的 一 条 直线 zY -yX = 0。 

我 们 说 To (或 (To. Lo)) RÆV 中 的 直线 子 从 , 亦 可 称 To 24 V 中 直 
线 的 精细 模 空 间 。 
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为 了 在 一 般 情形 准确 而 精炼 地 给 出 模 空 间 的 概念 , 我 们 采用 范畴 论 


的 语言 。 


定义 1. 设 E 是 某 一 类 儿 何 对 象 组 成 的 范畴 (例如 拓扑 空间 的 范畴 、 微 
分 流 形 的 范畴 、 复 解析 空间 的 范畴 、 概 形 的 范畴 、 某 个 基 S 上 的 概 形 的 
范畴 等 ), 而 FOX € 上 的 预 层 ( 即 一 个 反 变 函 子 E 一 ((sets))) di F 由 
一 个 对 象 Te Ob(C) 代表 (Bl F c T), 则 称 了 为 的 精细 模 空 间 (fine 
moduli space); 此 时 车 € 是 概 形 的 范畴 或 某 个 基 S. 上 的 概 形 的 范畴 , 则 
也 称 T 了 为 了 的 精细 模 概 形 (fine moduli scheme). 


例如 , 例 1 说明 若 € 为 拓扑 空间 的 范畴 而 FE AE 
T — (R? x T 的 所 有 T-HT A) 
则 五 有 精细 模 空间 Pi. 


ik 1. 对 于 精细 模 空 间 的 概念 , 有 下 面 儿 点 值得 注意 。 


i) 车工 为 的 精细 模 空 间 , 则 在 f(T) 中 有 一 个 “ 泛 元 素 ”&, 使 得 
对 任意 X € Ob(€), 任 一 元 Zz € F(X) 在 自然 等 价 下 之 工 下 所 对 应 的 元 
$ € More(X, T) 满足 FPF(9)(&) — v. 

i) 由 抽象 废话 , 任 一 对 象 工 <E Ob(€) 都 是 工 的 精细 横 空 间 。 

ii) 由 米田 引 理 , 若 工 和 T 都 是 了 的 精细 模 空 间 , 则 有 唯一 同 构 
bT >T WH T = oL), ut; F GR Ups DR. 则 任 两 个 精细 模 空 间 
是 同 构 的 。 此 外 , 若 两 个 预 层 F 分 别 有 精 细 横 空间 T, T, 则 一 个 自然 
变换 F> F AAT- AEH T> T. 

iv) WE F 可 能 改 为 上 到 其 他 范畴 的 反 变 函 子 , 例如 当 E 有 终止 对 
象 和 直 积 , F HA € $1 ((groups)) 的 反 变 函 子 时 , F 的 一 个 精细 模 空间 T 
为 中 的 群 对 象 (习题 1)。 

v) 如 同 例 1 那样 , 经 常 遇 到 的 情形 是 FP 为 纤维 从 函 子 , 即将 任 一 对 
fe X 映 到 关上 的 某 些 纤维 从 组 成 的 集合 。 而 在 代数 儿 何 中 , 我 们 经 常 
用 平坦 态 射 代替 纤维 从 (参看 工 2 节 )。 

vi) 在 代数 儿 何 中 , 对 精细 模 概 形 的 理解 有 时 稍 有 变化 , 例如 将 E 换 
为 仿 射 概 形 的 范畴 (参看 引 理 I1.7), 此 时 了 为 了 的 精细 模 概 形 的 意义 
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是 有 自然 等 价 F(X) = Mor(X, T), 但 已 不 能 说 F 由 TRE, 因为 了 一 
般 不 是 仿 射 的 。 


fi 2. 设 5 为 诺 特 概 形 ,T : 关 一 5 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 几何 
连通 约 化 纤维 。 设 £ 为 六 上 的 可 递 层 , 满足 
(*) £ 2 TL 是 5 上 的 局 部 自由 层 , 且 对 任 一 点 sE S, £e (s) 一 
T(Xs, Ls) 为 同 构 。 


令 了 =Ps(EV), 则 由 (L4.1.14) A X &s T Ef] —A nr 3k E fla 
$ :Oxesr  pri£ Go, Or(1) (4) 


存在 一 个 最 大 开 子 概 形 U C T 使 得 对 任意 te U, 纤维 pi: Ox, 一 人 Lt 
为 单 射 。 定 理 I4.1 可 表达 为 : ELME F : chs 一 ((sets)) 为 F(T") = 
|£/T'| (VT' € Ob(Gcbs)), W U 是 了 的 精细 模 概 形 。 这 里 泛 除 子 D C 
X xsU 由 (4) 定义 。 

也 可 以 简略 地 说 , U At C 所 给 出 的 线性 系 的 精细 模 概 形 。 


例 3， 将 例 2 应 用 于 S = SpecZ, X = P”, £ = Ox(1) 的 情形 , 有 
E=7, L 08, BR U-TP", 注意 |L/T'| 的 一 个 元 为 上 
的 平凡 射影 空间 从 X x T 的 一 个 超 平面 子 从 , 故 了 可 以 称 为 n 维 射影 
空间 中 的 超 平面 的 精细 模 空 间 。 这 一 事实 可 以 看 作 古 典 的 射影 空间 对 偶 
原理 的 更 精确 描述 。 

注意 X x T" 的 一 个 超 平面 子 从 等 价 于 nn 十 1 维 平凡 向 量 从 AT x T' 
中 的 一 个 n 维 向 量子 从 , 故 工 也 是 (n 十 1) 维 线性 空间 的 n 维 线性 子 空 
间 的 精细 模 空间 , 这 可 以 看 作 例 1 的 推广 。 取 APH 的 坐标 为 0,…, En, 
T 的 相应 的 齐 次 坐标 为 (Yo : Yn), W APH x Tp n HIE Hp BET JA 
由 方程 


zoYo 十 …: 十 Znyn 一 0 (5) 
注意 十 1 维 线性 空间 的 n 维 线性 子 空间 由 一 个 ( 非 零 ) 线性 齐 次 方 
程 给 出 , 这 个 方程 除了 可 以 乘 以 一 个 可 逆 因 子 外 是 唯一 的 , 所 以 等 价 于 一 
个 1 维 线 性 子 空间 (这 一 点 也 可 以 从 对 偶 性 来 理解 )。 因 此 了 也 是 nn 十 1 
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维 线性 空间 的 1 维 线性 子 空间 的 精细 模 空 间 , 这 也 可 以 看 作 例 1 的 推广 。 
这 与 对 射影 空间 的 一 种 经 典 理解 (将 n 维 射 影 空 间 看 作 n 十 1 维 线性 空 
间 中 过 原点 的 直线 组 成 的 空间 ) 是 一 致 的 。 不 难看 到 (习题 2) 泛 直 线 从 
LCA” x 了 醋 的 方程 为 


而 (6) 
它 可 以 简单 地 记 为 
(ao :oo = (Yo : Ya : +++ : Ya) (7) 


Bl 4. 将 例 2 应 用 于 S = SpecZ, X = P^, £ = Ox (d) 的 情形 , 由 例 L4.4 可 
ILT S P, gpp r = (3). TR T 29 n HORREA al dp 6 d GRUB 
精细 模 空间 。 取 了 的 齐 次 坐标 为 3 (Vios sin > 0, io 十 … 二 i = d), 
其 中 每 个 Yi aa 对 应 于 单项 式 Xi Xie, M X x T qf d vaz iiit 
子 从 由 方程 


Y XPoeXPY.a,-0 (8) 
io,...,in ZO 
iod in —d 


给 出 。 


注 2. 设 了 一 3 为 概 形 的 态 射 , 已 为 6chs 上 的 预 层 , 记 Fr 为 了 在 
Schr 上 的 限制 。 v 已 有 精细 模 概 形 X, 则 由 定义 可 见 X xs 了 为 Fr 
的 精细 模 概 形 (习题 3)。 例 如 , 设 大 为 代数 闭 域 , 定义 Schr 上 的 预 层 F: 
T = {A} xx T wifi tie), 则 由 例 3 npn F h PRE, 换言之 PL 
是 Ag 中 直线 的 精细 模 空 间 。 


例 5. 设 5 为 诺 特 概 形 , R — AS (看 作 环 概 形 ), EF 04 S 上 的 局 部 自由 
凝聚 层 , 则 由 推论 下 .3.1 可 知 预 层 工 一 Homaxsr(V(£) xsT, V) xsT) 
有 精细 模 概 形 V(9), 其 中 9 = Homos(E, F) ( 简 言 之 V(g) 是 V(E) 到 
V(QF) 的 尺 - 模 概 形 同 态 的 模 空 间 )。 


fl 6. KRH S 上 的 分 离 环 概 形 , 则 由 引 理 亚 .3.4 npAnfüjz T = RT) 
中 的 单位 } 有 精细 模 空 间 , 为 R xs RR 中 的 一 个 闭 子 概 形 。 特 别 地 , d 
E 为 诺 特 概 形 S 上 的 局 部 自由 凝聚 层 而 e = AS. 则 由 习题 TILS.T 可 知 
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预 层 了 Autrxsr(V(E) xs T) 有 精细 模 空 间 , 为 V(£ndos(£)) HAF 
概 形 。 


Bl 7. 设 S 为 局 部 诺 特 概 形 , + : G 一 5 为 平坦 有 限 交换 群 概 形 , 则 由 命 
M TLA.1 可 知 预 屋 了 — Homr(G xs T, Gmyr) 有 精细 模 空间 GZ (ity 
之 GP 是 G 到 Gm 的 同 态 的 模 空 间 ); MRU T> Homr(G xs T. G, jr) 
有 精细 模 空 间 Lie(G?/S) ( 简 言 之 Lie(G?/S) 是 G 到 Ga 的 同 态 的 模 
空间 )。 


如 果 一 个 预 层 没有 精细 模 空 间 , 我 们 可 以 退 而 求 其 次 , 探讨 是 否 存在 
“粗糙 模 空 间 "s 


定义 2. 设 上 为 概 形 范畴 Sch 或 其 子 范畴 (如 一 个 基 3 上 的 分 离 概 形 范 
Wi Gchs, 或 所 有 仿 射 概 形 组 成 的 子 范畴 )。 设 下 是 和 上 的 预 层 。 若 存在 
概 形 X 使 得 存在 自然 变换 D: FP — X. 满足 条 件 

i) 对 任意 代数 闭 域 太 使 得 Speck € Ob(€), P(Speck) : F(Speck) 一 
X (Speck) 是 一 一 对 应 ; 

ii) 对 任意 概 形 X 及 任意 自然 变换 o: FF X, 存在 唯一 态 射 
f: X — X' WEH P = ByoB, 其 中 By: 革 一 XY 是 了 所 对 应 的 自然 变 
换 ( 见 米田 引 理 )， 

则 称 X A F Hj HAER Z M (coarse moduli space) 或 粗糙 模 概 形 (coarse 


moduli scheme). 


显然 任何 精细 横 空 间 都 是 粗糙 模 空 间 。 我 们 注意 , 条 件 ii) 说 明了 粗 
糙 模 空间 的 几何 结构 的 意义 , 特别 地 芳 F 有 两 个 粗糙 横 空 间 Al 和 Xo. 
则 X; S Xo (抽象 废话 ), 简 言 之 预 层 F 唯一 决定 其 模 空 间 的 儿 何 结构 。 
前 而 所 说 的 亏 格 为 g 的 曲线 的 模 空 间 /Mo (特别 地 椭圆 曲 线 的 模 空 
间 ) 都 是 粗糙 模 空 间 。 后 面 还 将 看 到 其 他 一 些 粗 糙 模 空间 如 皮卡 概 形 和 
极 化 阿 贝 尔 徐 的 横 空 间 。 
在 代数 几何 的 分 类 学 中 , 经 常 要 考虑 某 一 (连续 ) 类 对 象 的 模 空 间 是 
否 存在 , 如 果 不 存在 ; 我 们 仍 要 探索 是 否 可 以 对 该 类 对 象 加 上 一 些 影响 尽 
可 能 小 的 附加 结构 , 使 得 横 空 间 存在 。 即 使 这 样 的 横 空 间 存 在 也 会 是 很 
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有 用 的 。 此 外 , 如果 仅 有 粗糙 模 空 间 而 没有 精细 模 空 间 , 仍 可 能 在 加 上 一 
些 附 加 结构 后 就 有 精细 模 空间 了 。 


3. 一 些 应 用 的 例子 


我 们 举 儿 个 例子 来 说 明 如 何 使 用 模 空 间 。 这 些 例子 在 代数 儿 何 教科 
书 中 大 都 可 见 到 。 


例 8 (Bertini 定理 ). uk X C Y = 了 Px 为 无 限 域 上 的 光滑 射影 概 形 , 则 
HE Y 的 超 平 而 H 不 包含 X 的 任 一 不 可 约 分 支 上 且 使 得 0X 为 光滑 
的 (实际 上 几乎 所 有 超 平 而 都 可 取 为 HD). 

我 们 知道 Y 的 所 有 超 平面 的 精细 模 空间 Z S Px ( 例 3), CY 中 的 一 
个 超 平 而 五 可 以 看 作 2 的 一 个 点 。 m HOAX 在 一 点 ZE HNX 的 切 空间 
A THa DO Tx ss UAI IET AS REDE TI H 不 包含 X 的 任 一 不 可 约 分 支 且 
不 包含 和 在任 一 点 ze 五 nX (nmm. e X' 为 X 的 一 个 不 可 约 
分 支 ( 即 连通 分 支 , 因为 X 光滑 ), d = dim(X?), 任 取 非 空 开 子 集 C X" 
使 得 Y 的 切 从 在 U 上 由 X 的 切 从 和 n — d 个 堆 口 s1,…,.sn_ad 生成 。 
定义 代数 映射 $9: W =U xe PRI! — Z, 38 (x, (a1... a5-4)) € W Wes] 
(过 zz 的 ) 由 Tx,z 与 (bi(s1)s 0n La (Sn-a)s|a101 +... +an-abn-a = 0} 
张 成 的 超 平 而 , 则 易 见 对 任意 zx 6 U, 任 一 过 m Hf Tya 的 超 平 而 均 
在 im(9) 中 。 注 意 dim(W) 2 n — 1, 可 见 存在 真 闭 子 集 Vi c 2 使 得 包含 
£E— Tx 的 超 平 而 均 在 Vi 中 。 另 一 方面 , 易 见 存在 真 闭 子 集训 CZ 使 
得 任意 包含 X 的 超 平 而 都 在 Vo 中 。 对 X 的 所 有 不 可 约 分 支取 这 样 的 
三 和 了 硕 并 令 站 为 它们 的 并 , 则 站 是 Z 的 真 闭 子 集 , 而 任意 HeZ-V 
不 包含 X 的 任 一 不 可 约 分 支 且 使 得 H o X 为 光滑 的 , 再 由 大 是 无 限 域 
可 知 存 在 He2Z 一 V。 


例 9. 设 记 为 代数 闭 域 , C CX. = PP 为 由 齐 次 多 项 式 Fx xu d» 1 
次 光滑 曲线 , x = (ao,a1,a2) € X 一 C。 所 谓 “ 计 数 儿 何 ”(enumerative 
geometry) 中 的 一 个 问题 是 : 在 “一 般 情形 ”C 有 多 少 条 过 x 的 切线 。 
不 难 算出 过 一 点 y = (bo, 01,03) € C 的 切线 Toy 由 方程 
oF 
OXo 


oF oF 
bo, bi,b2)X ——(bo,b1,b2)X: —— (bo, 51,09) X9 = 
(bo, b1, b2) o+ 5x: 0; b1, b2) 1 十 5 o,01,093)X9 =0 (1) 
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Aili Lo: X> YSP 为 有 理 映 射 (Xo: Xi, X2) 5 (E, 2E, 2E), 
9 可 以 看 作 d 一 1 重 柑 入 与 一 个 投影 的 合成 , 它 在 一 个 包含 C 的 开 集 
U c XX 上 有 定义 , 故 一 条 直线 LCY 与 C'= (C) 8€ T d(d-1) 点 , Ki 
Z C' 3X d(d—1) 次 曲线 。 车 将 Y 看 作 立 中 所 有 直线 的 模 空间 , W C" 可 以 
看 作 C 的 所 有 切线 组 成 的 代数 子 集 , 注意 它 是 1 维 的 。 同 理 可 知 C" 的 切 
线 组 成 Y 中 直线 的 模 空 间 中 的 工 维 代数 子 集 。 设 = (ao,a1,4a2) € X-C 
使 得 aoYo 十 arYi 十 a2Y2 = 0 不 是 C' 的 切线 (这 就 是 “一 般 情形 ”), 注意 
C 的 过 z 的 切线 集 为 C' 与 直线 aoYo + a1Yi +a2Y> = 0 的 交 , 可见 C 的 
Abo 的 切线 有 d(d 一 1) 条 。 


例 10 (古典 的 “ 九 点 定理 ”). E k HERH, Pi,- Ps € X = PON kgs 
其 中 没有 4 点 共 线 , 没有 7 点 共 二 次 曲线 , 则 存在 唯一 的 闭 点 忆 &E X (也 
是 有 点 ), 使 得 X 中 过 万,… 关 的 任意 三 次 曲线 (包括 退化 的 ) d Po 
GE: Po 可 能 等 于 Pis Ps 之 一 , 例如 Po = Pi, 此 时 任 两 条 过 Pi,…, Ps 
的 三 次 曲线 在 Pi 点 相 切 且 除 Pi- Ps 外 无 公共 点 )。 

不 难 约 化 到 天 是 代数 闭 域 的 情形 。 由 例 4 可知 对 任意 d > 0 存在 X 
中 的 d 次 曲线 的 精细 模 空 间 Ya。 为 方便 起 见 我 们 记 [Ya] 为 Ya 中 的 点 
组 成 的 射影 空间 , 看 作 关中 的 a 次 曲线 的 集合 。 

EARE RHR. HAAA Yo S Phe FRAR F(Xo, Xi, X2) = 
0 过 用 点 而 只 点 的 坐标 为 (40 : a1 : a2), W) F(ao,a1, a2) = Oti F RAR 
数 满足 的 一 个 非 平凡 线性 齐 次 方程 , 故 [Yo] 中 过 Pi 的 二 次 曲线 组 成 一 个 
超 平 面 H4。 类 似 地 过 Pi. Po 的 二 次 曲线 组 成 一 个 3 维 平面 Hs C Ha X 
PV, P5, Py 的 二 次 曲线 组 成 Ha 中 的 一 个 余 维 数 不 大 于 1 的 平 而 Ho C Ha, 
欲 验 证 dim(H2) = 2 只 需 验证 Ho z Hs, 即 存在 一 条 过 Pi, Po 的 二 次 上 
线 不 过 Py 这 很 容易 , 只 需 过 Pi, Po 各 取 一 条 不 过 P 的 直线 , 将 其 并 看 
作 一 条 二 次 曲线 即 可 。 过 Pi, Po, Ps, Pa ff] V tz p Ho 中 的 一 个 余 
维 数 不 大 于 1 的 射影 子 空间 Hi C Ho, 欲 验证 dim(Hi) — 1, Hl H1 z Ho, 
注意 由 所 设 直线 PiPo, PP 和 PPs 不 能 都 过 已, 不妨 设 PiP 不 过 
Pj, 任 取 一 条 过 Pa iP, 的 直线 与 PiP 即 组 成 Ho 中 的 一 条 不 过 P, 
的 二 次 曲线 。 最 后 , 过 已 ;,… 杞 的 二 次 曲线 组 成 射影 子 空间 Ho C H, 


di P,- Ps 中 没有 三 点 共 线 , W PiP U PSP, 在 Hi 中 但 不 在 Ho 中 ， 
故 dim(Ho) = 0; 否则 任 取 过 其 中 三 点 的 一 条 直线 D. 由 所 设 另 两 点 不 
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dE | b. 任 取 过 其 中 一 点 而 不 过 另 一 点 的 直线 与 1 组 成 二 次 曲线 , 仍 得 
dim(Ho) = 0, 总 之 恰 存 在 一 条 过 Pi,- Ps 的 二 次 曲线 。 

现在 考虑 三 次 曲线 , 由 例 4 可知 Ys S P}, 30 E ri 28 oth n] DL uU] X 
中 过 Pi,- Pr 的 三 次 曲线 组 成 一 个 2 维 平面 Ho C |Ys]. & Hi C Ho 为 
过 这 8 点 的 三 次 曲线 组 成 的 射影 子 空 间 。 芳 Pin Ps 中 有 三 点 共 线 , 不 
jj Pi, Po, Ps 共 直 线 L 由 上 所 述 可 取 二 次 曲线 Co 过 P4, Ps, Pe, Pz 但 
不 过 Ps, 这 样 IUCo € Ho — Hi, 从 而 dim(Hi1) = 1. di Pi, Pa 中 无 三 点 
共 线 , $ C 为 过 Pi. Ps 的 (唯一 ) 二 次 曲线 , 则 由 所 设 Pe, Pr, Ps 不 能 都 
在 C 上 ,不 妨 设 Ps gC, Tit CU PsP: € H»— Hi, 452651 dim(Hi) — 1. 

注意 Ha 中 的 退化 三 次 曲线 只 能 是 由 一 条 二 次 曲线 和 一 条 直线 组 成 ， 

所 设 可 知 或 者 二 次 曲线 过 Pi, Ps 中 的 6 个 点 而 直线 过 其 余 2 个 点 ， 
或 者 二 次 曲线 过 Pis Ps 中 的 5 个 点 而 直线 过 其 余 3 个 点 , 由 上 而 关 
于 二 次 曲线 的 讨论 可 见 这 样 的 退化 三 次 曲线 只 有 有 限 多 条 。 任 取 两 条 非 
退化 三 次 曲线 C1,C2 € Hi, W Ci Co 是 有 限 集 。 取 三 次 齐 次 多 项 式 
Fi, F> € k[Xo, X1, X2] 分 别 定 义 C1, Co, 则 由 dim(H1) = 工 可 见 Hs 中 的 
任意 曲线 由 形 如 Fi c PS (a.b 不 全 为 0) 的 多 项 式 定 义 。 另 一 方面 , 由 
Bézout 定理 (命题 工 4.5) 可 知 C1 与 C2 的 交点 个 数 ( 连 重 数 ) 为 3.3 = 9, 
即 它们 除 Pi,- Ps 外 还 有 一 个 公共 点 Po GF Po = Pi W Ci 5; Co dE Pi 
的 相交 重 数 为 2, 此 时 C3 和 Co Æ Pi 点 相 切 ), 显然 所 有 Hi 中 的 曲线 都 
过 媚 。 这 就 证 明了 九 点 定理 。 

注意 上 述 证 明 完 全 是 组 合 性 的 。 

利用 九 点 定理 很 容易 证 明 一 些 重要 的 古典 射影 构 形 定理 。 一 是 帕 普 
斯 定理 (图 2(a)): 若 4, B,C 三 点 在 一 条 直线 上 , A, B',C' 三 点 在 一 条 直 
线 上 , AB! 与 4B 交 于 P, BC' 与 BC XT Q, CA H5 C'A XT R, W 
P,Q, R ZAE ZHR E. XX Ar XE HUGE AUGE 22 IT] X SC 对 任意 一 个 体 
K 上 的 平面 射影 儿 何 , 帕 普 斯 定理 成 立 当 且 仅 当 K 是 域 (参看 [E2, 命 
题 B.1.1])。 另 一 个 是 帕斯卡 定理 : 在 任 一 条 平面 二 次 曲线 上 任 取 6 个 点 
A,B,C,D,E,F,AB t DE xF P,BCH EFWTQ,CD FAX 
T R, W P,Q, R ZAE ZHE (图 2(b))。 这 个 定理 也 有 特殊 的 重要 
TE. 它 是 二 次 曲线 的 基本 性 质 ( 判 据 )。 如 果 允 许 退 化 二 次 曲线 , 帕 普 斯 定 
理 可 以 看 作 帕 斯 卡 定理 的 特殊 情形 。 对 帕斯卡 定理 可 如 下 证 明 : 令 C1 为 
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二 次 曲线 与 PQ 组 成 的 三 次 曲线 , C2 为 4B, CD, EF 三 条 直线 组 成 的 
三 次 曲线 , Cs 为 BC, DE, FA 三 条 直线 组 成 的 三 次 曲线 , 则 C1,C2, Cs 
都 过 8 个 点 A, B,C,D,E, 了 ,PQ, 故 由 九 点 定理 ,它们 有 男 一 公共 点 R 


2 


对 平面 三 次 曲线 也 有 构 形 定理 , 如 : 设 5 为 代数 闭 域 上 的 光滑 三 次 
曲线 , 任 取 4 个 闭 点 A, B,C,D € E, 直线 BC 5j E 有 第 三 个 交点 E, BD 

与 E 有 第 三 个 交点 『, AD 5 E 有 第 三 个 交点 G, CG 与 E 有 第 三 个 交 
A H, AE 5j E 有 第 三 个 交点 天 W 刃 瑟 了 工 三 点 在 一 条 直线 上 (A 3). RI 
用 九 点 定理 可 以 这 样 证 明 : 令 Ci = €, C» 为 AD, BC, HI 三 条 直线 组 成 
的 三 次 曲线 , Cs 为 BD, CH, AI 三 条 直线 组 成 的 三 次 曲线 , 则 C1, Co. Cs 
都 过 8 个 点 A, B,C,D,E,G. H, I, 故 它 们 有 另 一 公共 点 F. 

这 个 定理 的 意义 可 以 理解 为 “加 法 结合 律 ”: 注意 由 Bézout 定理 可 
见 一 条 直线 与 £ 有 三 个 交点 。 我 们 可 以 在 三 次 曲线 € 上 定义 一 个 “加 
法 ”( 图 4): 先 任 取 一 点 O € £ 称 为 “0”; 对 任意 两 点 A.B EE, 令 C 为 
直线 AB 5 E 的 另 一 个 交点 , D 为 直线 OC 5 E 的 另 一 个 交点 , 定义 
D= 4+B (注意 由 这 个 定义 有 C= 二 一 D, 故 A-B-cC —0). maim 
的 性 质 不 难看 出 这 个 加 法 可 以 看 作 一 个 ku E xk 6 一 (习题 5)。 
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4 


现在 来 看 三 次 曲线 的 投影 构 形 图 (图 5, 我 们 将 图 3 中 各 点 标记 的 


字母 更 换 了 )。 由 定义 有 P = A+B, Q= B+C, 故 由 上 所 述 有 R= 
(A * (B - C) 另 一 方面 , 由 定理 可 知 直线 PC 5; E 的 交点 也 是 R, i 


Hl A-- (B-- C) — (A-- B) - C, 这 正 是 加 法 结合 律 。 故 上 述 三 次 | 


HERA R= -((A+B)+C). xH -(4+(B+C)) = -((A+B)+C), 


线 的 构 


形 定理 说 明 射影 平面 PL 中 含 六 点 的 三 次 光滑 曲面 具有 代数 群 结构 , 即 


HB N KIR o 
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/ 


Sz —19- B+C 
Dd 


1. WM; € 有 终止 对 象 S 和 直 积 。 一 个 E 中 的 群 对 象 是 指 一 个 对 象 
G E€ Ob(@) 连同 三 个 态 射 吧 :GxG 一 GeIG 一 Mol G, 满足 
i) mo (idg x m) = mo (m x idg): G x G x G — G (“RAHA”); 
ii) mo (o x idg) = m o (idg xo) = idg : G S S x G — G; 
iii) m o (( x ida) o A = mo (idg x i)o A = oor : G — G, 其 中 


A:G—GxG 为 对 角 态 射 ,T:G 一 5 为 从 G 到 5 的 唯一 态 射 。 


WE FON € s ((groups)) 的 反 变 函 子 。 证 明芳 FRA 
H T, 则 工 为 中 的 群 对 象 。 


2. Xl 3 中 的 各 断言 的 证 明 补充 完整 。 


3. 设 忆 为 有 直 积 的 范畴 , S € Ob(@), ii Cs 为 所 有 对 (X7) (X € OPb(C)， 
T € More(X, S)) 组 成 的 范畴 , 其 中 一 个 态 射 (X,7) 一 (Xr) 是 指 一 个 
5 中 的 态 射 S: X X WEFT of =T WE Ent TE F Wis Cs 
上 的 一 个 预 层 Fs。 证 明芳 F 有 精细 模 空间 T, 则 (T xS, pro) 为 Fs 的 
精细 模 空 间 。 
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4. W A C C 为 一 个 格 , T = C/A, p(z) 为 (1.1) 中 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 信函 
A ERA p: CP, Ki z Rä (L: pC) : e'(2)) GE zA p 的 极点 
则 将 z 映 到 某 个 无 穷 远 点 )。 证 明 p aA e:T — P, 它 是 
解析 的 闭 嵌 入 , 而 e 的 象 为 三 次 光滑 曲线 Y?Z = 4X? — goX Z? — gaZ?, 


5. 证 明 例 10 中 所 定义 的 三 次 曲线 的 加 法 可 以 看 作 一 个 km a: 
E xy E 一 6, 使 得 对 任意 闭 点 A, B EE fi Ac B — a(A, B). 


6. 设 CCX= 了 Ps 为 9 上 的 三 次 光滑 曲线 族 , 具体 说 C Ou X p S-A 
ART, C 一 9 有 一 个 截 口 o : 3 一 C, HEE S 上 的 可 逆 层 L 使 得 
Ox(C) 兰 Ox(3)Q@ox7CT:A 一 9 为 投射 )。 证 明 C 有 阿 贝尔 概 形 结 
构 使 得 o HERO. (GER: 用 例 10 中 的 方法 定义 C 的 加 法 , 利用 曲线 
的 黎 曼 - 罗 赫 定理 与 [3 节 中 的 半 连 续 性 理论 证 明 加 法 结合 律 。) 


9205 希 尔 伯 特 概 形 


1. 格拉 斯 曼 空 间 


我 们 在 例 1.3 中 看 到 , 一 个 4 维 线性 空间 W 中 的 工 维和 3 维 线 
性 子 空间 都 有 精细 模 空间 , 且 都 同 构 于 EP, 此 外 P? 还 是 3 维 射影 空间 
中 的 平面 的 精细 横 空 间 。 若 考虑 W 中 的 2 维 线性 子 空间 是 否 有 模 空 
间 , 问题 就 要 复杂 些 , 因为 一 个 2 维 线性 子 空间 了 COW 由 两 个 向 量 
a = (a1,02,03,04) Ñ b = (b1, b2, 3,4) 生成 , 而 (a,b) 是 有 很 多 种 选择 
的 。 不 过 若 令 aij = [s 4 (A <i<j <4), w 6A aiz 的 比 由 VV 唯一 
决定 。 但 这 些 aij 并 非 相 互 独立 的 , 它们 满足 关系 式 


412034 — 413024 + 414023 = 0 (1) 


这 6 个 ai; WRA V fig 39 8 6 45$ (Plücker coordinates), Yk 3X 48 /b fj — 
个 aij z 0. 例如 aiz Æ 0, 则 可 以 选择 生成 元 a.b 使 得 ai = 09 = 1, az = 
b, = 0, 这 样 a,b 也 就 唯一 确定 了 , 而 且 可 由 诸 a; 给 出 (如 as = 一 Q23)。 
此 可 见 V 由 6 个 ai 的 比 唯一 决定 。 反 之 , 若 给 定 一 组 满足 (1) 的 不 
全 为 0 的 ai 则 由 上 述 过 程 可 以 确定 一 个 2 维 线性 子 空间 VV, IE B w 


150 


第 VV 章 ” 模 空间 理论 


坐标 为 (au). rub n]. 4 维 线性 空间 中 的 2 维 线性 子 空间 与 P^ (其 齐 
UE ER X12, X13, X14, X23, X24, X34) 中 的 2 次 超 曲面 
(23.5 : X12X34 — X13.X24 + X14X23 — 0 (2) 


中 的 点 一 一 对 应 。(2) 实际 上 定义 了 一 个 ZAE. OH DE 13 的 讨论 法 ， 
即 得 Ga» 代表 Sch 上 的 如 下 预 层 

T > (Aj 中 的 秩 2 T- 子 向 量 从 } 
推 而 广 之 , HERE SEO n > m, 4 N = (41), Y = PY, 其 齐 次 坐标 
为 Xiiz..im (0 € i1 < i2 <... < im € n), HX 1,2,..,m 的 任意 置换 o 
4 XLaydse 7 C1? Xiisa, (其 中 (71)? ?4 为 奇 署 换 时 为 一 1, 25 
c 为 侦 和 置换 时 为 1. 当 有 两 个 脚 标 相同 时 为 0)。 定 义 中 的 闭 子 概 形 


mci 
E > j k = 
Gn,m (-1) Xii ada Aja I =0 
k=1 


(3) 
(Yi 
称 为 格拉 斯 曼 空间 (Grassmannian), 而 称 齐 次 坐标 Xii H 3 8 6 
坐标 。 
命题 1. 概 形 Gnm 代表 Sch 上 的 如 下 预 层 
T => (At! 中 的 秩 m T-P h EA} 
换言之 , Gnm 是 n 十 1 维 线性 空间 中 的 m 维 线性 子 空间 的 精细 模 空 间 。 


TEC A" 的 坐标 变 元 为 20,…, En, W APH x Gnm 中 的 秩 m 泛 子 向 量 
从 由 方程 组 

mi 

DOOD EX, 8 01,,,70 (0xüc-«imasn) (4 


k=1 
给 出 。 此 外 , Gn,m 有 一 个 由 N 个 Amon 7 组 成 的 开 窗 盖 , 特别 地 它 在 
Z FENT o 


证 . 由 亚 .3 节 可 知 AZ S Vr(OE" 1), 而 Am 中 的 一 个 秩 m 子 向 量 从 
等 价 于 Og" 的 一 个 秩 m 局 部 自由 商 层 € (对 应 的 子 向 量 从 为 Vr(E))。 
Wq: OPH 一 为 投射 , 则 有 Or- 模 层 的 满 同 态 


NBrq: ^o (ORT) & OS" 一 人 BE (5) 
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由 于 ABE 为 秩 1 局 部 自由 层 , (5) 给 出 一 个 态 射 $6:T 一 P 了 -1 SY. 
我 们 来 说 明 9 经 过 Gm。 由 注 1.1.vi) 不 妨 设 T = SpecR, E = E, 

其 中 E 是 有 限 生成 的 自由 R-i, 而 Vr(£) — T 的 一 个 截 口 可 以 理 

Mg EY 的 一 个 元 。 取 定 ROH 的 一 组 自由 生成 元 vo. ss Un, 若 wi = 


Qiovo +++: + AinUn (1 & à & m) Jy EY 的 一 组 自由 生成 元 , 令 


Qli c^t Odd 
Chu ms i. : (VO€i4«io«..«i xn) (6) 


Ami `° Amim 


U ó h $*(X4.4,) — c4..4, (V0 S à < i2 < ... < im € n) Ah. 若 
bovo -- + bnun € EY, 4 A HE (aiz) 下 而 加 上 一 行 (bo, bn) 所 得 的 
AREE, W 4 的 所 有 m o 1 阶 子 行 列 式 等 于 0, 故 有 


m+1 
SLE EN =0 (VOgci«c..«iuuitznmn) (7) 
k=1 


XPEX O € i « i9 Lo € imi & n, id biaa I (a4) 市 第 
£119, iS ca 列 划 去 第 7 行 所 得 的 行列 式 , 则 易 见 有 


2C b, au uw; z D ina € EV (8) 
j=1 i=0 
令 BHE (ai) 下 面 加 上 一 行 (ci..im_10;…; Chis can) MARERE, 则 
由 (8) & (7) 有 


m+1 


k B : . ' : 
> (一 起 
k=1 


(9) 
这 说 明 9 经 过 Gn,m。 
Tx OY 有 一 个 仿 射 开 履 盖 
{Ui ia...im = U(XiSu. 4, )I10& i1 < i2 <... < im < n} (10) 


其 中 每 个 Usu, 9 ANI, EHEAR SHEER 已? 加/ Xia 
(0 € jı < i2 «€. < m & n, (as jm) Z (im)), Æ Gnm N 
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Ui,i,.4,, -Eo 由 (3) PIIA {j1 jm} N {i1 im} 的 元 素 个 数 < m 一 1， 
Vi] 和 jij2...jm /Xitiz..ion 可 表 为 其 他 仿 射 坐标 的 次 数 < 2 的 多 项 式 , 故 在 
Gnm QU; 4.4, 上 只 需要 仿 射 坐标 

Trj = AX. 


ir -imj 


人 (11) 


共 m(n--1— m) 个 坐标 元 。 我 们 来 说 明 这 些 坐 标 是 独立 的 。 由 对 称 性 不 
芒 设 (各 ) = (0,1, m 一 1)。 对 任意 给 定 的 ariyE Rü&r&m, 
j2zm)-4 


n 
wi =v + ag (1l&i«m) (12) 
jm 


则 显然 wi,…,wm 生成 ROH 的 一 个 秩 m 自由 子 模 , 它 所 对 应 的 态 射 
o: T > Gn,m Ai Gn,m N Uor...(m-1); H. ó*(z5) = arj (1 Sr < m, 
j> m), FE ar 为 独立 变 元 而 R = Zlarjll <r <m, m <j & n], 则 可 
见 所 有 Zr; 为 独立 变 元 , HÆ Gnm N Uor...(m-1) 上 给 出 一 个 秩 n +1 F 
Jl In] EMARE m 子 从 。 

总 之 AT 中 的 一 个 秩 m 下 - 子 向 量 从 等 价 于 一 个 态 射 了 一 Gnm。 
而 由 (7) 可 见 Gnm 上 的 秩 m 泛 子 向 量 从 由 (4) 给 出 。 证 毕 。 


注意 AZU 中 的 秩 m 了 - 子 向 量 从 相当 于 PT 中 的 m —1 维 T- 射 影子 
空间 从 , 故 Gum 也 代表 预 层 
T > {P} 中 的 m 一 1 维 了 射影 子 空间 从 } 


换言之 , Gn,m 是 n 维 射 影 空 间 中 m — 1 维 射影 子 空间 的 精细 模 空 间 。 不 
难看 出 Grm 也 是 n +1 维 线性 空间 中 n — m c 1 维 线性 子 空间 的 精细 
模 空间 , 以 及 n 维 射 影 空间 中 m — m. 维 射 影子 空间 的 精细 模 空 间 ( 习 
题 1)。 


2. 基本 定理 


例 1.4 所 给 出 的 除 子 的 精细 模 空 间 , 粗糙 地 看 是 n 维 射 影 空间 中 余 
维 数 1 的 闭 子 概 形 的 模 空 间 ; 而 格拉 斯 曼 空间 Gam 则 可 看 作 n 维 射影 
空间 中 m 一 1 维 射影 子 空间 的 精细 模 空 间 。 为 了 对 代数 子 徐 和 子 概 形 进 
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一 步 深 入 了 解 , 应 该 考虑 所 有 子 筷 或 闭 子 概 形 所 组 成 的 空间 的 几何 结构 ， 
这 束 需 要 将 上 述 结果 推进 到 各 维 闭 子 概 形 的 模 空 间 理论 。 


首先 我 们 考虑 P” 的 所 有 “代数 子 空间 ”, 即 由 齐 次 坐标 的 齐 次 多 项 
式 方程 组 定义 的 闭 子 概 形 。 


设 开 为 代数 闭 域 , 了 C 攀 三 并 为 团子 概 形 , 则 可 取 充 分 大 的 7 使 得 
Y 由 一 组 7 次 齐 次 多 项 式 万 ,…, je [Xo Xn] 定义 (其 中 Xo... Xn 
为 X 的 齐 次 坐标 )。 令 M, =T(X, Ox (r)) = kèr, Ep l = (H), A 
令 M' —kfi c kfm C Mro 不 妨 设 及,…, fm Æ k 上 线性 无 关 , W 
dim, (M,./M") = lr- m, t& Y HAET k 的 一 个 4 一 m 维 线性 子 空间 ,从 
而 对 应 于 Gi, im 8 k 中 的 一 个 有 点 。 反 之; Gi -tm 8 k 中 的 任 一 点 
给 出 一 个 m 维 线性 子 空间 M C Mi, 从 而 给 出 一 个 闭 子 概 形 Y c X. 
fH AE. Gi as @ 上 中 不 同 的 点 所 对 应 的 闭 子 概 形 一 般 不 是 都 具有 相同 的 
离散 不 变量 (如 维 数 ), 所 以 我 们 得 不 到 Gi 1m Ok 上 的 一 个 纤维 从 , 故 
由 此 还 不 能 得 到 模 空 间 。 


为 了 固定 离散 不 变量 , 我 们 还 需要 对 Y 作 些 限制 。 对 此 有 两 种 基本 
的 方法 , 一 是 周 炜 恨 的 固定 工 的 维 数 和 次 数 的 方法 , 另 一 是 固定 了 的 希 
尔 伯 特 多 项 式 的 方法 。 我们 下 而 采用 后 一 方法 , 它 的 优点 是 适用 于 任意 
闭 子 概 形 (而 前 一 方法 主要 适用 于 代数 子 艇 )。 


引 理 1. 设 S 为 诺 特 概 形 , f :三 一 9 为 5S EXE IBS. 其 中 9 在 5 
上 平坦 , 则 存在 闭 子 概 形 Nil(f) C S 代表 Sch 上 的 预 层 


Mity: T 5 {9 € Mor(T, S)|o* f = 0 : #*F — 9*9} 


证 . 由 抽象 废话 不 妨 设 S 是 仿 射 的 。 设 5 = SpecR, W R-X M, N 使 得 
F=M, G= Ñ, pp N PHK, 则 了 由 一 个 RAE fs: MN 
给 出 。 令 M = fs(M)。 令 了 为 所 有 满足 M'C JN 的 理想 J c RWX, 
则 因 N 是 局 部 自由 R-EL 易 见 M'CIN. 我 们 来 验证 Spec(R/I) 代表 
Nils. HAER T = SpecA 及 任意 $9:T 一 5, 邻 =ker(9* : R > A), H. 
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4 FIM NIAFN 为 了 诱导 的 同 态 , 则 有 交换 图 


M ÉÜo, NJJN 
|o | (1) 
M&nA —^5 N&nRA 


其 中 ON, pu 是 单 射 , 因为 N 平坦 。 若 fA — 0, WA f! —0, 8 J' 5 I, 8 
言 之 8 经 过 Spec(H/I). WEE. 


推论 1. 设 S 为 诺 特 概 形 , JO S 上 凝聚 层 , n= max(dim,(.) Fs) 则 存 
E S 的 闭 子 概 形 5r,n 代表 Sch 上 的 预 层 


F: T 5 (ó € Mor(T, S)|ó* F HER n 局 部 自由 的 } 


证 . 由 抽象 废话 问题 是 局 部 的 , 不 妨 设 S = SpecR, F = M, JH M min 
个 元 生成 。 任 取 满 同 态 f: R9" 一 M, 4 M' = ker(j)。 注 意 对 任 一 R- 代 
数 A, 4@RAM JERR n 局 部 自由 的 当 且 仅 当 ida Sa f : A9" — Aen M 
是 同 构 , 而 这 当 且 仅 当 frida : M' 8r A —> R 9r A EFM. 
引 理 1, F 由 5 的 一 个 闭 子 概 形 代表 。 证 些 。 


推论 2. 设 5 为 诺 特 概 形 , 7 :六 一 5 为 相对 射影 态 射 。 设 了: 三 一 9 为 
X 上 的 凝聚 层 同 态 , 其 中 9 在 9 上 平坦 。 则 存在 闭 子 概 形 Nil(f/5)C 3 
代表 Sch 上 的 预 层 

9tiljs: T = (6 € Mor(T, S)|(idx xs $)*f = 0: (idx xs $)*F — 
(idx xs 9)*9} 


证 . 对 任意 整数 n, 记 Fn = m (n). €. = mG (n), WME fn: Fn — €» 为 
f 诱导 的 同 态 。 取 n 使 得 H (Xs, Gs(n)) — 0 (Vs € S), 则 由 半 连 续 性 理 
i& ( 见 命 题 I3.1 或 [H, M.5 & 12]) 可 知 C, 在 S 上 局 部 自由 。 由 引 理 1 
有 闭 子 概 形 Nf.) C 3 代表 Sch 上 的 预 层 


T (9 € Mor(T, S)|ó* fn —0:9* 7. — 0*O0n} 


我 们 还 可 取 n 使 得 £s > TF (n) 和 ze*9n > Gin) 为 满 射 。 对 任 一 态 
Bp o: T — 5, 注意 pr2x(idx xs 9)*9(n) S Gn, 且 有 诱导 同 态 Fn 一 
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prox(idx xs $)*F(n), 若 (idx xs 9$)*f = 0, lll pro.(idx xs 9)*F(n) 一 
pr2x(idx xs 9)*9(n) ARAS, 从 而 fn — 0: 0*7, > Gn; RZ, F 
fn = 0, W (idx x só)* (n) > (idx x so)*G(n) HRAS (因为 pro 一 
(idx xs $)* (n) 是 满 射 ), 故 Gdx xs o)'f = 0。 这 说 明 Nill fn) 代表 
9ülr;s, WEB. 


由 此 立 得 


推论 3. 设 S 为 诺 特 概 形 , T: X 一 5 为 相对 射影 态 射 , YY CX 为 闭 
子 概 型 , 其 中 六 在 S 上 平坦 。 则 存在 S 的 闭 子 概 形 代表 Sch 上 的 预 层 
T = {j € Mor(T, S)|Y xs T CY’ xs T} 


(注意 到 xs T 4 Y xs T SE X xs T KATHIE). 特别 地 ,车 也 
在 S 上 平坦 , 则 有 闭 子 概 形 S C S 代表 预 层 


T = {j € Mar(T, S)|Y xs T 2 Y' xs T) 
我 们 称 S 为 二 和 六 在 3 中 的 等 化 子 (equajlizer)。 


我 们 下 而 将 多 次 用 到 “平坦 分 层 ” 的 方法 。 设 7 :六 一 5 为 诺 特 概 
形 的 有 限 型 态 射 , E Du OX 上 的 凝聚 层 , 则 存在 Sea 的 稠密 开 子 概 形 U1 
使 得 下 @os Ov, 在 Ui 上 平坦 (参看 [Ma, (22.A)] 或 [L1, 习题 XVL9]); 令 
Sı 三 S 一 Ui, 带 有 约 化 的 诱导 概 形 结构 , F S1 A0, 则 存在 稠密 开 子 概 形 
Ua C 51 E F Gos Ou, Æ Uo 上 平坦 ; 再 令 52 = S1 — Uo ( 带 有 约 化 的 
诱导 概 形 结构 ), 重复 上 面 的 过 程 , 等 等 。 由 诺 特 归纳 法 , 经 过 有 限 多 步 以 
后 我 们 就 将 S 分 解 为 有 限 多 个 局 部 闭 子 集 Ui, U2,…, Un ( 带 有 约 化 的 诱 
导 概 形 结构 ) 的 无 交 并 , 使 得 每 个 F 80s Ov, Æ Ui 上 平坦 , 且 每 个 Uis 
AT U, 的 闭 包 中 (<i < 区 。 这 种 分 解 称 为 F 的 平坦 分 层 (fattening 
stratification). 

3]38 2. 设 5 为 诺 特 概 形 , T: X 一 5 为 射影 态 射 , F HX FERRE, 
则 存在 正 整数 入 EFE mo N A 

(mF(m)s 一 HY (Xs, F.(m)) (2) 
(Ys € S). 车 s,s € S, s' 是 s 的 一 般 化 (Bl s 含 于 (7) 的 闭 包 中 ), 则 对 
m> NA 
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xz, (m) 2 xz, (m) (3) 
此 外 , 集合 (xz.ls € S} C Qv] 是 有 限 集 。 


dE. 为 简便 起 见 不 妨 设 S = SpecR, dx I C 尽 为 理想 。 由 正 合 列 0 一 
IF > F — F/IF — 0, 可见 当 mm 208 EAZ 


0 > H (IF(m)) — H*(F(m)) ^ H*(CF/IF)(m)) => 0 (4) 


(参看 [H, Theorem 亚 .5.2])。 由 于 R 是 诺 特 环 , 可 取 正 整数 ”使 得 有 
RRS R — I. 从 而 有 凝聚 层 满 同 态 F 一 IF, 对 mo» 0. 
Fo(Fer(m)) > HO(IF(m)) 为 满 射 , 而 H9(£97(m)) 一 H*(F(m)) 的 象 
显然 在 IH? (F(m)) 中 , 故 由 (4) 得 


H*(F(m)) r (R/I) & HY (F/IF)(m)) (5) 


Tdi 了 为 素 理想 , fE V(I) = Spec(R/I) C S 的 非 空 开 子 概 形 U 使 得 
F &og Ou Æ U FH, Wt m > 0# 


H? ((F/IF)(m))s & H*(X,, Fs(m)) (Ys € U) (6) 


由 (5) 和 (6) 即 得 (2) 对 ssez 成 立 。 由 工 的 任意 性 , 用 平坦 分 层 的 方 
法 可 将 5 分 解 成 有 限 多 个 连通 局 部 闭 子 概 形 Ui ( 带 有 约 化 的 诱导 概 形 结 
构 ) 的 无 交 并 , 使 得 对 每 个 i 存在 Ni, 当 m > Ni 时 (2) 对 任意 se Ui 成 
W. I N = max(N;:) 即 可 使 (2) 当 m > N 时 对 任意 s& 5 成立。 

dis 是 s 的 一 般 化 , 由 (2) M51 1.3.1 立 得 


dimn(s) H?(£.(m)) > dim, H? (Fe (m)) 


这 就 是 (3)。 

最 后 , 注意 在 每 个 U; 上 大 只 有 一 个 希 尔 伯 特 多 项 式 ( 即 存在 Xi € 
Qla] 使 得 对 任意 s € Ui WA xz. = Xi), 故 (xz.ls e 9} 是 有 限 集 。 
证 毕 。 
定理 1. 对 任 一 整 值 多 项 式 Xx, 存在 射影 概 形 Hilb8 代表 如 下 预 层 
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Sylb: (( 局 部 诺 特 概 形 )) 一 (集合 )) 
T  (Pz. 中 的 具有 希 尔 伯 特 多 项 式 x 的 了 平坦 闭 子 概 形 } 


我 们 称 Hilb%, 为 一 个 希 尔 伯 特 概 形 (Hilbert scheme). 


W. W X =P”, x Xx 一 X。 由 引 理 1.3.5, 存在 只 与 X 有 关 的 正 整数 N， 
使 得 对 任意 概 形 了 及 任意 了 -平坦 闭 子 概 形 2CXxT, 若 xz 二 xX 则 2 的 
理想 层 在 T 了 上 的 纤维 都 是 入 -正则 的 。 令 m= (NT") -1(9 xx(N) 一 1)， 
7 二 X(N), S = Gmr, 由 命题 1 可 知 S 代表 SpecZ 上 的 秩 m 十 1 平凡 
向 量 从 的 秩 7 向 量子 从 , 故 有 F = H*(Ox (N)) & Os 兰 08"+1 的 凝聚 
子 层 F 使 得 F/F 为 局 部 自由 秩 7 的 泛 层 。 令 7 :六 x 5 一 5 为 投射 ， 
则 有 诱导 同 态 $: rr*F — s — Ox«s(N), 于 是 工 = im(9)( -N) 就 是 
Oxxs 中 的 理想 层 。 记 站 CXx5 为 工 定义 的 闭 子 概 形 。 

WE € 5 为 一 般 点 , 则 由 平坦 分 层 , FE E 的 开 邻 域 UC S 使 得 
Y xsU ÆU KPH, 从 而 对 任意 seEUVU d$ xv, = XY。 攻 xv, Z x4 
Sı = S-U ( 带 有 约 化 诱导 概 形 结构 )。 车 有 51 的 一 般 点 8 使 得 Xy。, 天 X， 
I E dk 531 中 的 开 邻 域 Ui 4483 Y x sU: dk 页 上 平坦 , 再 令 52 = 51 一 Ui， 
e^t. 如 此 继续 下 去 , 由 诺 特 归纳 法 , 经 过 有 限 步 后 我 们 得 到 一 个 闭 子 概 
形 S' C S, 使 得 对 任意 s € S, d? xv, =X 则 se 3 上 且 有 稠密 开 子 集 
U'c S' 413 Y xs U' Æ U' 上 平坦 。 

我 们 来 说 明 对 每 个 点 se S' 都 有 xy = X。 由 引 理 2 只 需 考虑 
s 为 闭 点 的 情形 。 取 一 个 整 的 1 维 闭 子 概 形 C CS 使 得 s < C 且 
CnU' z 0 (习题 4, WI C 的 正规 化 C 是 正则 的 ( 引 理 工 .2)。 令 了 = 
Y xs Č, T C Oy: 为 Or 中 的 Oc- 零 因子 组 成 的 子 层 , 则 Oye /T. 定义 
一 个 闭 子 概 形 Yo C Y', 在 C 上 平坦 , h CoU’ Z 0 xy, = x. e 
J C Oxx6 为 Yo 的 理想 层 , s' € C 为 s 的 一 个 原 象 , 则 由 引 理 2 有 
dim,(s? H? (Ow) (N)) =r, dim) H? (Je (N))= m—r. 一 方面, 由 
Y 的 定义 有 H9(3»(N)) 2 H*(L«(N)) 2 Fy, W dimes) Fy =m- r, 故 
H? (Te (N)) = F}, C £v. ifüjrti9| 38 L3.5 可 知 H9(J«(N)) 生成 JN). 
从 而 (Yo)e = Yo. xv, = Xy = X» 
引 理 2 可 知 , 对 s € S. 35 (s) 的 闭 包 与 S' 相交, W t > 0 有 
xv, (t) < x(t), MUS x z xv. Wl x — xv, 的 首 项 系数 大 于 0, 此 时 我 们 简 
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记 Xy, < X。 由 平坦 分 层 可 见 V = (s € SIxy, > x) 28 S 的 闭 子 集 ; 而 
由 上 所 述 Vns =0, 从 而 SC 5S 一 V。 由 推论 I.3.4, 存在 整数 No 使 得 
对 任意 t > No, m (Oxxs(t) 一 Ts(Oy(t)) 是 满 射 , BIHER s E€ 5S 一 V 
有 m«(Ov (t))s & H? (Ys, Ov, (t)) 及 xy. (t) < x(t), 故 由 推论 1 有 闭 子 概 形 
St CS 一 V 代表 Sch 上 的 预 层 


F: T > (6 € Mor(T, S — V)|ó*n.(Ov (t)) HER x(t) 局 部 自由 的 } 


诺 特 归 纳 法 存在 交 概 形 S, = ,站 Si。 显然 作为 集合 5x = SS 
S. 在 马上 为 射影 的 。 令 Y, = Y xs So 则 由 引 理 2 和 命题 [3.1 可 
取 No 使 得 对 上 > No, m (Oy (D) 在 Sy 上 的 拉 回 同 构 于 m (Ov, (0). dt 
T, (Ov, (£)) 是 秩 x(t) 局 部 自由 的 。 

4 £- TOv (0), WO) — Os, Xo. Xni 它 显然 在 Sx 
上 平坦 。 da U; = {Xi 0) C Yy, W Ov, FEET: E 用 1/X; 局 部 化 后 
的 0 次 直 加 项 (参看 [H, 1.5:2]), 故 也 在 Sx 上 平坦 , 换言之 Ui 在 S, 上 
平坦 。 因 此 Y, 在 Sy EFH, 

我 们 来 验证 (Sx Yy) 代表 5ite%。 设 了 为 局 部 诺 特 概 形 , Yr C X «T 
为 具有 和 希 尔 伯 特 多 项 式 x 的 -平坦 闭 子 概 形 , Dy 为 其 定义 理想 层 , rr : 
X x 了 一 人 为 投射 。 由 引 理 1.3.5, rrx(Oyz CN)) 为 局 部 自由 秩 xN) 
的 , mr« (Ev, (N)) 为 局 部 自由 秩 X(N) 的 , A. mr (Ox «r(N)) & 0g" 一 
Tr, (Ov (N)) 为 满 射 。 由 S 的 泛 性 , 存在 唯一 态 射 % ST 一 5 使 得 
GF = e (Dy, (N)) (作为 办 大 兰 mrs(Oxxr(N)) 的 子 层 )。 故 有 交换 图 

OF Oxxr(N) —> (idx x $)'Oy(N) 0 


|: |: Fo o0 


TpUTTK(Ly,(N)) ——9 OxxT(N) 一 一 一 Oy (N) 一 0 


其 中 的 行 都 是 正 合 的 。 由 此 得 


Y= xx«s(X xT)-Y xs T C XxT (8) 


由 于 Xyr =X, 作为 集合 映射 9 将 了 映 入 Sy. 故乡 经 过 3 一 站。 对 任意 
t > No, i : ó* n. (Ov (t)) > mr«(Ovz(t)) 是 满 射 (因为 mr«(Oxxr(t)) 一 
Tr«(Ov, (t)) 是 满 射 ) 且 由 上 所 述 可 见 wi 在 了 上 的 纤维 都 是 同 构 。 由 于 
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fr. (Ov; (t)) 是 局 部 自由 的 , 可 见 Ve 是 同 构 , 故 ó* v. (Ov 的) 是 局 部 自由 
FK x(t) 的 , 因此 o 经 过 Seo h t 的 任意 性 , 9$ 经 过 S... T — Sy 的 唯一 
性 是 显然 的 , 因为 $8: 了 一 5x S 是 唯一 的 。 证 上 毕 。 


注 1. 直接 计算 表明 , Hilbgn C Gm+1r 的 定义 理想 层 是 一 些 Fitting 理想 
层 之 和 。 


3. 一 些 基本 推论 
下 而 的 一 些 推广 也 都 称 为 希 尔 伯 特 概 形 。 


定理 2. 设 5 为 局 部 诺 特 概 形 而 立 一 S 为 相对 射影 概 形 (固定 了 Ox(1))， 
XX 为 整 值 多 项 式 。 下 而 涉及 的 预 层 若 不 特别 说 明 , 都 是 从 局 部 诺 特 5- 概 
形 的 范畴 到 集合 范畴 的 反 变 函 子 。 
Dat X A Ps KATJE (Ox(1)m Op (1) £1). 则 存在 闭 子 概 形 
Hilt% js C Hills, x S 代表 如 下 预 层 
T — (X xs T 中 的 具有 希 尔 伯 特 多 项 式 x 的 了 -平坦 闭 子 概 形 } 
i) 存在 S 上 的 局 部 射影 概 形 KHilbxjs, 代表 预 层 
T {X xs Tpi Top prr mE) 
iii) ut W C X xs Hilbx,;s J& Hilbx,s 上 的 泛 子 概 形 , 则 对 任意 正 整 
数 n,n 个 W 的 拷贝 在 KHilbxjs 上 的 纤维 积 W ous 6 X Hilbx,sW 
代表 预 层 
T => {X xs T 中 的 7T- 平 坦 闭 子 概 形 , 带 有 7 个 截 口 } 


iv) 设立 在 5S 上 平坦 而 一 5 为 相对 射影 概 形 , 则 存在 Hilbxxsyjs 
的 局 部 闭 子 概 形 Mors X, Y), 代表 预 层 


Mory y/s : T 5 Morr(X xs T.Y xs T) 
di Y BE S 上 平坦 , 则 存在 MorsCX. Y) 的 局 部 闭 子 概 形 Zsos(X. Y), 
代表 预 层 
Jsox,y/s : T 5 {T- 同 构 和 xs 了 —5 Y xs T) 
特别 地 , 存在 KHilbxxsx/s 的 局 部 闭 子 概 形 £nd(X/5), 代表 预 层 
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(( 局 部 诺 特 5- 概 形 )) 一 (( 半 群 )) 
T 5 Morz(X xs T, X xs T) 


而 且 存 在 &£nd(X/5) fü Jj B Bu FOE Aut(X/5), 代表 预 层 


(( 局 部 诺 特 5- 概 形 )) 一 (( 群 ) 
Autx/s : T œ Aut(X xs T/T) 


H. Aut(X/S) 带 有 自然 的 群 概 形 结构 , MEX 在 5S 上 的 自 同 构 群 概 形 


(automorphism scheme). 


证 .i 由 抽象 废话 (BAW 1.1), H = ilb, x S 代表 预 层 
(( 局 部 诺 特 5- 概 形 )) 一 (( 集 合 )) 
T e { 中 的 具有 希 尔 伯 特 多 项 式 x 的 了 -平坦 闭 子 概 形 } 


令 WCP% 为 五 上 的 泛 子 概 形 。 由 推论 3, 存在 五 的 闭 子 概 形 HilbXjs 
代表 预 层 


T = {j € Mor(T, H)|W xg T C X xs T} 
这 等 价 于 预 层 
T (X xs T ipft HG S RHEE x 的 了 -平坦 闭 子 概 形 } 


ii) 先 考 虑 3 为 仿 射 的 情形 , FEST BH X 一 IPS (对 某 个 n), 则 
显然 Hilbx;s = U Hilo% js 代表 预 层 


T — (X xsT 了 中 的 了 平坦 闭 子 概 形 } 

抽象 废话 , Hilbxjs 在 S-A FERA X 一 PS 无 关 。 故 由 抽象 废 
Wi, HilbX js 对 一 般 的 S 也 存在 。 

ii) 是 抽象 废话 。 

iv) $ H = Hilbx.sy;s ifj W C X xsY xs H Jy H Ez T 4E. 
4 Wi; —im(W — X xs H), WA X — S FH, 由 推论 3 存在 是 的 最 大 
闭 子 概 形 V EH X xs V CW;.- Wo —W xg V, Wa C Wa 为 最 大 开 
子 概 形 使 得 Qj jxxsv = 0, U = X xs V — im(Wa — Wa) ^ X xs V), 
则 投射 p: Wa = Wo xxxsv U > U 为 相对 射影 无 分 卜 的 , 因而 是 有 
限 的 。 令 Ui; C U 为 最 大 开 子 概 形 使 得 p* : Ou, > px:Owalvut 为 满 射 ， 
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V' = V —im((X xs V — U1) > V), 则 不 难 验证 V' C H 是 最 大 的 子 概 
形 使 得 W x 区 太一 和 xs 为 同 构 。 我 们 来 验证 V^ 代表 Moty vs. 
注意 对 任意 5- 概 形 T, 给 出 一 个 JE Morr(X xs T.Y xs T) 等 价 于 给 出 
一 个 下 平坦 闭 子 概 形 W C X xsY xsT HW > X xs 了 为 同 构 
(W' = im(Gdxs sr.) : X xs T > X xs Y xs T), Bl j ff). 这样 一 个 
W M c^ gt o:T——H fifi Wxg T-W'CX xsY xsT. 
im(W' ^ X xs T) c Wı xu T, § Wı xu T— X xs T, mittis 3 
"[J, ó Zeit 六 。 再 由 W xg T X xs T A, X xs T =U xv T, AT 
T — V £k V’, ij T — V" 的 唯一 性 是 显然 的 。 


d: Y — Soin, ^38 X Rn Y. 的 地 位 再 如 上 讨论 , 即 可 得 到 Jsox vs 
V" 的 一 个 局 部 闭 子 概 形 代 表 。 令 Y = X, 再 注意 Morr(X xs T, Xx 
sT) Hr? ESSE] (乘法 为 合成 ) 而 Autr(X xs T) 具有 群 结构 , 即 得 
End(X/S) 和 Aut(X/S) 的 存在 性 。 而 Aut(X/5) 的 群 概 形 结构 是 抽象 
废话 (见习 题 1.1)。 证 毕 。 


ik 2. 由 抽象 废话 , 定理 2 中 的 各 模 概 形 都 与 基 变 换 交 换 , 即 对 任意 局 
部 诺 特 5S- 概 形 T A Hilbxxsryr 兰 Hilbxjs xs T, Aut(X xs T/T) S 
Aut(X/8) xs T, 等 等 (参看 注 1.1). 


例 1. 我 们 来 看 一 个 简单 的 情形 , 这 有 助 于 理解 希 尔 伯 特 概 形 的 结构 。 


WS = SpecR 为 连通 诺 特 概 形 ，M 为 有 限 生成 的 及 模 。 令 4 = 
RSM, 并 对 任意 (a,x), (b.y) € A 4 (a, x): (b, y) = (ab, ay + bx), 这样 给 
出 A 的 一 个 及 代数 结构 。 令 X = SpecA, 易 见 X 的 一 个 5- 平 坦 闭 子 概 
形 等 价 于 M 的 一 个 及 平坦 商 模 。 

对 任意 正 整数 d, 由 定理 24) 可 知 存在 X 的 5- 平 坦 d 十 1 次 闭 子 概 
形 的 模 空间 H = HilbX%js, 其 中 X = dk 1 ( 零 次 )。 任 取 一 个 民 模 满 同 
dk ó: Rem 一 M 并 令 玉 一 ker(9)。 由 上 所 述 可 见 对 任意 5- 概 形 T, 一 
个 全 平坦 4 十 1 RATHJE Y C X xs T 等 价 于 pri M 的 一 个 秩 d 局 
部 自由 商 模 层 。 d? T = SpecB 而 B 是 局 部 环 , 则 等 价 杆 一 个 满 同 态 
y: B9" 一 Bed Ef K og B — B9" 经 过 ker()。 WR v 等 价 于 一 个 
S-EM T — Guia x S, Wi rti dox m Air (ai) 给 出 , 则 上 述 条 件 等 
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价 于 
Djailb; BR1)=0 (Vbi, bm) E€ K, 1&i« d) (1) 
j=1 

定义 Ciia 如 (2.1.6), 则 如 同 (2.1.8) 的 推导 可 得 


Dasa ni(bi BR1) =0 (V(b,. 65) € K, 1< à, ia 1 < m) (2) 
i—1 


i= 


w H C Gm-1,a x S mn 


DX i Oh 0 (Vb bm) EK, 1 <iis m) (3) 


i=1 


定义 。 记 vi = 4(06..,0,1,0,..,0) (1 < i < m), M H Ef UE 
WcXxsHcx X Go 1,4 由 A &g OH(1) 中 的 截 口 
d4-1 


DD 8 Xa sou, VMSi<.<ian m) (4) 
k=1 


所 生成 的 子 层 定义 。 


例 2. Ut C 为 域 上 的 亏 格 g 光滑 完备 曲线 , WI C 上 的 任意 dz 20 十 1 
次 可 逆 层 C 是 极 丰富 的 (参看 [H. Corollary V.3.3]), 从 而 给 出 闭 岩 入 
i: C 一 PE? (因为 (C) = d+1-9g)。 由 黎 曼 - 罗 赫 定理 有 Xec = dz--1—g. 
故 A TIUS S7 f) Ae 大 点 。 由 此 可 见 任意 代数 半 域 灵 上 的 亏 格 9 
光滑 完备 曲线 都 有 To = Hilbpa 7? 的 太 点 代表 , 但 这 样 的 所 点 远 不 止 
一 个 。 令 C cC PTT 为 上 的 泛 子 概 形 , 则 C 中 所 有 在 To 上 光滑 的 点 
组 成 一 个 开 子 概 形 U (参看 [L1, 命题 XVE3.1). 4 71 = To — pra(C' -U) 
(为 T 的 开 子 概 形 ), 则 五 中 所 有 在 C 中 的 原 像 几何 连通 的 点 组 成 一 个 
开 子 概 形 T (参看 命题 L3.1 MHW L3.1). 4 C=C xq T, WC T f 
纤维 都 是 亏 格 g 光滑 完备 曲线 , 且 它 的 所 有 儿 何 纤维 给 出 各 代数 闭 域 上 
的 所 有 亏 格 9 光滑 完备 曲线 的 同 构 类 。 我 们 称 T HGR 9 光滑 完备 1 
线 的 一 个 目录 空间 (catalogue space). 


为 方便 起 见 我 们 采用 如 下 术语 : 一 个 概 形 S 上 的 曲线 是 指 一 个 光滑 
相对 射影 满 态 射 +:C — 5, 其 纤维 均 为 1 维 儿 何 整 的 ; 且 当 站 的 纤维 都 
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HAGN g 时 称 C GR 0) HAGI g。 一 个 SEM £X 9 Y MOS A 
光滑 的 如 果 存 在 开 子 概 形 U C X, 在 S 上 忠实 平坦 , WA flu: U > Y 
是 光滑 的 。 


下 


推论 4. b S 为 诺 特 概 形 而 X,Y 为 相对 射影 5- 概 形 , IEP X E S EF 
坦 。 则 存在 局 部 拟 射影 5- 概 形 Mor (X, Y) 代表 Gchs 上 的 预 层 
Sto y/s: T = {一 般 光 滑 T-HT xs X T xsY) 


证 . 4 T! = Mors(X,Y) ( 见 定理 2iv)), 369 f: X xs T' o Y xs T! 
HT 上 的 泛 态 射 。 则 大 的 所 有 光滑 点 组 成 和 xs 的 一 个 开 子 概 形 U 
(参看 [Ll, 命题 XVL3.1]), & T = pra(U) (为 了 的 开 子 概 形 ), 则 不 难 验 
证 T 代表 Jiorxy/s。 证 毕 。 


例 3. 设 CC 为 域 太 上 的 光滑 完备 曲线 , 亏 格 分 别 为 9 > 2. g'o IJAE 
意 可 分 态 射 f: C' — C. 由 赫 尔 维 茨 定理 ( 见 (11.5.4) 或 [H, Corollary 
IV.2.4]) 可 知 deg(f)(2g — 2) < 2g' — 2, 故 d= deg(f) < g' — 1. W p' EC", 
p€ CJ k-xà, & D =p x&,CC'xypC X =C xO, Ts Jg f iffe. yl 
£ —Ox(D) y X Els. AN Pío DWWURST dcl Ty CX 
对 于 作为 Ox(1) 的 希 尔 伯 特 多 项 式 为 Xry(z) = (d 1)r - 1— g' (3 
题 5)。 由 定理 2 和 推论 4 可 见 


本 一生 
Mort£*(C',C) c T] Hut (5) 
dst 
为 拟 射 影 大概 形 。 
更 一 般 地 , d S 为 诺 特 概 形 而 C.C 为 S ERGA g 2 2. g 
的 曲线 , 带 有 S-O 5 一 C 和 5 一 C', 则 同 理 可 得 /Mors8(C',C) 为 S 上 
的 相对 拟 射影 概 形 。 


设 3 为 局 部 诺 特 概 形 而 XX 一 5 为 相对 射影 概 形 (固定 了 Ox(1))， 
x 为 整 值 多 项 式 , W 为 H = KHilbXjs 上 的 泛 子 概 形 。 由 引 理 1.4.3 可 知 
有 一 个 极 大 开 子 概 形 UV CH, 使 得 W xg U 为 U- 有 效 除 子 , 且 对 任意 
te H, Wi C X xs (t) HAAR THA t EU. KIE U 代表 Gcbs 
上 的 预 层 
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SioX s : T > (X xs T 中 的 具有 希 尔 伯 特 多 项 式 x 的 了- 有效 除 子 } 


命题 L4.4 还 可 见 , 43; X — S 是 光滑 的 , upU 是 H 的 闭 子 概 形 ， 
从 而 为 H 的 一 些 连通 分 支 的 并 。 总 之 有 


推论 5. 设 3 为 局 部 诺 特 概 形 而 X 一 5 为 相对 射影 概 形 (固定 了 Ox(1))， 
X 为 整 值 多 项 式 。 下 面 涉 及 的 预 层 若 不 特别 说 明 , 都 是 从 局 部 诺 特 5- 概 
形 的 范畴 到 集合 范畴 的 反 变 函 子 。 

i) 存在 KilbXjs 中 的 一 个 开 子 概 形 DivX s 代表 预 层 DivX s. 

i) 3$ X — S 是 光滑 的 , 则 DivX s 是 DivX s 的 一 些 连通 分 支 的 并 ， 

从 而 在 S 上 是 相对 射影 的 。 

iii) 存在 Hilbx s 中 的 一 个 开 子 概 形 Divx;s 代表 预 层 

Qibx/s : T ^ (X xs T pH T-A ART} 

H4? X — S 是 光滑 的 , W Divx,s 是 Hilbx,s 的 一 些 连通 分 支 的 并 , 从 
而 在 S 上 是 局 部 射影 的 。 


此 外 , 由 定理 I4.1 可 知 若 X 上 的 可 逆 层 C 满足 条 件 : 


(JESTLI S 上 的 局 部 自由 层 , 且 对 任 一 点 s € S, E@A(s) 一 
T(X., £s) 为 同 构 


则 预 层 |C/S| 由 Ps(E”) 的 一 个 开 子 概 形 U RK, 故 有 典范 5- 态 射 U 一 
Divx/js, 易 见 它 将 U 嵌入 Pivxys 作为 局 部 闭 子 概 形 (习题 7)。 


习题 


1. 证 明 Gnm 是 nn 维 射影 空间 中 mm 一 1 维 射影 子 空间 的 精细 模 空间 , 也 是 
n+l 维 线性 空间 中 nn 一 m 十 1 维 线 性 子 空间 的 精细 模 空 间 , 以 及 m 维 射 影 
空间 中 7 一 m 维 射影 子 空间 的 精细 模 空 间 。 事实 上 Gus S Gon maie 


2. 设 G 为 诺 特 概 形 5 上 的 有 限 群 概 形 。 证 明 存在 S 上 的 相对 射影 概 形 
代表 预 层 
(( 局 部 诺 特 5- 概 形 )) 一 (( 集 合 ) 
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T = {G xs T 的 开平 坦 闭 子 群 概 形 } 


3. WF 为 诺 特 整 概 形 3 上 的 凝聚 层 , 且 在 S 的 一 个 非 空 开 子 概 形 
上 是 局 部 自由 秩 n 的。 证 明 存在 相对 射影 双 有 理 态 射 f T 一 S 使 得 
FE F)o 是 工 上 的 秩 半 局 部 自由 层 ;, 其 中 ( 产 Fjtor 是 JF K Or-¥ 
因子 组 成 的 子 层 。 


4. 设 5 为 话 特 整 概 形 , U CS 为 稠密 开 子 集 , sc S 为 闭 点 。 证 明 存 在 整 
的 包含 s 的 1 EATE V C S ERE V QU z 0. 


5. 证 明 例 3 中 关于 xr, 的 断言 。 


6. 设 G 为 诺 特 概 形 S 上 的 相对 射影 平坦 群 概 形 。 证 明 存 在 3 上 的 局 部 
拟 射 影 概 形 代 表 预 层 
(( 局 部 诺 特 5- 概 形 )) 一 (( 群 )) 
T — {G xs T 的 7T- 群 概 形 自 同 构 } 


7. MES 为 局 部 诺 特 概 形 , X 一 5 为 相对 射影 概 形 ,为 X. 上 的 满足 (*) 
的 可 逆 层 , VU c Ps(£Y) 代表 预 层 [C/S|. uEWI JUR AI U 一 Hilbxjs 是 
JAR AIKA o 


9301 变形 


1l. 变形 的 基本 概念 


设 X 是 域 上 上 的 一 个 代数 秘 , 一 个 X 的 变形 (deformation) 是 指 一 
个 有 限 型 平坦 态 射 了: 天 一 9 以 及 一 个 闭 柜 入 s: Speck 一 S, 使 得 7 和 
s 的 拉 回 同 构 于 六。 直观 地 可 以 理解 为 “将 X 扩展 成 一 族 代数 簇 ”。 车 
S 为 k-NAJÉ ES X xr S, WEK 六 是 到 的 平凡 变形 (可 以 理解 为 “ 没 
有 变形 ”)。 

更 一 般 地 , 可 将 AX 换 为 代数 儿 何 中 的 其 他 对 象 , 如 态 射 、 交 换 图 、 
群 概 形 的 作用 等 , 相应 地 将 T 换 为 5- 态 射 、S 上 的 交换 图 、5- 群 概 形 
的 作用 , 这 样 就 可 以 谈 态 射 的 变形 、 交 换 图 的 变形 、 群 概 形 作 用 的 变形 ， 
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注 1. 对 于 变形 的 概念 , 有 下 面 儿 点 值得 注意 : 


i) 在 定义 中 本 不 需要 假设 7 平坦 , 但 离开 这 个 假设 一 般 得 不 到 有 价 
值 的 结果 ; 另 一 方面 , 更 高 的 要 求 (如 光滑 性 ) 一 般 并 不 需要 , 所 以 平坦 性 
是 常见 的 基本 假设 。 

i) 像 上 面 那样 一 般 的 7 : X S 的 纤维 的 变化 没有 什么 限制 , 这 样 
的 变形 往往 不 能 给 出 什么 有 价值 的 结果 , 为 此 经 常 要 对 7 加 一 些 限制 , 例 
如 当头 为 射影 曲线 时 , 常 要 求 7 为 平坦 相对 射影 (相对 维 数 为 1) 且 具 有 
儿 何 整 纤维 ; 当 X 为 阿 贝 尔 艇 时 , 常 要 求 7 为 阿 贝尔 概 形 , 等 等 。 

ii) 一 般 可 设 S 为 连通 的 , 因为 s 只 与 5 的 一 个 连通 分 支 有 关 , 其 
他 连通 分 支 对 于 变形 没有 意义 。 常 考虑 S = SpecR H. ker(s* : R — k) 
为 有 限 长 的 宕 零 理 想 的 情形 , 这 样 的 变形 称 为 无 穷 小 变形 (infinitesimal 
deformation). 

iv) 上 面 的 对 象 都 是 在 一 个 域 上 上 的 , 不 难 将 此 推广 到 一 个 一 般 的 基 
概 形 So F, BIFF So 是 3 的 闭 子 概 形 , 可 以 定义 So 上 的 代数 儿 何 对 象 
E S 上 的 变形 , T S 是 So 的 无 穷 小 扩张 时 称 这 个 变形 为 无 穷 小 变形 。 
例如 设 To : Xo 一 So 为 有 限 型 平坦 态 射 , 则 mo 在 S 上 的 一 个 变形 是 指 
一 个 有 限 型 平坦 态 射 7: 六 一 5 使 得 有 S50- 同 构 六 xs So S Xos 


变形 的 概念 在 其 他 儿 何 中 也 可 以 建立 , 但 只 有 代数 儿 何 中 建立 了 无 
穷 小 变形 理论 。 我们 将 看 到 无 穷 小 变形 是 一 个 强大 的 工具 。 下 面 的 引 理 
是 经 常用 到 的 (参看 [H, Ex. 亚 .9.3])。 


引 理 1. Wb 5 为 诺 特 概 形 , [SY 一 X 为 有 限 型 5- 概 形 的 分 离 态 射 ， 
T = SpecZ(t]/(??), Y =Y x T.i: Y — Y HRA. WI f£ 5 Y 的 一 个 
变形 ( 即 一 个 5- 态 射 f:Y — X ff foi f) 典范 等 价 于 了 在 Txjs 
上 的 一 个 提升 ; 在 此 等 价 之 下 了 的 平凡 变形 prio (f x idr) 对 应 于 了 与 
ZRO X 一 Tys 的 合成 。 特别 地 , d; se S,» € X, k= K(x), To = 
Speck[t]/((2) (看 作 A(s)- 概 形 ), W z 到 To 的 一 个 变形 等 价 于 Tx, pss) 
的 一 个 大 点 (HI Xs 在 了 点 处 的 一 个 定义 在 大 上 的 切 向 量 ), 且 在 此 等 价 
之 下 的 平凡 变形 对 应 于 零 切 向 量 。 
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证 . 不 难 约 化 为 X 是 仿 射 概 形 的 情形 , 故 不 妨 设 S = SpecR, X = Spec4。 
4 B - T(Y.Oy), 则 了 等 价 于 一 个 RRAS ó — f: A B (参看 
[H, Ex. 1.2.4), it q: Y — Y Oy Z- Ac Z — Zt 诱导 的 态 射 。 
注意 B' = Bt) & T(Y,Os), 可 见 一 个 f WEE f: Ý —^ X 等 价 于 
一 个 RR 代数 同 态 V :4 一 B' fif i* od! — o. dio —q* 00: A B', 
则 Y 等 价 于 一 个 尽 导 数 几 -bo € Derr(A, tB) = Homa(Q3,s, B). th 
对 称 代数 的 泛 性 可 见 一 个 4- 模 同 态 01,4 一 B 等 价 于 一 个 4 代数 同 态 
Syma(Q1,5) 一 B, 而 这 又 等 价 于 一 个 X-H Y > Vx (054) = Txjs, 
即 f Æ Tx,s 上 的 一 个 提升 。 注 意 加 给 出 了 的 平凡 变形 , 而 它 对 应 的 导 
数 为 0。 

特别 地 , 取 了 = {z} 并 将 z 看 作 一 个 态 射 Speck — X, WEI z 到 
T 的 一 个 变形 T: T — X KAT m 在 Tx/s 上 的 一 个 提升 5 : Speck 一 
T'x/s, 而 由 T 是 &(s)- 概 形 可 见 了 经 过 Xs, We C AN Tx,jr(s),z。 证 上 毕 。 


变形 的 概念 可 以 扩展 到 一 般 的 预 层 上 : WEE Jy Sechs 上 的 预 层 , 对 
于 Gchs qi — T BK i: To >T RER E E F(T), R EX éo = 
F(i(£) € F(To) FT. F dg T RR-A 3755 且 当 i 为 无 穷 小 扩张 时 称 之 
为 无 穷 小 变形 。 

如 果 对 Schs 中 的 任意 局 部 概 形 的 无 穷 小 扩张 i: To 一 T, F() : 
F(T) > F(To) 都 是 满 射 (或 单 射 、 一 一 映射 ), 则 称 预 层 是 光滑 的 (或 
无 分 歧 的 、 平 展 的 )。 


2. 变形 与 模 空间 


设 Gchs 上 的 预 层 忆 具有 精细 模 空间 X, MAARE D: FX. 
对 任意 5- 概 形 T, 一 个 元 & € FT) 等 价 于 一 个 5- 态 射 px = 9(7)(8) : 
T — X, 设 i: 了 0 一 了 为 5- 概 形 的 闭 柑 入 , 则 任意 so € F(To) Æ T Eft 
一 个 变形 等 价 于 ro :To 一 并 在 工 上 的 一 个 扩张 。 这 样 由 X 就 可 以 研 
究 &o 的 所 有 变形 , 特别 是 无 穷 小 变形 。 由 定义 立 得 


推论 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , Schs 上 的 预 层 F 具有 精细 模 空 间 XX。 则 P 
是 光滑 的 (或 无 分 歧 的 、 平 展 的 ) AAR AX — S 是 光滑 的 (或 无 分 歧 
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的 、 平 展 的 )。 


而 由 引 理 1 立 得 


推论 2. 设 S 为 诺 特 概 形 , 6chs 上 的 预 层 具有 精细 模 空间 X, T 为 有 
限 型 5- 概 形 而 了 = 了 xzSpecZ[r/(t?), € e F(T)。 则 在 了 上 的 一 个 变 
形 等 价 于 Bx :T — X E Tys 上 的 一 个 提升 ; 在 此 等 价 之 下 & 的 平凡 变 
JÉ FUE (其 中 gg = pri :人 T 了 一 了 7 了 ) 对 应 于 óy SERO X 一 Txys 的 
合成 。 

特别 地 , 车 5 = Speck (k 为 域 ) ifj T = Speck, W € 在 了 上 的 一 个 变 
形 等 价 于 Txjrz 中 的 一 个 大 点 (HD X dk m 点 处 的 一 个 定义 在 大 上 的 切 
向 量 ), 且 在 此 等 价 之 下 & 的 平凡 变形 对 应 于 零 切 向 量 。 


设 S = Speck (k HIW), Schr 上 的 预 层 已 具有 精细 模 空 间 X, A X 
为 局 部 有 限 型 六 概 形 。 设 E E F(E) 对 应 于 (k-13) ze X, 则 对 任 一 有 限 
秩 局 部 ( 阿 廷 ) -代数 R RIIA RR — k, € 到 SpecR 上 的 一 个 变形 等 价 
于 一 个 kl] 6: SpecR > X fif] im(ó) = (x). 4 Z C Ox 为 z 的 理 
想 层 , WI 9 经 过 某 个 Z" EATE. X Ou X deg m 处 的 形式 
完备 化 , 则 o ZI X. 由 此 可 见 误 给 出 所 有 上 述 无 穷 小 变形 的 完整 分 类 ， 
我 们 可 以 将 X 理解 为 “6 的 无 穷 小 变形 的 模 空间 ”。 

即使 五 没有 精细 模 空间 , 仍 可 能 存在 € 的 无 穷 小 变形 的 模 空间 , HU 
上 的 一 个 形式 概 形 X 使 得 对 任意 有 秩 局 部 -代数 R Rl s R — k, 
E 到 SpecR 上 的 一 个 变形 等 价 于 一 个 k- 态 射 SpecR 一 R. HENDE 
形 的 分 类 已 有 很 多 深入 的 研究 工作 。 


例 1. Wr C,C 为 域 上 上 的 光滑 完备 曲线 , 亏 格 分 别 为 9,g9', F g 2 2 则 
至 多 只 有 有 限 多 个 有 限 ks) C' 一 CO, 这 是 函数 域 上 的 Mordell 猜想 的 
一 种 表述 。 

这 一 猜想 是 Y. Manin, H. Grauert 和 P. Samuel 于 1964-66 年 证 明 
的 (参看 [G] 和 [Sam]), 主要 部 分 是 证 明 从 C" 到 C 的 可 分 大 态 射 的 集合 
MorzP(C', C) 是 有 限 集 。 我 们 下 面 来 证 明 更 强 的 断言 : 存在 只 与 9 之 2 
和 9 有 关 的 整数 M(g,g'), 使 得 对 任意 域 上 上 亏 格 分 别 为 9,9 的 任意 光 


169 


群 概 形 及 其 作用 论 


滑 完 备 曲 线 C, C" 均 有 


#(Morg?(C’,C)) < M(g.g) (1) 


(其 中 Mor (CC) 为 从 C' 到 C 的 可 分 大 态 射 的 集合 )。 
定理 2.2.11) 和 例 2.2 可 见 存在 亏 格 9 (o^) 的 曲线 的 目录 空间 S (S^), 
其 上 的 泛 曲 线 C(C)S-—Tànmnsc(so-c).4s-sxs.ws 
EAH C — C x S' 和 E =C xS. hi 2.3 可 知 从 C 59 C 的 一 般 光 
滑 态 射 的 模 空 间 了 = Mor? (C', C) 为 S$ 上 的 拟 射 影 概 形 。 我 们 来 证 明 
BUM q: T — S 是 无 分 歧 的 , 即 Qs 三 0。 注意 对 任意 代数 闭 域 太 上 的 
点 s:Speck > S 4j 7, & Morg (C, C.), 而 07.5 80s n(s) & QT ju. 故 
只 需 证 明 对 任意 代数 闭 域 上 的 任意 亏 格 分 别 为 9,9 的 光滑 完备 曲线 
C, C', 概 形 To = Mort (CC) Æ k 上 是 无 分 歧 的 。 

4 T = Speck|z]/(x?), o : Speck — T HA. Wt k- t: Speck — To 
所 对 应 的 kr EAS f :C' — C. 则 由 引 理 工 可 知 一 个 Te 的 元 等 价 于 f 
在 了 上 的 一 个 变形 f' : C' xy T — C xy T, 而 了 对 应 于 Tn 的 零 向 量 
HAARA f^ 为 f 的 平凡 变形 。 记 


a = (priof'fopri):C' xx T^ C xx C (2) 


则 有 交换 图 
QU Lu qx 
[aeo l^ (3) 
OQ xq" —* x O 
令 工 为 和 的 理想 层 , 注意 ido xko 的 理想 层 为 zOcegr. 可 见 a 诱导 
HX o*Z — zZOc'xxT, 再 用 (do xx 0)* 作用 得 同 态 


o* : Obje > Oc (4) 


我 们 用 反 证 法 来 证 明 a = 0. 注意 C' 是 整 的 而 f On, 是 秩 1 局 部 自 
的 , 可 见 若 o* 关 0 则 它 是 单 射 , 从 而 


H*(C', f*Obj) — H*(C',Oc;) S k (5) 


170 


第 VV 章 ” 模 空间 理论 


是 单 射 。 另 一 方面 有 单 射 
H*(C, Ob) <> H'*(C, ff Ob) - H*(C", fOr) (6) 


从 而 dimp (C, H?(QL,,)) < 1, 但 由 所 设 有 dime (C, H*(01,)) — 9 2 2, f 
盾 。 由 此 得 到 a 经 过 A, 即 f^ 为 了 的 平凡 变形 , 从 而 对 应 于 Tot WE 
向量 。 由 t 和 7 的 任意 性 有 Trot — 0 (Vt € To(k)). Hl Do 在 有 上 是 无 分 
歧 的 。 


q 无 分 歧 可 见 它 的 纤维 维 数 处 处 为 0, 再 由 q 拟 射影 可 见 它 拟 
有 限 的 。 由 平坦 分 层 ( 见 2.2) 可 见 4 的 纤维 次 数 只 有 有 限 多 种 可 能 。 令 
M(g.g') 为 9 的 最 大 纤维 次 数 , 则 由 S. 5" 分别 是 亏 格 9 9 的 曲线 的 
目录 空间 可 见 , (1) 对 任意 域 k 上 亏 格 分 别 为 9;9 的 任意 光滑 完备 曲线 
C. C' 均 成 立 。 


习题 


1. WX HER k ERAI, 定义 Schr FEME F HT Morg(T, X). 
4 T = Speck(t]/(?). 证 明 对 任意 k- x € X (看 作 F(Speck) 的 一 个 
元 ), 一 个 Zz 对 了 在 了 上 的 变形 等 价 于 Tx,z 的 一 个 k-i iko 


2. d S 为 诺 特 概 形 ,， f :Y — X 为 有 限 型 5- 概 形 的 Sz. Y = 
Y x SpecZ[f/(2). 4 M 为 f 到 YY 了 上 的 所 有 变形 的 集合 。 

i) 4 R - T(X.Ox). üE Morx(Y,Txjys) 有 一 个 典范 的 RE 模 结构 。 
(提示 : 典范 同 构 于 Morx(X,AX) 的 环 结构 。) 

i) 由 引 理 1 有 典范 一 一 映射 M 一 Morx (YTxjs), 给 出 M 的 相应 
的 R- 模 结构 。 


3. 设 S 为 诺 特 概 形 , C1, s Cm. Cis -Cn 为 3 上 的 曲线 , 使 得 Ci 在 S$S 上 
的 纤维 都 有 亏 格 % > 2 (1 < i m), HC 在 S 上 的 纤维 都 有 亏 格 o; 
(1<jgn)。 令 外 =C1Xxs:…xsCm,Y = 二 C1 xs: XsCh。 证 明 下 列 断 
言 (记号 如 例 1)。 
i) 存在 拟 有 限 无 分 歧 5- 概 形 了 代表 Ocbs 上 的 预 层 
T = {Ai T- f:TxsY —TxsX} 
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ii) 若 S = Spec(k) (k Jy), 则 任意 一 般 光 滑 Edel S: Y> X WI 
以 分 解 为 曲线 态 射 的 积 , 详 言 之 存在 单 射 入: {12 m} 一 {1,2 n} 
om MERTI KEM fi: Cua 一 Ci 使 得 fnis En) = iG) 
fm(TA(m))). 

ii) $ I HA (1,2, m] 到 (1,2...) 的 所 有 单 射 组 成 的 集合 。 鞍 
S = Spec(k) (k 为 域 ), W 

HAON SA Y > X) < E I Mla, 9) 


iv) 设 S = Spec(k) (k WI), 令 K = k(Y) ( 的 函数 域 ), 则 
HX 在 上 上 的 光滑 K-A) < Yo TI Misio) 
EI i= 
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第 1 节 商 与 推出 的 基本 概念 


1. 范畴 商 与 范畴 推出 


在 各 种 几何 中 都 需要 用 到 商 空间 , 因此 商 空间 的 存在 性 和 构造 方法 
是 重要 的 基本 问题 , 也 是 一 个 困难 的 障碍 (因为 经 常 不 存在 )。 推 出 是 比 
商 更 广泛 的 一 个 概念 , 也 有 很 重要 的 作用 。 

设 世 为 一 个 范畴 , fX TMg: YST H CODEN. F 
存在 € 的 对 象 Z 及 态 射 7: 2 >X, q: Z> Y 满足 

a) 下 图 交换 : 


gl X 
Ji s| (1) 
y =y 
b) 车 有 另 一 个 对 象 Z' REN pP: Z' X, d : Z' 一 Y 使 得 
fop = gog, 则 存在 唯一 态 射 B:2 一 2 ffi p =po9and 
q =q0ġ, 
则 称 Z (或 (1), R (Z.p.q)) 为 f du g 在 中 的 一 个 (范畴 ) 拉 回 (pull- 
back) 或 纤维 积 (fibred product), 记 为 X xrY (更 准确 的 记号 是 六 jxgY)， 
且 记 pri = p, pro = q, 分 别称 为 第 一 和 第 二 投射 。 
用 预 层 的 语言 可 以 这 样 理 解 (参看 I.2.4): 定义 预 层 fF : € 一 ((sets)) 
为 将 任 一 Z' Ee Ob(E) 映 到 所 有 下 面 这样 的 交换 图 的 集合 : 
zx 
qo d 
Y ——T 
Tdi F h Z (E (1), È (Z.p.q)) 代表 , W Z 2g f 和 9 的 拉 回 , 故 由 抽象 
废话 可 知 拉 回 若 存 在 则 在 唯一 同 构 下 唯一 。 条 件 a) 和 b) 可 以 理解 为 一 
个 自然 等 价 


Z  X,xgq Y. (2) 
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即 一 个 态 射 Z > 2 等 价 于 两 个 态 射 凡 : Z X q:Z 一 了 使 得 
fop 二 gog'。 故 我 们 可 以 将 纤维 积 的 定义 重 述 为 : 


X xrvY Xfxg Y Xfx Y XxrY (3) 
在 许多 文献 中 还 经 常 使 用 这 样 的 记号 : dE v € Mor(S, X) Hl y € Mor(S, Y) 
满足 fov —goy,Wlii(ry)e€ Mor(S. X xr Y) 为 对 应 于 (v,y) € 
Mor(S, X) x Mor(S, T) KEH; HERSH 0 : X — X' Kx € Mor(S, X), 
W ó(r)-— oo. 

事实 上 , 在 各 种 儿 何 (拓扑 学 、 微 分 儿 何 、 复 几何、 代数 几何 、 算 术 
儿 何 等 ) 中 纤维 积 总 是 存在 的 , 相应 的 范畴 称 为 有 纤维 积 的 范畴 。 

dida € AF (或 有 纤维 积 ), 则 对 任意 对 象 X. GRE OX — 5) 可 定义 
HHEN” A :和 一 入 xX (X 一 和 xsX)。 若 范畴 E 有 积 和 纤维 积 , 对 
TEXT ARM pq: X >S, S ZI (a): X OG SxSHA:S—SxS 
的 拉 回 , 则 投射 i: Z — X WA poi—qoü HES EH i: Z'o X Trl 
Ab pot —qoi', WAE- 8 o: Z' — Z fif i —ioo. RIIE Z (或 
(Z,1)) 为 D 和 4 的 余 等 化 子 。 

推出 是 拉 回 的 对 偶 概 念 。 


定义 1. k E 为 一 个 范畴 ,P: 和 一 信和 49: 和 一 了 为 居中 的 两 个 态 射 。 
车 存在 € 的 对 象 工 及 态 射 f:XoT g:Y >T WA 


a) 下 图 交换 : 


Z == Y 
Ji s| (4) 
yy 
b) 车 有 男 一 个 对 象 T' REN PX 5 T'g' :Y — T' 使 得 
Z —L—.Xx 
Ji r (5) 


y sT 
交换 , WFE- EH 小 :了 一 T' 使 得 f=wof,g =wog, 
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Wf T (sk (4), s (T, f.9)) X p A q d € ff) —^ (范畴 ) 推出 (push 
out), 

车 5 为 有 纤维 积 的 范畴 , 一 个 推出 (4) 称 作 几何 的 (geometric), 如 果 
诱导 态 射 2 一 XoxrY 是 满 射 ; 称 作 泛 的 (universal), 如 果 对 任意 态 射 
7T' 一 了 ,下 图 也 是 推出 


DPxTidrv 
Z XT 到 ID, X xT g” 


axridr | pra | (6) 


yxQT' =; T 


对 中 的 推出 当然 可 以 理解 为 ce 中 的 拉 回 , 故 推出 若 存在 则 在 唯 
一 同 构 下 唯一 。 但是, 在 各 种 儿 何 中 推出 一 般 都 不 是 总 存在 的 , 而 且 即 使 
存在 也 可 能 与 所 选择 的 范畴 有 关 ( 见 下 而 的 例子 )。 
例 1. Wt € 为 集合 范畴 , 我 们 来 说 明 推 出 总 是 存在 的 。 

设 p:2 一 和 g :2 一 Y 为 集合 的 映射 $ W = 和 IIY, 并 记 
P :ZW 和 gq :2 一 W 分 别 为 p 和 < 诱导 的 映射 。 在 W 中 定义 
一 个 关系 ~ 如 下 : 对 任意 ww € W, w ~ w 当 且 仅 当 存在 有 限 多 个 元 
21,5 Zn € Z, W p'(z1) =w R q'(z1) = w, p'(2n) 一 或 gz) =w, 
AIHER i < n A p(z) = p (zi+1) R q' (2:1) = q' (Zit1)。 不 难 验 证 ~ 是 
一 个 等 价 关 系 。 令 了 T 了 == W/ ~, WE T jè pM qg 的 一 个 推出 。 

易 见 有 下 列 事实 (习题 1)。 
引 理 1. 设 (4) 为 范畴 开 中 的 推出 。 

i di v:Z'— Z 为 满 态 射 , 则 


gr E. x 
av | s| (7) 
Y 
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这 若 了 和 9 在 E 中 有 拉 回 ( 即 纤维 积 X xr Y). 则 下 网 
XxpY 一 x 
pra | ;| (8) 
y E 
也 是 推出 ( 故 为 几何 推出 )。 


引 理 2. 设 € 是 有 积 和 纤维 积 的 范畴 , (4) 为 范畴 E 中 的 推出 , 同时 又 是 
拉 回 , 即 2 — X xr Y, 则 


ZxxZXxyZ—ZxyZxxZoXxXxYxY (9) 


JU ZxxZxyZ => XxXxYxY m ((z,y), Gs). (2) = Q2 y. y) 
Ah, m ZxyZxxZ—>XxXxY xY m ((z.y).(z.y)(x.,Vy)) => 
(z,z',y, y) 给 出 (ZxxZxy ZM Zxv Zxx Z lude Xx XxY xY 
的 子 对 象 , 而 (9) 中 的 等 号 是 指 作为 子 对 象 相 等 )。 


ZERA ZxxZxyZMZxyZxxsZÆXXxXXXxY xY P 
等 于 X xr X xrY xrY. MWER T K (9) 表述 为 : 对 任意 对 象 U 
及 任意 zz € X(U) Wl y,y' € Y(U), 车 (x,y), (x,y), (x,y) € Z(U), 则 
(z',y) € Z(U). 

在 一 般 情形 , (9) 是 几何 推出 存在 的 基本 条 件 , 我 们 将 看 到 在 很 多 情 
形 它 儿 乎 也 是 充分 条 件 。 


定义 2. WE € 为 一 个 范畴 , fa :2 一 六 为 中 的 两 个 态 射 。 dC 
HRZ T REH q: X >T HE 

a) qo f =q0g; 

b) 车 有 另 一 个 对 象 T' KER q' : X — T' 4881 a' o f — d og, We 

EEEH v:T— T 使 得 9 = oq， 

WFR T (s& (T.a)) Jg f M g Æ EPRA FAF (equalizer), Fi € X 
有 纤维 积 的 范畴 , 上 而 的 等 化 子 T 称 作 几何 的 (geometric), w Es Ss 
H Z — X xr X 是 满 射 ; 称 作 泛 的 (universa]), 如 果 对 任意 态 射 T' >T, 
T xT idr 和 g XT idy EA xT TX XT qu 有 等 化 子 
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抽象 废话 可 见 等 化 子 铸 存在 则 在 唯一 同 构 下 唯一 。 在 各 种 几何 中 
等 化 子 一 般 也 都 不 是 总 存在 的 。 


定义 3. ww € ARMAR, X > SH EPEN. AXES 上 
的 等 价 关 系 (equivalence relation) 是 指 一 个 单 射 e: 玉 一 和 xs 和 ,满足 
条 件 


ST HERE TASA X —X xs X £3 W; 
i) (“对 称 性 ”) SEH t: X xs X — X xs X I (y) (i. x). W 
bpNeXu X Gag 

iii) (“传递 性 ”) 令 Wij (i,j = 1 88 2) y pri: W > X 5 prj: W >X 
的 拉 回 , 则 诱导 的 Wo — X xs X xs X 为 单 射 , 且 经 过 Wis. 


此 时 如 果 pri oe H proe: W —^ X fE S 上 有 一 个 等 化 子 p:X —Y, 
Wk Y (EÈ p) Jy W H 9695 3) (categorical quotient), WH Y = X/W , 此 
外 车 这 个 等 化 子 是 儿 何 的 (或 泛 的 ), 则 称 (9X p) 2g W 的 风 何 商 (或 
泛 商 )。 


注 1. 对 于 等 价 关 系 和 商 的 概念 有 下 面 儿 点 值得 注意 : 


i) 定义 3 中 的 条 件 ii) WAAKA u: W 一 W 1E Loes eou, 从 
而 有 e=:oeo1w=eo102; t e Jy pti 12 = idw, Mai u Dy HE STER. h 
此 及 条 件 iii) 可 见 诱导 的 Wis > X xs X xs X AAW HZ Woz, 从 而 
Ws» 一 Wis H X xs X xs X Elf. KAN Wii 和 Wa 也 都 在 
X xs X xs X EM Woo 同 构 。 

经 常 遇 到 的 情形 是 € HARA, 此 时 Woo — X xs X xs X HA 
KA. 

ii) 4: W ASAT p: X — Y, WJ Y 是 prioe 和 pro oe 的 推出 , 这 
ADAE psd: X — Y! ÑE p'oprioe — q'oprooe, W rie fF i) "143 
pP =q; 反之 , 若 prioe 和 Proe 有 推出 , 则 由 条 件 i) 可 见 推出 是 等 化 
子 。 因 此 在 定义 3 中 “等 化 子 ” 可 以 改 为 “推出 ”。 

iii) 如 同 推 出 和 等 化 子 , 在 各 种 几何 中 一 个 等 价 关 系 未 必 有 商 , 而 且 
即使 有 商 也 可 能 与 所 取 的 范畴 有 关 。 
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ik 2. 定义 3 中 的 “等 价 关 系 ” 可 以 推广 为 “ 群 有 乓 ”( 参 看 [S3.1, p.255])， 
基本 上 是 去 邱 € 为 单 射 的 条 件 。 群 胚 的 “ 商 ” 仍 可 定义 为 推出 , 从 而 仍 为 
推出 的 特殊 情形 。 为 简单 起 见 我 们 下 面 只 采用 等 价 关 系 而 不 采用 一 般 的 
TER. 


f) 2. 设 六 为 1 维 复 射 影 空间 , 看 作 复 流 形 C 的 紧 致 化 。 则 易 见 W = 
(C x CJUA(X) C X x X 定义 一 个 等 价 关 系 , 其 中 所 有 非 无 穷 远 点 相互 
等 价 , 而 无 穷 远 点 仅 与 自己 等 价 。 易 见 在 集合 范畴 中 有 商 S= X/W = 
{a,b}, 其 中 a 为 所 有 非 无穷 远 点 的 等 价 类 ,5b 为 无 穷 远 点 的 等 价 类 。 在 拓 
扑 空间 范畴 中 也 有 商 空间 S = X/W, 这 里 5 的 拓扑 由 3 ARR 0, 5 和 
{a} 组 成 (5 在 (aj 的 闭 包 中 ), 这 个 拓扑 连 To 公理 都 不 满足 。 由 此 可 见 
在 微分 儿 何 、 复 儿 何 与 代数 儿 何 中 都 不 存在 儿 何 商 X/W. 


在 微分 儿 何 与 复 儿 何 中 , 一 种 构造 商 空 间 的 方法 是 将 商 空 间 局 部 转 
化 为 子 空间 。 由 下 而 的 例子 可 以 看 到 这 种 方法 的 原理 。 


f| 3. i GH ( 实 或 复 ) FI, H C G 为 李子 群 , 则 左 陪 集 的 集合 G/H H 
有 唯一 解析 流 形 结构 使 得 投射 C  G/H Ju. dH 为 正规 李子 群 ， 
W G/H 具有 李 群 结构 且 投 射 G 一 G/H HAK. 

我 们 来 证 明 这 个 事实 。 记 mm: GxG 一 G 为 G Ilse. c: 
G 一 G ARH g = g 5. T, :G 一 G 为 9eG 给 出 的 左 平移 。 设 
n = dimG, r = dim H, ERUS e 的 n 一 7 维 解析 子 流 形 M C G 使 得 
Te 十 Tye = TG,e。 由 微分 学 ,适当 选取 M K e H PIFRE V 可 使 
m 在 MMxV 上 的 限制 给 出 人 MxV 与 G 的 一 个 开 子 流 形 的 同 构 。 取 e 在 
m(M xV) 中 的 开 邻 域 U 使 得 UN 五 CV, 再 取 e 的 开 邻 域 M' cC M 使 得 
m(M'x M') CU H.M’) = M’, WI p: G — G/H 在 MM 上 的 限制 是 
单 射 , 这 是 因为 对 任意 y € M'd;y € cH, Wh-—zx !yeUnH cv, 
m|uxv 是 单 射 及 = zh W x — y. i1 W= m(M' xV), IER 
g EG, BFT, 是 同 构 且 诱导 G/H 到 自身 的 一 一 上 映射, 可见 Dp 在 gM’ 上 
的 限制 是 单 射 。 

EX G/H WFA p 的 商 拓 扑 , 即 一 个 子 集 TC G/H AFR HAA 
4 p HD) 为 开 集 。 易 见 pM’) HFE, 因为 显然 p (M?) = Y, Wh, 


178 


第 V 章 ” 商 与 推出 


而 每 个 Wh 是 G 的 开 子 集 。 故 对 任意 g € G, p(gM') 为 开 集 , 而 所 有 
Dp(gM^) A G/H 的 一 个 开 覆 盖 。 由 此 不 难 验 证 G/H 按 这 个 拓扑 为 满 
足 第 二 可 数 性 公理 的 豪 斯 道 天 空间。 对 任意 9 € G, 一 一 映射 9M 一 
p(gM^) 给 出 p(gM^) 一 个 解析 流 形 结构 , 而 对 任意 9,9 € G, p(gM") 和 
p(g' M^) 的 解析 流 形 结构 在 p(gM')np(g M') 上 是 一 致 的 , 因为 它们 都 与 
p- (p(gM")) n p-!(p(g M^) C G 的 流 形 结构 相 容 。 因此, 所 有 p(gM") 
的 诱导 解析 流 形 结构 合 起 来 就 给 出 G/H 一 个 解析 流 形 结构 。 注 意 p 在 
M'xV 上 的 限制 等 于 pri : MW x V ^ M' f M' — p(M) 的 合成 , 故 为 
解析 映射 , 由 此 及 m. 的 解析 性 即 得 bp 在 每 个 p71(p(g9M')) 上 的 限制 为 解 
析 映 射 , 从 而 为 解析 映射 。 注意 车 要 使 p 为 解析 映射 , 则 G/H 的 解析 结 
构 只 能 如 上 定义 , 因为 易 见 p 必 为 光滑 的 , 从 而 M" — pM’) 必 为 解析 同 
构 。 这 就 说 明了 G/H 的 解析 结构 的 唯一 性 。 

4d: HG 的 正规 李子 群 , 则 G = G/H 具 诱导 的 有 群 结构 , 我 们 需 
要 验证 其 群 运算 (mc 和 ue) 都 是 解析 映射 ,。 令 a:GxG 一 GxG 为 
映射 (91.92) — (9195 ^. 92), MÀ JL, a 是 GxG 作为 解析 流 形 的 自 同 构 。 类 
似 地 定义 a : G' x G' 一 G' xG, 它 是 一 一 映射 。 我 们 有 (集合 论 的 ) 交 
换 图 a 

GxQ —€— GxG 
IL |» (10) 
GxG — 5G xG 

此 可 见 o^ 是 同 胚 。 令 Occ 为 G'x G' 的 解析 函数 层 , W a" Orc 
iG x G' 的 另 一 个 解析 流 形 结构 。 注 意 作 为 集合 G' x G' 可 以 看 作 
(G x G)/(H x H), 而 由 (10) 可 见 p x p 给 出 态 射 (G x G,OGxG) 一 
(G' x G'o* Oca), ul (G x G)/CH x H) 的 解析 流 形 结构 的 唯一 性 
A o" Oc xa = Oa'xG', Bl o^ 是 解析 同 构 。 由 此 立 得 G' 的 群 运算 都 是 
解析 映射 。 


这 种 方法 在 代数 儿 何 中 也 有 应 用 , 但 可 以 应 用 的 情形 不 多 。 


2. 概 形 范畴 中 的 商 与 推出 
我 们 下 面 考虑 E = Oc 或 其 子 范畴 的 情形 。 
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对 于 一 个 一 般 的 预 层 F 的 模 空间 的 构造 , 一 个 基本 方法 是 : 先 构造 
F 的 一 个 目录 空间 S. 如 果 两 个 点 s,s' € S 所 对 应 的 下 的 截 口 等 价 , 我 
们 记 osos, 直观 上 这 样 就 建立 了 S 上 的 一 个 等 价 关 系 ~ (当然 需要 儿 
何 化 ), 如 果 商 S/ ~ 存在 , 则 可 以 希望 它 就 是 的 粗糙 模 空 间 。 

为 方便 起 见 我 们 使 用 下 列 GERNE) 术语 。 一 个 态 射 也: X Y R 
为 强 满 射 如 果 f 是 集合 论 意义 下 的 满 射 且 f* : Oy 一 fLOx 为 单 射 。 
例如 忠实 平坦 态 射 都 是 强 满 射 。 易 见 强 满 射 是 范畴 意义 下 的 满 射 (但 反 
之 不 然 )。 一 般 说 来 一 个 态 射 了 : X 9 Y 作为 集合 映射 的 像 不 一 定 具有 
子 概 形 结构 , 但 P 的 核 是 Oy 的 理想 层 , 它 定义 的 闭 子 概 形 V C Y 称 
A fd m 6, (作为 拓扑 室 间 它 是 fX) c Y 的 闭 包 ), 记 为 imf). 35 
f 是 紧 的 , X X 一 im(f) 是 强 满 射 , 故 可 称 m) 为 三 的 像 并 记 为 
im(f). JA, 车 f 是 诺 特 概 形 的 有 限 型 平坦 态 射 , 则 UV = f(X) C Y 
开 集 , A SË 在 U 上 的 限制 是 单 射 , 故 也 可 以 将 U 的 开 子 概 形 结构 称 为 
f 的 像 并 记 为 im(f)。 W f 是 支配 的 (dominant), 如 果 im(f) = Y (参看 
[H, Ex. 工 3.7])。 显 然 忠实 平坦 态 射 都 是 支配 的 , 且 支 配 态 射 是 范畴 意义 
下 的 满 射 。 一 个 5- 概 形 的 S- 态 射 了: X — Y 称 为 5- 支 配 的 , 如 果 对 任 
REN T > 9, f xsidr:X xs 一 站 xs 了 是 支配 的 。 例 如 , F S 是 诺 
特 概 形 , X — S 为 有 限 型 忠实 平坦 态 射 , D C X 为 SAART, WRA 
X -D — X 3 S-AN (习题 2)。 


定义 4. Wt € Jy Sch RFW, p: Z — X H1 q: Z 一半 为 上 中 的 两 
个 态 射 。 如 果 推 出 


= 
aj s| (1) 
y-—-— 


存在 且 2Z 一 XxTY 是 强 满 射 (或 T- 支 配 的 ), 则 称 其 为 几何 推出 (ug, 38 
几何 推出 )。 如 果 关 = 了 Y,p 和 g ARET: X>THZ>XxrX ik 
强 满 射 (或 了- 支配 的 ), WE T (ER 0) X p A q 的 一 个 几何 等 化 子 ( 或 弱 
几何 等 化 子 )。 

设 E 有 终止 对 象 S, 局 部 闭 子 概 形 W C X xs X EX. X ERA 
等 价 关系 。 如 果 存 在 商 T=X/W H W > X xr 六 是 强 满 射 (R T- 
配 的 ), 则 称 了 为 为 几何 高 (或 弱 几 何 商 )。 
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注意 这 与 定义 1, 2, 3 有 所 不 同 。 ( 注 : 上 述 儿 何 商 的 定义 与 [M3] 中 
的 有 所 不 同 , 但 实际 上 在 应 用 中 经 常 是 等 价 的 。) 


例 4. 设 G 一 5 为 群 概 形 , X 一 5 为 概 形 ,Pp :G xs 关 一 六 为 G 在 
X 上 的 一 个 作用 。 如 果 p 和 pr :G xs X X Hbf p:X—Y, 
WKY (ER p) 为 p 的 一 个 范畴 商 , 并 记 工 = X/p (在 没有 疑问 时 也 可 记 
Y = X/G); 此 时 车 是 儿 何 等 化 子 (或 弱 儿 何等 化 子 ) Wk Y A pij JU 
何 商 (或 弱 几 何 商 ); 若是 泛 等 化 子 则 称 Y》 为 p 的 泛 商 。 

注意 oxsidx :六 一 G xs X 5 p 和 pr2 的 合成 均等 于 idx, 由 注 
lii) 可 见 X/p 也 可 以 定义 为 推出 。 由 定义 可 见 了 = 二 X/p 为 儿 何 商 (或 
ILIR) 当 且 仅 当 a = (p, pro) : G xs X — X xy X AERIS] (或 Y- 支 
配 的 ); 此 时 车 p 是 自由 作用 则 a 是 同 构 。 


B 5. Wt k Nus X = A% 一 {(0,0)}。 dg X xix X nn 4 zy 与 2 
分 别 为 第 一 、 第 二 个 OX 的 拷贝 的 坐标 。 令 W C OX xy X 为 两 个 闭 子 
概 形 (x = vy = y) 5 {x = x = 0} 的 并 。 不 难 验 证 W iih X 
的 一 个 等 价 关 系 。 但 在 概 形 范畴 中 不 存在 商 六/W。 为 让 明 这 一 点 , 令 
R = k[r, zy^|r = 1,2,..] (这 不 是 诺 特 环 ), Y' = SpecR, f : X —^ Y' 为 包 
rid R> kz, 所 诱导 的 态 射 , g :Y' 一 Az AURA ke, sy] C RR 
所 诱导 的 态 射 (注意 9 诱导 到 gY’) = g(f(X)) 的 拓扑 同 构 )。 不 
难 验 证 X — Y' 等 化 pri 与 pr : W > X. Bitt Y = X/W, 
则 f 经 过 YY, 不 难 通 过 逐 点 局 部 计算 验证 了 一 》 是 同 构 。 另 一 方面 ， 
(v, y) = (Z:2) 所 定义 的 态 射 X — Pi 也 等 化 pri 与 pro : W — X, Wet 
BIAN p: Y 一 了 Pi 将 f(z,y) IRE (x: y) XEHEA P E Pi 都 有 
(0,0) e 9^1 (P), 这 是 荡 雇 的。 事实 上 我 们 证 明了 pri 与 pro: W > X 3€ 
有 推出 。 


例 6. Ur p Jy G = SO(C) Æ X = A? = SpecC[z,y] 上 的 作用 。 令 W 
为 wa = (p,pr2) : G xc X — X xc X tf, ifj p: X — Y =AL Xh 
Cie? +y] C Cie, y] 诱导 的 态 射 。 不 难 验证 是 W 的 范畴 商 但 不 是 儿 
何 商 (p 将 三 个 Pp 轨迹 {z = V 一 1y}, {x V 一 1y} 与 {(0,0)} 映 到 同一 
个 点 )。 事实 上 W 没有 儿 何 商 (因为 儿 何 商 一 定 同 构 于 范畴 商 )。 

设 X’ = X —{(0,0)}, 且 为 简单 起 见 把 WW 在 XX 上 的 限制 仍 记 为 W. 
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令 U1,U2 C X 分 别 为 开 子 概 形 {x 4 v. -ly), (x z —V/-1y). m FT 
命题 1 不 难 验证 U/W S Y, U/W S Y, 且 都 是 儿 何 商 。 从 而 存在 几 
何 商 X" /W, 它 同 构 于 双重 原点 的 仿 射 直线 (参看 [H, Example 开 2.3.6])。 
注意 这 是 C 上 不 分 离 的 概 形 , HW 不 是 X xc X 的 闭 子 概 形 (参看 引 
理 1)。 

注意 对 任意 态 射 立 一 了 ,YY 一 了 及 TT 一 5, 车 TT 一 5 是 分 离 的 ， 
W X xr Y i X xsY I BET OE. Mot: W C X xsY 不 是 闭 子 概 形 而 
pri : W — X fil pro : W >Y Hofg)Lferdíien T, W T de S EAR2E2) I 
的 。 若 将 上 而 的 G 换 为 G = O»(C). 则 易 见 W 换 为 其 闭 包 , 而 有 儿 何 商 
X'/G' S Ab, 不 再 出 现 不 分 离 的 商 。 


3. 推出 的 一 个 判别 准则 
以 下 我 们 考虑 概 形 的 范畴 或 其 子 范畴 , 除非 特别 说 明 。 


命题 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , fiX > S g: Y > S 为 有 限 型 态 射 , 其 中 
9 是 忠实 平坦 的 而 了 是 强 满 射 。 i p:X xs Y OX Mq: X xsY >Y 
为 投射 。 则 5 是 也 和 q 的 几何 推出 , 且 当 f 也 平坦 时 是 泛 推出 。 


E. d f:X 5 gY S Nds fu f'op-g' oq. IWER 
y € Y, $ s = g(y), WHEE x € X 使 得 jz) = s (Wl f 为 满 射 )。 对 任 
Xy Eg (s) HE ze X xsY fif p(z) = v. q(z) = y', dc o! 将 所 有 
g (s) 中 的 点 映 到 同一 点 s = g'(u) € S; 类 似 地 f^ 将 所 有 f (5) 的 
点 映 到 s'。 故 存在 唯一 集合 映射 o: 3 一 S' 满足 集合 论 等 式 $8909 二 g 
tj oof= f. K g 是 (拓扑 空间 的 ) 开 映 射 ,可见 ó 是 拓扑 空间 的 连续 
映射 。 

i U' = SpecR' C S' 为 仿 射 开 子 概 形 。 对 任意 s € 6 1(U") 及 任意 
y E g(s), 存在 s 的 仿 射 开 邻 域 UV = SpecR Co 1(U^) & y 的 仿 射 开 邻 
H W = SpecB C g-!(U) 使 得 g(W) —U, 注意 B E R EPH, K 
言 之 g* : 有 R 一 B 为 单 射 且 M = B/g*(R) 为 平坦 RA. 4 V = fU) 
m A= Ox(V), W f* : R — A Jy. 因为 是 强 满 射 。 m R> B E 


182 


第 V 章 ” 商 与 推出 


坦 可 见 Oxxsy (V xs W) 全 A4@RB。 故 有 交换 图 


05R _ 2 ， B A M 一 0 


| ID IE a) 
0 一 4 —— A&gg B —— A&g M50 
其 中 的 行 都 是 正 合 的 。 因 7 是 单 射 且 
poAog*—pnoq'og*—puop'of* 20: R' 一 4apM (2) 
我 位 有 Aog =0: R > M, 故 存在 (唯一 ) 诱导 同 态 on: R BRE 
fj f'oó* = f*.g*oó* = 二 g*。 由 此 可 将 9 定义 为 态 射 , HRS E IR A5 


$og-—g'.óog-—g'. 
最 后 一 个 断言 成 立 是 因为 忠实 平坦 性 在 基 变 换 下 保持 。 证 毕 。 


Bl 7. 设 S 为 诺 特 概 形 , X 为 有 限 型 5- 概 形 , G 为 5 上 的 有 限 型 平坦 群 
BUE. p 为 G 在 天 上 的 一 个 作用 。 35 p 有 儿 何 商 关 /G Hilde S 的 局 部 
闭 子 概 形 , 则 由 定义 p 是 可 迁 的 ; 另 一 方面 , 若 和 一 S 是 忠实 平坦 的 且 p 
是 可 迁 的 , 则 由 命题 1 及 引 理 1 可 见 有 儿 何 商 X/G s S. 


下 面 的 推论 可 以 看 作 引 理工 1.6 的 细 化 。 


推论 1. 设 [iX 一 了 为 诺 特 概 形 的 有 限 平展 获 盖 ( 即 满 态 射 ), JO Y 
是 连通 的 , WEEB BERE X 一 X 及 一 个 有 限 群 G 在 X 上 的 
自由 作用 , 使 得 有 泛 儿 何 商 X'/G & Y, HAATI H C G 使 得 有 泛 
几何 商 X'/H = X. li), X' xy X' 和 X' xx X' 都 是 X' 的 拷贝 的 无 


dE. 由 连通 可 见 的 纤维 次 数 处 处 相等 。 不妨 设 d= deg(f) > 1。 对 任 
A n209 XQ—Xxvy ^ xy X, 并 令 pn =A xy idx, : Xn41 — Xna2, 
则 ón 是 既 开 又 闭 的 嵌入 (参看 引 理 L1.6 的 证 明 )。 显 然 有 一 个 G = Ga 


在 Xa 上 的 ( 管 换 因子 ) 作用 , 对 任意 o € G 记 其 在 Xa 上 的 作用 为 
go。 令 
X' = Xa — UL) 9«(62-2(Xa-1)) (3) 
cceG 
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则 X^ 是 Xa 中 的 既 开 又 闭 的 子 概 形 , HA G 在 X 上 的 诱导 作用 。 令 
p: X' 一 了 为 投射 ,q — pri: X' 5 X. PEXC—A RB (21, 24) € Xa(T) 
(£1, -£a € X(T)) Æ X(T) PAHAK zi z v; (Vi Z j). 对 任 一 代数 
闭 域 及 任意 y € Y(k), 由 f 平展 可 见 f (y) 由 个 互 不 相同 的 点 
21,24 € X(Kk) 组 成 , 故 


DO) = (oi. zedalvo € G} (4) 


由 此 可 见 


deg(p) — d! (5) 


4 Z = X' xy X', WxMt— o € G BIA is = (ge id)X' 一 
X' xy X', 而 由 (4) 可 见 Zo = is (X^) (Vo € G) 互 不 相交 , 故 由 (5) 可 见 


X' xy X'2[[2,«6xx (6) 
ceG 
其 中 每 个 Zo S X’, MAER T € G dk X'xy X 上 的 作用 将 Zo 映 到 Zroo。 
4 Z =X xy X', WIES o € G, Zg = (q Xy idx)(Zo) C Z' 是 既 开 义 
闭 的 子 概 形 , Hh p xy idx'|z。 是 同 构 可 见 Z6 SX’, 故 Z' 也 是 X 的 找 
贝 的 无 交 并 。 令 HCG H 1€ {1,…,d} 的 安定 子 烙 (H S 642), WA 


(f xy idx')(Z7ro0) = (fxvide)(Z;)) (Yo EG, TEH) (7) 


此 可 见 Z' = Li Zh 其 中 Z = Zt. Zi = Zu G > 1)。 从 而 有 


R= [| (8) 
TEH 
命题 1 和 例 4 可见, (6) 和 (8) 说 明 有 泛 儿 何 商 X'/G SY m X'/H S 
和 X。 证 毕 。 


例 8. 对 一 个 诺 特 概 形 X, 记 Ox 为 在 平展 拓扑 下 XX 的 结构 预 层 , 即 
对 任意 平展 态 射 U 一 X 有 Oxal(U) = Ov. 一 个 熟知 的 事实 是 Ox 为 
FEE, 即 对 任意 平展 态 射 U 一 X 及 任意 两 个 平展 覆盖 a:U >U, 
qo : U2 — U, fî a € T(Ou,), a2 € I'(Ou;) 满足 pri(a1) = pr3(a2) € 
T'(Ou, xvu;). 存在 唯一 截 口 € (Ov) 使 得 qi(a) = ai, a3(a) = a2. 


184 


第 V 章 ” 商 与 推出 


这 一 事实 很 容易 由 命题 1 证 明 : 不 难 约 化 为 qi 和 qo 都 是 有 限 型 
的 情形 , 注意 Ov 的 一 个 整体 截 口 等 价 于 一 个 态 射 UV 一 AL, 故此 事实 
等 价 于 对 任意 两 个 态 射 f: U — Al, fa : Uo > At, d; fio pri = 
fa o pro : Ui xu Uo > At, 则 存在 唯一 态 射 f :U 一 A! 使 得 及 = ao f, 
f» -— of. 由 命题 1 这 是 显然 的 , 因为 U 是 pri : Ui xy Us — Ui 和 
pro : U, xu U2 一 Ua 的 推出 。 


fj 9. 设 f:G— G' Jy S-EHRBOE IE Scd p. H = ker(f), p X H A 
G FLizcsefEJH. WH dk S EIE SOPFHL 且 由 命题 IL12. 有 右 G- 概 形 
H H xsGz Gxe G。 故 由 命题 1 可 知 G iè p fil pro: HxsGG 
的 泛 儿 何 推出 , 换言之 存在 poni G/H S G'a 


习题 
1. 证 明 引 理 1, 
2. 设 S 是 诺 特 概 形 , X 一 S 为 有 限 型 忠实 平坦 态 射 , D C X 为 SAA 
除 子 , U CX 为 开 子 概 形 使 得 UUD = X (MHRA). WEKA U > X 
为 5- 支 配 坊 射 。 
3. 对 任 一 概 形 S, n IAE HIE A 在 AS 上 有 一 个 管 换 因子 作用 。 证 明 
存在 弱 儿 何 商 AS/4n。 


9 2 推出 的 存在 性 : 平坦 射影 情形 


1. 商 与 推出 的 存在 性 定理 


下 而 的 引 理 可 见于 [S3.L p.276], 这 里 我 们 给 出 一 个 不 同 的 证 明 , 其 
方法 后 而 要 用 到 。 


引 理 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , X 一 S 为 相对 拟 射 影 态 射 , 局 部 闭 子 概 形 
WCXxsXtfil X ES. EI SX. pri:W 一 六 是 紧 的 和 平 
坦 的 , 则 存在 泛 儿 何 商 站 == 六/W, 它 在 S$S 上 是 相对 拟 射影 的 (车 立 一 5 
是 相对 射影 的 则 工 一 3 亦 然 ), 而 X — Y 是 忠实 平坦 相对 射影 的 。 


下 


185 


群 概 形 及 其 作用 论 


dE. k X 为 六 的 一 个 连通 分 支 , Wi = pr (X) cW. 4 X» = 
pr2(Wi)。 由 定义 1.3 可 见 pr 1 (X2) = WN (Xo xs Xo), 它 给 出 W 在 Xo 
上 的 限制 。 故 为 简单 起 见 不 妨 设 XX = X2。 

将 X 嵌入 一 个 相对 射影 概 形 X 一 S 作为 稠密 开 子 概 形 , 使 得 详 : 
Ox 一 iOx 是 单 射 (其 中 i: X> X ARA) 并 固定 一 个 Ox(1)。 
则 因 W 一 X 是 紧 的 , W 是 X xs X WATE. REAR T 
pro : W > X 的 所 有 纤维 具有 相同 的 希 尔 伯 特 多 项 式 , 设 为 X。 由 定理 
IV.2.2, 存在 S 上 的 相对 射影 概 形 H = Hilb¥ js: 代表 Gcbs 上 的 预 层 

T — (X xs T ft Tp Bir JE. 其 在 工 上 的 纤维 具有 希 尔 伯 
特 多 项 式 xj 
令 Z C 及 xs KH 为 泛 子 概 形 , 则 W 诱导 SEH o: X 一 KH 使 得 
W-—Zx4XcCXxsX.,4Y —im(j) CH,Z—ZxuqY c X xsY, 
W W-—ZxgX.iiq:XoY.nm:ZoX,p:ZoY 8lp:"WZ 
为 投射 , 则 po 为 忠实 平坦 的 , 故 p 是 支配 的 。 注 意 pri = pop: W > X, 
故 pi 是 满 的 ( 因 它 是 文 配 的 又 是 紧 的 ), 从 而 是 强 满 射 。 

易 见 2 一》 和 gopr2:W Y 的 拉 回 等 于 pro 和 pro 的 拉 回 ( 即 
W2», 见 定 义 1.3), 而 2 一 和 gopri:W 一 了 的 拉 回 等 于 pri A pro 的 
拉 回 (BI Wi2)。 因 为 Wio = Wes, 由 XH 的 泛 性 有 gopri = qopro : W >Y, 
故 


qopop-qoprn —qopro = poop (1) 


$ Z= p(X), 为 简单 起 见 仍 记 p1:2 一 ,Pp2 :2 一 了 ,p:W 一 2 为 
投射 。 由 于 p:W — Z 是 满 射 ( 因 它 是 文 配 的 又 是 紧 的 ), (1) 给 出 


qop =p:Z >Y (2) 


从 而 pp: 环 兰 Z xfrX 一 2 有 一 个 截 口 2 一 W。 由 于 p2:2 一 了 是 开 
映射 , 我 们 可 以 定义 = p2(2) = (X), 它 是 了 的 稠密 开 子 概 形 。 此 外 
我 们 有 W CX xy X, 从 而 在 XxsXxsX 中 有 


Z xy W C Z xy (X xy X) 2 W xy X W xz (Z xy X) 


(3) 
—WxzW CWxxW-ZxyW 
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换言之 2 xyW =Z xy (X xy X), d W =X xy X, AX Z Æ Y Ei 
实 平坦 。 由 此 得 


ZxyW-2Ws$-Wi—-WxyZ-—Xxy XxyZ=XxyW (4) 


由 (4)xwZ GEX p HARO Z> W) 给 出 


ZxyZ&XxyZ (5) 


故 pi: Zo X HH, 因为 和 4 在 了 上 忠实 平坦 。 
BIE X > Y BKF, m W = X xy 六, 故 由 命题 V.1.1 可 见 》 是 
ig] X/W. WR. 


定理 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , X — S 5; Y — S 为 相对 拟 射影 态 射 , W C 
X xs Y 为 局 部 闭 子 概 形 , 使 得 


W xx W xy W 2 W xy WxxW C X xs X xsY xsY (6) 


(此 即 引 理 1.2 中 的 必要 条 件 )。 车 pri: W — X RI pro: W — Y 都 是 忠 
实 平坦 紧 态 射 , 则 pri 和 pro 有 一 个 泛 儿 何 推出 Z, 它 在 S 上 相对 拟 射影 
GX >S 5Y >S HANE Z> SRA), X> ZY 
是 忠实 平坦 相对 射影 的 。 


Æ. 令 XQ —W xxW, 看 作 Yo — Y xs Y 上 的 相对 射影 概 形 ， 则 
Xi 给 出 W 在 S 上 的 一 个 等 价 关 系 , 且 由 命题 1.1 有 WX 8 X. g 
Wi — Xi xy W., 不 难 由 预 层 的 语言 及 (6) 验证 


Wi = X1 xy, X1CXxsXxsY xsY (T) 


这 是 由 于 对 任意 5- 概 形 U, 一 个 态 射 UU 一 Wi 等 价 于 三 个 态 射 (x,y), 
(z, y^), (x', y’) € Mors(U, W) (其 中 zz € Mors(U, X) ifj y. y'/ € Mors(U, 

Y). ifj—^ m5 U 一 Xi xy, Xi 等 价 于 四 个 态 射 (x,y), (m. y). (2^. V). 
(z',y) € Mors(U, W). h Wi 给 出 X3 在 Yo Ef] —^ 5$ 4:25 28. m 
pri : Wy > Xi 是 忠实 平坦 相对 射影 的 , 由 引 理 1 存在 泛 儿 何 商 Ys = 
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X1/Wi;, 且 Xi > Ys 是 忠实 平坦 相对 射影 的 , 一 Yo 是 相对 射影 的 。 由 
(7) 得 


X; xy, X1 = Wi = X1 xy, (Ya xy, X1) (8) 


WX, S Ys xy, Xy, 因为 Xi Æ Ys 上 忠实 平坦 。 进 一 步 有 Ys S Ys xy, Ys, 
故 由 引 理 L2.1 可 知 Ys 一 Yo 是 闭 嵌 入 。( 对 此 也 可 以 如 下 证 明 : 注意 
Wi 可 以 看 作 W xs W 的 闭 子 概 形 , 验证 Ys 一 Yo 通过 趾 实 平坦 态 射 
W xs W — Ys 的 拉 回 为 团 柑 入 Wi 一 W xs W.) 此 外 , 下 而 的 交换 图 


X, ———.w 


| l o 


= 


是 一 个 拉 回 , 即 X, S Ys xy W, 这 是 由 于 


Xı Xy, X1 Wi = Xi Xy W = X: X Yz (Y3 Xy W) (10) 


(以 及 Xi 一 Ys 忠实 平坦 )。 故 pro : Ys — Y. 是 忠实 平坦 相对 射影 的 ( 因 
为 合成 Ys > Yo — Y 是 相对 拟 射影 的 且 是 紧 的 )。 

我 们 来 证 明 Ys 给 出 在 5 上 的 一 个 等 价 关 系 。 交换 性 是 显然 的 。 
为 验证 上 自 反 性 , 注意 合成 


W WxxW-2XQ,—2Y Yo (11) 


TARW > Y À Ys 其 中 W O— Y 忠实 平坦 。 对 传递 性 , RN 
需要 验证 Y311 = 】312 C Y xs Y xs Y, HP Ys; (5j = 1 W 2) jè 
pri : Y3 5 Y 5j prj : Ya 一 了 的 拉 回 。 只 需 验证 Xa xysY311 = X1XysY312 
dE X xsY xsY xsY 中 成 立即 可 。 由 (9) 有 


X4 xy; Ya £€ X1 xy Ya ZW x x W xy Ya SW xx X1 SW xxW xxW 
(42) 

类 似 地 有 Xi xys Ysi X W xx W xx W, WA IE] Xi xys Ysu 一 

Xi Xy, Yais, 与 名 们 到 和 xsY xsY xsY 的 包含 态 射 相 容 。 

引 理 1, 存在 泛 儿 何 商 Z = Y/Ys, 它 在 S 上 是 相对 拟 射影 的 ， 

且 节 一 2 是 忠实 平坦 相对 射影 的 。 由 (9) 可 见 W 一 Z 等 化 Pri 和 
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pro : Xı > W, M W > Z £j W/Xi X. ttp Wo5XAdWoZdt 
是 忠实 平坦 相对 射影 的 , 可 见 六 一 2 是 忠实 平坦 相对 射影 的 。 此 外 ， 


W xx (X xz Y) ZW xz Y ZW xy (Y xzY) 


(13) 
€ W xy Ya € X1 ŽW xxW 


WOW XxzY 是 同 构 。 这 样 由 命题 1.1 即 可 见 定理 的 各 断言 成 立 。 
证 毕 。 


E 1. 观察 定理 1 的 证 明 可 见 其 中 的 所 有 推理 过 程 都 是 用 范畴 的 语言 。 
事实 上 定理 1 可 以 推广 到 一 般 的 范畴 。 

设 在 范畴 € 有 积 和 纤维 积 , 其 中 给 定 了 一 些 特殊 的 态 射 称 为 良 态 射 
满足 下 列 条 件 : 

A) 良 态 射 是 满 射 ; 同 构 是 良 态 射 。 

B) 若 了 :和 一 了 为 良 态 射 而 9: 工 一 了 为 任意 态 射 , 则 pro : 
X xTY 一 了 为 良 态 射 。 此 外 , g 是 单 射 ( 满 射 , 同 构 ) 当 且 仅 当 pri : 
X xT 工 一 和 是 如 此 。 

C) HEADS f: X — Y Mg: Y — 2, 车 f 和 9g AE aS I 
go f IRI F f HI go f AE ELS g 亦 然 。 

D) E f:X—THAHg:Y >T EREA, W T JE pri: XxrY —X 
和 pro: X xp Y — Y 的 推出 。 

E) ZCXx X HEMRA Fi prn: Z> XERE, 则 存在 泛 
儿 何 商 六 /2Z, 上 且 投射 X ^ X/Z JE GM. 


例如 当 € 为 诺 特 概 形 S 上 的 相对 拟 射影 概 形 范畴 时 , 可 定义 平坦 紧 
态 英 为 良 态 射 (并 以 强 满 射 代 蔡 满 射 )。 若 E 为 微分 流 形 的 范畴 或 复 解析 
空间 的 范畴 , 则 可 定义 光滑 紧 满 射 为 良 态 射 。 定 理 1 可 以 推广 为 


定理 l'. 设 范畴 € 具有 积 和 纤维 积 , 且 定 义 了 满足 条 件 A-E) 的 良 态 射 。 
Wp:Z—X,q:Z Y J € wit shit (p.a) : Zo X xY 为 单 
射 。 若 条 件 (1.1.9) ( 见 引 理 1.2) R, W p 和 gq 有 泛 儿 何 推出 T, 且 投射 
和 一 人 和 工 一 全 也 是 良 态 射 。 

这 个 定理 的 证 明 可 以 完全 照搬 定理 1 的 推理 过 程 (习题 1)。 
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注 2. 我 们 注意 在 命 厦 LIqup:XxsY >X lg: X xsY —Y 有 一 
个 是 忠实 平坦 而 另 一 个 是 强 满 射 。 相 比 之 下 定理 1 的 要 求 强 了 些 。 在 有 
些 情形 可 将 定理 1 的 条 件 类 似 地 减弱 , 下 而 是 一 个 部 分 的 结果 ; 


设 3 为 诺 特 概 形 , X 一 3 和 YY 一 5 为 相对 拟 射影 态 射 , BET OE 
W CXxsY 满足 (6)。 Bi pri: W > X M pro : W > Y 是 紧 的 ， 
pr, : W — X 是 忠实 平坦 的 而 pro: W > Y 是 强 满 射 。 则 pros: W —^ Y 
经 过 一 个 强 满 射 W 一 Z, Np Z ^Y 是 有 限 的 且 在 集合 论 意义 下 是 一 
一 的 , 使 得 存在 几何 推出 


w -= x 
|» | (14) 
Z —T 


Jb T Æ S FERWAR G X — 5 d Y SARE T — S 
IA) X — T Wü Z 一 了 为 相对 射影 的 , Z 一 了 忠实 平坦 ,XX 一 了 为 强 
满 射 。 此 外 若 W 是 约 化 的 且 是 正规 的 , wn z «Y. 


EV] JA ms ( 见 [L-9])。 


2. 有 理 等 价 关 系 、 有 理 商 和 有 理 推出 

在 引 理 1 中 , W — X 既 平坦 又 相对 射影 是 本 质 的 条 件 , 但 经 常 不 需 
要 假定 W 是 等 价 关 系 , 而 只 需要 较 弱 的 条 件 。 另 一 方面 , 在 没有 W — X 
的 平坦 性 或 紧 致 性 条 件 时 , 若 X 是 约 化 的 则 W 至 少 有 “有 理 意 义 下 的 ” 
商 , 为 说 明 这 些 我 们 要 用 下 面 的 术语 。 
定义 1. 设 X 为 5- 概 形 而 W CX xs 闵 为 局 部 闭 子 概 形 。 我 们 说 W 是 
和 在 9 上 的 有 理 等 价 关 系 , 如 果 

i) (“ARH”) A(X) CW; 


ii) (“对 称 性 ”) 4 t: X xs X 5 X xs X 为 交换 因子 态 射 , 则 (W) = 
W; 


i) (“有 理 传递 性 ”) 令 Wi; (ij — 1 R 2) Jg pr; : W — X S pr: 
W — X 的 拉 回 , AE X xs X xs X 的 子 概 形 , 则 存在 稠密 开 子 
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概 形 U' C X 使 得 Was N pri (U^) = Wia N pro t(U’). 


(E U' = X, ix abe ATA RR REL. )o8 — T 8 EE ASHAEA FR W F pri 和 
pro : W 一 六 有 一 个 推出 Y, W Y A X HTW gg 8, 313g Y = X/W, 
此 外 , 一 个 S 上 的 有 理 映射 p: X…>Y KAW 的 有 理 商 , 如 果 存 在 笛 
密 开 子 概 形 CC 了 及 稠密 开 子 概 形 V CX 使 得 p 可 定义 为 一 个 态 射 
V—U,W'-Wn(VxsV)CV xuV, H U Jj pri Bl pro:W' — V 的 
推出 。 

更 一 般 地 , 设 D: 和 一 X,4:2 一 了 为 概 形 的 态 射 , TE ERE T 
HERTE X CX, Y' CY RENS: X >T, g:Y' — T di 
得 p (X)-—4(Y) H T X plo) : PX’) > X' 和 qlp-i(x') : 
p (X)-—Y' 的 推出 , gs T Jy p d q 的 有 理 推出 。 


推论 1. Wi 5 为 诺 特 概 形 , X. 为 约 化 概 形 , X. 一 3 为 相对 拟 射影 态 射 ， 
W c X xs X 为 局 部 闭 子 概 形 , XE SC X 上 的 一 个 有 理 等 价 关 系 。 则 存在 
稠密 开 子 概 形 X' C X 使 得 W' Wn X' xs X 定义 X" 的 一 个 等 价 关 
系 且 具有 泛 儿 何 商 。 此 外 X'/W' 5 S 是 相对 拟 射影 的 且 X" 一 X'/W" 
是 忠实 平坦 相对 拟 射 影 的 。 故 存在 X 对 于 W 的 有 理 商 。 


证 .不 难 约 化 到 X 一 3 是 相对 射影 的 且 W 是 X xs X 的 团子 概 形 
的 情形 。 于 是 有 稠密 开 子 概 形 X C X M8 Wn (X xs X) dk X' E 
相对 射影 且 平坦 。 如 引 理 3 的 证 明 中 那样 , 可 假设 对 适当 选取 的 Ox (1) 
及 某 个 希 尔 伯 特 多 项 式 x W 诱导 一 个 态 射 ó: X 一 H = HilbXjs。 
通过 进一步 缩小 X' 可 设 o 将 X' 映 为 一 个 局 部 闭 子 概 形 Y C Kt 令 
W' = 二 WAN(X'xsX), 则 由 引 理 1 的 证 明 可 见 pri : W = X'x,X' > X" 
与 投射 X — Y' 为 忠实 平坦 的 , 从 而 由 命题 1.1 可 见 Y" 是 泛 儿 何 商 
X'/W', 证 些 。 


习题 
1. 证 明定 理工 。 
2. 写 出 推论 1 的 证 明细 节 。 
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第 3 节 推出 的 存在 性 : 仿 射 情形 


1. 仿 射 商 和 仿 射 推出 


Wr E 为 某 个 概 形 3 上 的 仿 射 概 形 的 范畴 , 则 对 任意 X, Y, W € Ob(€), 
ERSAN p: W — X Hlq:W >Y dc € vtt. FAZ, w X= 
SpecA, Y = SpecB, W = SpecC, 4 9: Ax B —^ C HAMER ola, b) = 
p'(a) — q*(b), D = ker(9)， 则 不 难 验 证 D 是 A x B 的 子 环 (通常 记 
D = A xc B). & Z = SpecD, 不 难 验证 它 有 诱导 的 5- 概 形 结构 。 注 意 
HD ARS D-Bumiimusm WOaegeMI:XoZm 
g:Y >Z, HAE uETZ 125 SE. RIRE Z AE p fil q dk € nj 
的 推出 。 设 Z' = SpecD' € Ob(€) ifj f^: X —^ Z'. g': Y ^ Z' 为 ECE 中 的 
态 射 使 得 f op =g oq. WAWER V = (f™,g™*): D — Ax B, 易 见 
$ ow — 0, t v R D, Wifi EA h: Z Z' fif hof — f. 
hog —g', HA J h J£ SAM. 

一 般 说 来 , 这 个 推出 不 一 定 是 5- 概 形 范畴 中 的 推出 (也 不 一 定 是 儿 何 
dE). fa Z A pl q 在 集合 范畴 中 的 推出 且 其 拓扑 为 和 LIY 的 商 拓扑 
(SAPI 1.1), 则 它 是 p 和 g 在 S- 概 形 范畴 中 的 推出 : 对 任意 2 € Ob(e) 及 
任意 S-MAX > Zg Y — Z' (883 f'op— g oq, 由 所 设 有 诱导 的 
连续 映射 :2 一 Z'ixp Oz: 的 任意 局 部 截 口 4 令 ww(d) = (f^ (d). g"* (d)) 
则 定义 了 一 个 Z 上 的 环 层 同 态 V: Oz' 一 frOx Xx gOy, 注意 9 诱导 环 
EES ha: fiOx x grOY > (f'op).Ow H. hpoy=0, 可 见 存 在 唯一 
ATHS Oz 一 ker(h.ó) = h.Oz, 从 而 可 看 作 一 个 5- 概 形态 射 , H. 
hof-—f',hog-g. AZA 


命题 1. 设 X,Y,W 为 概 形 S 上 的 仿 射 概 形 , p: WX Hq:WY 
为 S-E, W p dl q 在 5- 仿 射 概 形 的 范畴 中 有 一 个 推出 和。 T; ZI p 
q 在 集合 范畴 中 的 推出 且 其 拓扑 为 和 IIY 的 商 拓扑 , Witz dE p 和 9 在 
9- 概 形 范畴 中 的 推出 。 


推论 1. Vb X 为 概 形 5 上 的 仿 射 概 形 , W C X xs X 为 局 部 闭 仿 射 子 概 
JÉ. 定义 关上 的 一 个 等 价 关系 。 则 在 5- 仿 射 概 形 的 范畴 中 有 商 X/W 。 
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diX/W 是 集合 范畴 中 的 商 且 其 拓扑 为 X 的 商 拓 扑 , 则 它 也 是 5- 概 形 范 
是 中 的 商 。 


注意 在 推论 1 中 若 X = SpecA, W = SpecC, W) X/W S SpecR, 其 
tH R -—ker(pri — pr3 : A > C). 


2. 格 罗 滕 迪 克 下 降 原 理 


WA B HIA, 将 Spec(B?^0*0D) 看 作 n 十 1 个 SpecB (t$ 
贝 (标号 从 0 到 n) 在 SpecA 上 的 纤维 积 , 并 记 qi : Spec(B940*0) 一 
Spec(B?^") (0 < i < n) 为 到 SpecB 的 除去 第 i 拷贝 外 在 SpecA 上 的 纤 
维 积 的 投射 ( 按 预 层 的 语言 为 (£0, mn) 9 (zo, micis Tit, Tn))。 
设 入 为 4- 模 , M = B@aNN, 看 作 B- 模 。 则 有 典范 同 构 
B &4 M = B9422 94 NSM 84 B (1) 
这 给 出 一 个 B34?- 模 同 构 
v:MaG,B—SBeGAM (2) 


Ù im : M 84 B > B84 M 为 交换 因子 4- 模 同 构 (即将 m ea 5 映 到 
b4 m, 注意 它 不 是 B94?- 模 同 构 )。 由 少 可 以 定义 B343- 模 同 构 
Yı =idg 84 Y = (Y) : B 84 M 84 B > B 84 B 84 M, 
V» = (tB Qa idp) o V o (tm 8a ids) 
= (y): M 8&4 B84 B — B 84 B84 M, 
Vs = 4 84 idg = (Y) : M 84 B84 B — B 84 M 84 B 


(3) 


(1) 易 见 有 v» = Wi 0 Y3. 

定义 一 个 范畴 Mae 如 下 : 其 对 象 为 所 有 对 (M, v), 其 中 M 为 
B- 模 , v 为 同 构 (2) 使 得 由 (3) 定义 的 Vi. Vo. Va 满足 V» = Wi o Ys; 
而 一 个 态 射 (M, y) 一 (M'v') 是 一 个 B- 模 同 态 b: M 一 M 使 得 
(ida 4 $) ° Y = Y o (9 4 idB)。 由 上 所 述 可 见 从 4- 模 范畴 Ma 到 
Mas 有 一 个 函 子 了 ,将 一 个 4- 模 N ms] BAN. 
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引 理 1 ( 格 罗 腾 迪 克 下 降 原理 ) 设 f: 4 一 B 为 忠实 平坦 环 同 态 , EF 
为 范畴 等 价 。 


AE. 对 任意 nn 之 0 定义 AREA d" : BANH) — Bant) 为 

n+l ] 
d" (bo& Ab1&4--:GAbs) = 3 (71) boa: Abi 18ALTG Ab; GA: Gab, 

i—0 

(4) 

简 言 之 d" = Diog (参看 (1.1.3.1))。 对 任意 A-R N W dy = 
di &a idy : B94(*9 g4 N 一 B984Q92 94 N, 并 记 fn = f GA idn : 
N => B84 N, 我 们 需要 用 到 下 述 事实 : 对 任意 4- 模 N, 下 而 的 和 4 模 列 


n—1 n 
0 一 N s, Soan Paa K, ,PenaotD gy, N 
n+ 


B®a(n+2) 8a N dw m 
(5) 
正 合 。 由 f 的 忠实 平坦 性 只 需 证 明 (5)94AB EAB. di M = BSAN, 
mis B914” 94 N $4 B & B9" $4 M, 且 可 记 dy = dy Q4 idg, fm = 
fn GAidg, 4& An : B34"1D &4 M 一 B9^" &4 M (n > 0) Jy AREA 


An (bo Ab1G A---G Ab, G Am) = (-1)" bo Ab1GA- DAbn-18abnm (6) 


不 难 验 证 dar o As Asqd10d?; = idgea cing, (Vn > 1), H. fm ° Ao 
A10 du = dps, 这 就 说 明 (5) 94 B 正 合 (参看 [L1, XIIL1]). 
定义 函 子 G: MaB — 9904 如 下 :对 任意 (M, v) € Ob(9t45 p) 令 


G(M, 4%) = ker(f &4idy —vo(idy 8a f)) = ker((im —v)o(idy 84 f)) (7) 


由 定义 的 典范 性 可 见 其 函 子 性 。 J G jé F (ré. 253g (M, yp) € 
Ob(Ma—B), & N = G(M, 4), fw : N — M KRA, 则 由 vo = v o vs 
见 下 图 交换 : 


0>N 84B fu GAidp M@AB (mY)o(idm 4 f))G Aid n, Be4AMeAB 


ZL =| 
0—^M aar, BGAM EX M B842 Q4 M 
(8) 
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由 定义 及 GAB 保持 正 合 性 可 见 第 一 行 正 合 ; 而 第 二 行 可 由 (5) 94 B 得 
到 , 从 而 由 上 所 述 也 是 正 合 的 。 故 由 (8) 有 NeABS M, 且 易 见 天 LN) 全 
(M, v), ic BLU] F oG = ids, se。 另 一 方面 , 对 给 定 的 N e Ob(9U4) 令 
F(N) = (M, 4%), 则 由 Vo = vi ovs 可见 (8) 交换 , 且 由 上 所 述 可 知 第 二 
行 正 合 , 从 而 由 入 84 B e M 可 见 第 一 行 正 合 , 再 由 了 忠实 平坦 可 见 


N S ker((tm — v) o (idu &4 f)) = G(M,v) (9) 
这 说 明 GoPF-cids,. WHE. 


为 方便 起 见 我 们 用 下 列 术语 : I-DEN T: X > SRX EA 
WREKE F, 若 存在 S 上 的 一 个 拟 凝聚 层 £ 使 得 TE S F, F TF 
MESES, 而 称 E 为 三 在 S 上 的 一 个 下 降 , 引 理 1 可 理解 为 下 而 的 推论 的 
仿 射 情形 。 


推论 2. 设 T: 和 一 9 为 趾 实 平坦 开 态 射 , 大 为 上 的 拟 凝 聚 层 , 则 大 
可 下 降 到 S 当 且 仅 当 存在 Oxxsx- 模 层 同 构 少 : prif 一 DT 使 得 在 
XxsXxs X 上 有 


pria (Y) = pra(v) o prio() : PITF 一 pràJ- (10) 
且 此 时 F A F 
E = ker(pr5 — vo pri : mF — q,pr57) (11) 
IP q-2mopr =T0prz: X xs X — S, 


证 . 必要 性 是 显然 的 , TRUE ITE A IE. Di Vi = pris (V), Va = prts (V), 
Ws = pris (Y); 且 将 它们 在 X xs X xs X 的 任意 开 子 集 上 的 限制 也 用 同 
样 的 记号 。 

AX 的 仿 射 开 子 概 形 U = SpecB 和 U' = SpecB' 均 在 S 的 开 子 
概 形 Spec4 上 忠实 平坦 , BHH U > S M U > Sialm f: A> BR 
F: A> B' fili, F(U) = M, F(U') = M1'。 则 由 引 理 1 可知 存在 A-A 
N, N' 使 得 M & B N, M' = B'@a N'。 我 们 来 说 明 有 典范 A-A 
构 N 一 N'。 由 所 设 有 同 构 少 : M Ba B' > Boa M', 由 条 件 (10) 易 见 
下 图 交换 且 每 行 正 合 : 
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idu G A(f'G Aid g; —id pi A f") 


05M idarjGAf MGAB' 


=|， x [vs 


0— Ba 4 N' BoAM' idg8a(f Baidu —vo(id iG A/")) BoAB' &4M' 


(12) 
FRE P RAKHE: 


0—NGA B! M 8a B! (f Aida; —vo(idar Qa f)) 9 Aid pg: B&A MQA B' 


=|， =| 


B®@aM’' -eaide-idae@a1eaiawmw， 甩 @4BG@A4M' 


faid w 
一 一 一 一 


0 一 M' 


(13) 


由 于 SA S 都 是 单 射 且 余 核 都 是 平坦 4- 模 ,下 而 的 交换 图 中 的 行 都 是 
正 合 的 且 向 下 的 第 头 都 是 单 射 : 


0 一 N i, Na, B' —— Ne4(B'/f(A)—0 


| | | as 


0—M 2124", Mga B' —— M g4 (B'/f'(A4))—>0 


(参看 命题 1.1 的 证 明 ), WE M ea B' 中 有 
MBAINN®AB -NealsN (15) 
同 理 在 B@a M' 中 有 


BeAN'ni1eAM'—-1GAN'zN' (16) 


故 由 (12) 和 (13) 可 见 少 诱导 4 模 同 构 N 一 N’, 且 由 (10) ERU v 
相 容 。 
可 取 X 的 一 个 仿 射 拓扑 基 {Xili € I). 使 得 每 个 5; = nCXi) 是 仿 射 
的 , 其 函数 环 记 为 4;。 由 于 7 是 拟 紧 的 , HEX Pel 
Nj = ker(pr5 — v o prj : F(Xi) 一 pr2 大 (Xi xs Xi) (17) 
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则 对 任意 X; C 7-1(5i), 由 上 所 述 可 见 少 诱导 典范 同 构 N; 4; A;  N; 
(注意 9; C S). m v 是 层 同 构 可 见 诱导 同 态 Ni 一 Ni 与 限制 映射 
相 容 。 注意 r (Si) 中 的 所 有 X; 组 成 -1(5i) 的 一 个 开 覆 盖 , 可 见 有 
Ni S E(Si) Mus PET FE. uM. 


推论 2 可 应 用 于 概 形 的 商 的 存在 性 。 设 +: X 一 5 为 诺 特 概 形 的 
有 限 型 忠实 平坦 态 射 , gy 六 上 的 凝聚 层 , 可 下 降 到 5S。 注 意 推论 2 
HR v dl. F = pri e pr W^ iz F, 使 得 ker(7» > 77) 由 
BUB BRE (pri(a), —v(pri(a))) 生成 。 易 见 诱导 同 态 pri 一 F 和 
PF — JP 都 是 同 构 。 注 意 F 定义 Vx (7) xs Vx (7) 的 一 个 闭 子 概 形 
W. 不 难 验 证 (10) 等 价 于 W 给 出 Vx CF) 在 S 上 的 一 个 等 价 关 系 。 反 
之 , 车 有 Fo 的 一 个 商 层 天 SONS pF JH pf 
是 同 构 , 则 有 诱导 一 个 如 推论 2 中 的 同 构 少 : pr 一 pF. tHE 
2 得 


推论 3. 设 m0: X — 5 为 诺 特 概 形 的 有 限 型 忠实 平坦 态 射 , F 79 X 上 的 
BUR Z. WEM (X xs X 上 的 ) prt e pr37 fig S Iz. 使 得 


W :2 Vxxsx (F^) C Vx (£F) xs Vx (7) (18) 


4E Vx(F) > X H pn: X xs X — X WAE, tiè Vx (7) > X M 
pro: X xs X — X 的 拉 回 , HEX Vx C£) dk S 上 的 一 个 等 价 关 系 。 则 


i) 存在 泛 儿 何 商 T= Vx P)/W; 

ii) 存在 S EIE EIE T S Vs(£). H. Vx (7) S Vs(£) xs X, 
特别 地 投射 Vx (7) > T 忠实 平坦 ; 

ii) HEX n > 1, $ Xn C Vx £F) A F” EATE, 类 似 地 
定义 Wn 和 Sn, W Wn 定义 X dE S 上 的 一 个 等 价 关 系 , 且 有 泛 儿 何 商 
X4íA/W, = Sne 


此 及 定理 2.1 可 得 


推论 4. Wb nx : X — S, my : 工 一 9 为 诺 特 概 形 的 有 限 型 忠实 平坦 态 
Bl Fx AX 上 的 凝聚 层 , Fy 为 了 上 的 凝聚 层 , 三 为 (X xsY 上 的 ) 
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prix © py I) AES E. 使 得 
W:- Vxxsv (7) C Vx (£x) xs Vy (£y) (19) 


i Vx(Zx)— X M pi: X xsY X WAE, tit Vy (Zy) 一 了 和 
pro: X xs Y >Y WHE, H. 

W xwvx(zx) W xv (zy W 
=W xvy(Fy)W Xvx(Fx) WCVx (Fx)xs Vx Fx)xsVy(Zy) xs Vy yes 
则 存在 S 上 的 凝聚 层 Fs 使 得 TX7s C Fx.mcyJs S Ffy, Ami T = 
Vs(Fs) 是 W 一 Vx(Fx) f W > Vy(Fy) 的 泛 儿 何 推出 且 投 射 
Vx(£x)— T M Vr(Zy) 一 了 T 了 忠实 平坦 。 


定理 2.1 的 方法 也 可 得 到 关于 拟 凝聚 层 的 结果 。 


推论 5. 设 nx : X — S, my : 工 一 9 为 庄 特 概 形 的 有 限 型 忠实 平坦 态 
射 , Fx HX 上 的 拟 凝聚 层 , Fy HY 上 的 拟 凝聚 层 , 则 下 而 两 个 条 件 
等 价 : 

i 存在 S 上 的 拟 凝 聚 层 Fs 使 得 六 Ts Fx, Ts Fy; 

ii) 存在 X xs Y 上 的 拟 凝 聚 层 同 构 % : priFx 一 pr3Zv, 使 得 在 
X xs 有 xsyY xsY 上 有 


pr3a(%) o prjs(ó ^!) opria(g) = pria(ó) : prifx 一 prify (21) 
在 推论 2 中 ,车厂 为 Ox AX?SUZ M v 为 Oxxsx- 代 数 层 同 构 , 则 易 
见 5 有 诱导 的 Os- 代 数 层 结 构 , MUR 


推论 6. 设 下 :和 一 5 为 诺 特 概 形 的 有 限 型 忠实 平坦 态 射 , B 为 拟 凝聚 
Ox- 代 数 层 , 则 B 可 下 降 为 拟 凝聚 Cs- 代数 层 当 且 仅 当 存在 Oxxsx- 代 
数 层 同 构 少 :priB 一 pr3B, IEE X xs X xs X 上 有 


pris(v) = pr33(%) oprio(V) : priB 一 pr3B (22) 
且 此 时 已 有 下 降 
A = ker(pr5 — v o prj : 1.B — q.pr5B) (23) 
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JUBq—moprn 二 ropr2: 久 xs 久 一 5。 KEZ, Bp: Y >X AN 
态 射 , 则 下 而 两 个 条 件 等 价 : 

A) FEHEM T > SRY S X xs T; 

B) 存在 闭 子 概 形 W CY xs Y 定义 了 4€ S 上 的 一 个 等 价 关系 , 使 
得 下 图 为 拉 回 


(24) 


BJERT T AZILA R Y/W. 


3. 有 限 情 形 


设 和 一 3 为 诺 特 概 形 的 有 限 型 态 射 , W C X xs X 为 局 部 闭 子 概 
JE, 使 得 pri 和 pro: W — X OB BRA. HT pri 和 pro 的 等 化 子 存 
在 , 经 常 不 需要 假定 W tipi qu 而 只 需要 W 是 有 理 等 价 关 系 即 可 。 

我 们 采用 下 面 的 术语 : 设 S 是 诺 特 概 形 , 一 个 点 se S 称 为 伴随 点 ， 
如 果 Os. 中 的 极 大 理想 是 随 素 理 想 。 


引 理 2. 设 5 为 正规 诺 特 概 形 , f : X 一 5,9 :Y — S 为 有 限 强 满 态 射 ， 
将 伴随 点 映 到 伴随 点 , 则 下 图 
XxsY = x 
pra | s| (1) 
Y sg 
是 推出 。 


E. 不 难 约 化 到 3 是 整 仿 射 概 形 的 情形 。 设 S = SpecR, X = SpecA, 
Y —SpecB, H$ K —q£.(R). mri AM B HDA FENER SRABJSBET: 
RW 5ESRAH E, W Ac AGR K, B — Bg K, HETA A— AGR B 

与 B 一 Acn B fiM. 故 4 与 B 可 看 作 Aen B 的 包含 RETF 
XR.4 0:AGB— AGn B X BAR (a,b) ^ a 8r1-— 18rb, f} 
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R'—ker(ó). t T Aeg K 和 Bog K 都 在 KK 上 忠实 平坦 , 由 命题 1.1 可 见 
SpecK 是 Spec(A9 a BORK) 一 Spec(A&g K) 5j Spec(AG n BƏR K) 一 
Spec(B &g K) 的 推出 , 故 


K S ker(ġ Qr idg) S R' 8r K (2) 


换言之 RCK, hT R ERER REAK, A R= R, 从 而 
(1) 是 仿 射 概 形 范畴 中 的 推出 。 注 意 pri: X xs Y — X M pro: XxsY — 
Y 为 闭 映射 , 由 命题 1 可 见 (1) 是 概 形 范畴 中 的 推出 。 证 毕 。 


命题 2. W 5 为 诡 特 概 形 , X. 为 正规 概 形 , X 一 5 为 有 限 型 分 离 态 射 , 闭 
TUE W C X xs X Jy X EI fi BU SEE. 使 得 pri : W 一 六 是 有 
限 的 。 假 设 


A) pri : W — X 34 — f ga Ws] — fl pa: 

B) 任 一 点 zeX 具有 仿 射 开 邻 域 IC X 4i pro(pr; (U)) = U; 

C) 或 者 W 是 约 化 的 , 或 者 X 是 正 特征 的 ( 即 对 X. 的 任意 不 可 约 分 
w V 4j ch(K(V)) > 0)。 
WFE Y — X/W H. 

Y ES rAtt m nimm X Y Amin 

ii) 对 任意 开 子 概 形 UCY, Wy =W xy U £t Xu X xy U E 
的 有 理 等 价 关 系 , 而 Xu /Wu SU 为 其 商 ; 

ii) W 给 出 全 上 的 拓扑 学 意义 的 等 价 关 系 , 而 X — Y 的 纤维 (作为 

iR) 为 X 在 该 等 价 关 系 下 的 等 价 类 ; 

iv) 车 W ERAS M Y 是 正规 的 ; 

v) 存在 稠密 开 子 概 形 YC Y. ERR X' c X dE Y bor, 而 
W xy Y' = X' xy X' C X xs X 并且 是 X 上 的 等 价 关 系 k Y' = 
X'/(W xy Y") 是 泛 儿 何 商 )。 


证 . 由 B) 和 和 一 3 的 分 离 性 不 难 约 化 到 和 和 S 是 仿 射 概 形 的 情形 
(然后 由 ii) 推出 一 般 情形 )。 设 3 = SpecR, X = SpecA X W = SpecB, 
为 简单 起 见 不 妨 设 XX 的 所 有 一 般 点 都 在 同一 个 等 价 类 中 (注意 六 是 一 
些 整 分 支 的 无 交 并 )。 令 Xi = SpecAi, …, Xn = SpecAs Jy. X 的 所 有 不 
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可 约 分 支 , 而 Wa, is Wm 为 W 的 所 有 不 可 约 分 支 的 约 化 诱导 概 形 结构 。 
推论 2.1 可 知 W 有 儿 何 有 理 商 XY g K = K(Y?). 

情形 1: W 是 约 化 的 。 在 此 情形 每 个 K(Xi) 在 KK 上 可 分 , 因为 
K(X;) Ər K(Xi) 是 约 化 的 。 故 对 每 个 Wi, Wi 一 pri(Wi) 是 一 般 光 滑 
fj, 从 而 K(W;) 也 在 K 上 可 分 。 取 一 个 有 限 伽 罗 瓦 扩张 工 2 K 使 得 
每 个 K(W; 在 K EAF Lo K 的 一 个 中 间 域 。 对 每 个 i 取 一 个 
KK- 同 态 K(Xi) > L, 并 令 Ai 为 4i 在 工 中 的 整 闭 包 。 Dot ve as 
X; = Spec(À;i) ^ X; (1 < i < n) 合 起 来 给 出 一 个 强 满 射 4 :六 一 ,其 
ip X = SpecA 为 所 有 XX; 的 无 交 并 。 考虑 X xx W xx X 中 的 不 可 约 分 
支 使 得 其 一 般 点 在 pri 下 映 到 X. 的 一 般 点 , 令 W = SpecB 为 所 有 这 样 
的 分 支 的 并 , 带 有 约 化 诱导 概 形 结构 。 则 WC X xs X dli X t4 
理 等 价 关系 , LAAM Y’ 

令 Wi = Spec(B1), ..., W, = Spec(B,) 为 W 的 不 可 约 分 支 , 带 有 约 
化 诱导 概 形 结构 。 则 由 工 的 选择 有 K(W;) SLA «i «r). IER ij 
(1 < ij & n), 存在 一 个 W, 使 得 p(W;) = X; 而 pro(W;) = Xj, iT 
A, 整 闭 而 B, 是 在 A; 上 整 的 , 由 K(X) = LS KV) mp A; B, 
是 同 构 , 即 pri : W, 一 X; 是 同 构 。 同 理 pro : W, 一 X; 是 同 构 ,， 故 有 
5- 同 构 o = pro o pri! : X; 一 Xj. S X AIAX re ps 4 40 Jio (0 4l v 
(Vi,j). *HEE o € Isos(X;, X;) n. 及 任意 o' € Isos(X;, Xx) n Y, 由 
W 给 出 X 的 有 理 等 价 关系 可 见 ooo € 了。 而 对 每 个 ; 有 idg, € X. 
故 Gi = Auts(Xi) n 为 一 个 有 限 群 。 由 W--9Y' 在 一 般 点 上 的 纤维 
可 见 Gi 兰 Gal(L/K)。 此外, 对 每 个 了 及 任意 o € Ilos(X; Xj) aX 有 
Gj = oGiorl。 令 C=48: ( 它 在 KK 中 整 闭 ) 及 Y = SpecC & X;/Gi, 
WD ERA j A Y S X;/G; B. Y' ws T: Y 的 一 个 开 子 概 形 。 由 于 
Gal(L/ K(X;)) C Gal(L/K), ^A X; 一 Y 经 过 Xj, ti Ves X — Y. 
与 XY —35360,. ERA RR- 模 正 合 列 


i-i (6. 4p PES DH (3) 
这 给 出 R- 模 正 合 列 
ü= O p A R, j (4) 


HA A—AmSB- BHA H. 由 于 4 在 C 上 是 整 的 而 4 为 有 限 
生成 的 RR 代数 , 可 见 X 在 Y. 上 是 有 限 的 , 故 存 在 有 限 生成 的 R- 子 代数 
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C' C C fif] X dE SpecC' 上 是 有 限 的 。 由 于 C' 是 诺 特 环 而 4 是 有 限 生 
成 的 C'- 模 , 可 见 C 是 有 限 生成 的 C“ 模 , 故 — S 是 有 限 型 的 。 
我 们 来 验证 了 是 W dg. Wr S-AsM o: X — Z 等 化 pri 和 pro : 
W 5 X, W Y= oog: X — Z 等 化 pri f pro: W 一头 。 故 对 任意 仿 射 
HFW U CZ RAER x € $7 (U) n X; d Giz c yU). & I C hi 
为 闭 子 概 形 Xi — v1 (U) 的 定义 理想 。 令 piss ps C Åi 为 对 应 于 Giz 的 
点 的 素 理想 。 则 对 每 个 7 (1j < u) 存在 a; < 了 工 一 疡 。 由 于 对 任意 大 7 
有 p; D pr, 可 取 aj 使 得 a; € px (Vk Æ j), 从 而 a = 5,a; € I — Ujpj. 
4 b — [Lea 7a, W b € C H Giz C (Xi)s C YU). rh (3) 有 正 合 列 


0— Cy =s Āe pc pa B, (5) 


故 (Xi) > U 唯一 地 经 过 Yoo IET I ó 唯一 地 经 过 站 。 这 就 证 明了 
i), 同时 也 证 明了 di). 

FW RARAS 则 C 的 非 零 元 在 B 中 不 是 零 因子 , 故 C 是 整 闭 
的 。 这 就 证 明了 iv). 

注意 W il X 的 一 个 等 价 关系 , H X/W & Y 是 儿 何 商 ( 故 为 集合 
论 意义 下 的 商 )。 此 外 , X X 的 每 个 纤维 中 的 点 都 在 同一 个 等 价 类 中 ， 
WoW es X 的 集合 论 意 义 下 的 等 价 关 系 ~v 且 作为 集合 X/~ SY. À 
见 ~ h W k, MAHER zo! € X, eo ARMEE we W 使 得 
pri(w) = z, pro(w) = z。 再 注意 投射 X 一 站 的 有 限 性 即 可 见 dii) 成 立 。 

情形 2: X 是 正 特征 的 , 为 简单 起 见 不 妨 设 S 为 Fy- 概 形 (p 为 素 
数 )。 情 形 1 的 讨论 基本 上 仍 适 用 , 故我 们 仅 写 出 与 情形 1 的 不 同 点 。 首 
先 , 在 此 情形 K(W;) 未 必 是 K 的 可 分 扩张 , 可 取 有 限 正规 扩张 LD K 
df K(W, 在 K ERAT Lo K 的 一 个 中 间 域 。 这 样 就 可 以 
象 情形 1 那样 定义 X 和 W, 但 W 未 必 给 出 X. 上 的 一 个 有 理 等 价 关 
系 。 仍 可 定义 Gal(L/K) 在 每 个 Ai 上 的 作用 。 令 Co = AP, w (3) 仍 
Jk Xr, B] Co = ker(pri — pr3). iX HB. Co RUE A; 中 , 但 对 充分 大 的 入 
有 CP C A. 仍 由 (4) 定义 C, 则 作为 A 的 子 环 C C Co. 注意 在 (4) 
中 prt — pr3 将 Co RA B RFI, 故 对 充分 大 的 WN 有 C8 CC. A 
C, = RIC8 ]c C, Bii C X CZ 生成 的 及 子 代数 。 则 C1 为 有 限 生 成 
的 R- 代 数 而 C 为 有 限 生 成 的 Ci- 模 , 故 也 是 有 限 生成 的 R- 代 数 。 
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4 Y = Spec(C), 注意 了 一 Spec(C1) 是 集合 论 意义 下 的 一 一 映射 。 
用 情形 1 的 讨论 即 可 证 明 为 一 个 商 X/W, H iii) 成 立 (参看 下 而 的 
注 1)。 

车 W RARAS, WU B 的 伴随 素 理想 均 陡 于 C 的 零 理想 上 。 令 
K = q£(C), W B > B 8c K «gf. IF ac Con K Wj acC, 因此 
C 是 整 闭 的 。 这 就 证 明了 iv). 

最 后 , 注意 在 任 一 情形 W 一 X 是 一 般 平坦 的 , 故 存在 稠密 开 子 概 
形 Y' c Y 使 得 其 原 像 XC 六 在 YY 上 平坦 ,而 WxyY CXxsX 
在 X' 上 平坦 且 给 出 X" 上 的 等 价 关 系 。 这 样 由 d) 和 推论 2.1 可 见 
Y'= X'/(W xy Y^) 为 泛 儿 何 商 。 这 就 证 明了 v)。 证 毕 。 


注 1. 在 下 述 意义 下 命题 2 中 的 条 件 儿 乎 都 是 必要 的 : 设 为 在 诺 特 概 
JE S 上 分 离 的 有 限 型 概 形 , 闭 子 概 形 WC X xs X 8l X 上 的 有 理 等 
价 关系 使 得 pri : W 一 和 是 有 限 的 。 设 存在 商工 = X/W 且 满 足 命题 2 
"jg i) Ri). 4 W = X xy 六。 则 由 推论 2.1 可 见 W A W 的 闭 子 
概 形 有 “一般 地 等 于 ”下 Bl W 的 任 一 不 在 W 中 的 不 可 约 分 支 不 支配 
X 的 任 一 不 可 约 分 支 。 而 W Jg X 上 的 等 价 关 系 且 有 商 X/W' SY Qu 
引 理 2)。 由 此 可 见 B) 成 立 。 此 外 , di Y 是 连通 的 县 ch(K(Y)) = 0, w 
存在 稠密 开 子 概 形 U CY 使 得 X xy X xy U 是 约 化 的 , t W 是 一 般 
约 化 的 , 换言之 C) 在 有 理 意义 下 成 立 。 如 果 在 W 中 去 掉 那些 不 支配 X 
的 任 一 不 可 约 分 支 的 分 支 , 则 得 一 个 闭 子 概 形 Wo CW, 它 也 定义 立 上 
的 一 个 有 理 等 价 关 系 , 且 有 商 Y' — X/Wo, "Ede Y 上 是 有 限 的 和 双 有 理 
的 。 特 别 地 . qi Y AGE Y' S Y, 故 在 此 情形 不 妨 设 A) 也 成 立 。 


注 2. 命题 2 可 以 推广 到 有 限 群 胚 , 此 处 从 略 (见习 题 3)。 
如 同 定理 2.1, 由 命题 2 可 以 建立 有 限 正规 情形 的 推出 存在 性 的 一 


判别 准则 。 这 里 基本 条 件 仍 是 (1.1.9) ( 见 引 理 1.2), be aiit 
下 ( 即 在 的 一 个 稠密 开 子 概 形 上 成 立 )。 


定理 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , X, Y Jy 5 上 的 有 限 型 正规 概 形 , W C X xsY 
为 团子 概 形 , 满足 条 件 : 
(*) 存在 稠密 开 子 概 形 U C X 使 得 
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W xxWxyWxxU —-W xy WxxW xxU C X xs X xsY xsY 


其 中 Wr anit at ales H (Gs y). (n. y^). y) m 
i nid Zhi, W xy W xx WxxU > X xs X xsY xs Y 由 
(Gr, y), (z'. y) v) — (r,c'.y,y') 给 出 (这 可 以 看 作 条 件 (1.1.9) 的 
“有 理 型 ”)。 R pri: W 一 六 和 pr2 :W >Y 为 有 限 强 满 射 , H. 
A) pri : W > X M pro: W — Y 均 将 一 般 点 映 到 一 般 点 ; 
B) 对 任意 点 x € X, 存在 v 的 仿 射 开 邻 域 Ui C. X. 及 仿 射 子 概 形 
Uz C Y fiif prj (Ui) = pr; ' (U2) C W; 
C) 或 者 W 是 约 化 的 , 或 者 S 是 正 特征 的 ， 
则 pri 和 pro 有 一 个 推出 Z. ni 5b. 


i) 2Z 在 S 上 是 有 限 型 的 ,而 关 一 2 m Y Zz 是 有 限 的 ; 

ii) 任 一 开 子 概 形 UCZ 是 pri:WxzU 一 外 xzU0 与 pr2: 
WxzU 一 Y xz U 的 推出 ; 

iii) Z 是 pri 和 pro 在 拓扑 学 意义 下 的 推出 ; 

iv) 4; W RARAS (特别 地 车 W 是 约 化 的 ), 则 Z 是 正规 的 ; 

v) 存在 稠密 开 子 概 形 Z' C Z, Md X'c X mY' cY f Z 
上 平坦 , 使 得 CU HW xzZ'—X'xzY'c X xsY (tk Z' 是 
pri : W xz Z' — X' fll pro : W xz Z' 一 于 的 泛 儿 何 推出 )。 


证 . 木质 上 这 是 定理 2.1 的 推论 , 但 由 于 细节 较 复杂 , 我 们 还 是 按照 定理 
2.1 的 途径 给 出 证 明 。 为 方便 起 见 用 下 而 的 记号 : 对 一 个 XE T AE 
意 两 个 闭 子 概 形 Vi, Vo, FERRITE U CX 使 得 VixxU = Vox 
xU, WAE Vi ~ Vo (例如 条 件 () 可 记 为 WxxWxyW z WoW x xW). 

4 X' -W xx We Yo =Y xsY 上 的 有 限 概 形 。 令 Xi CX H 
闭 子 概 形 使 得 Xi e X' BL Xi 的 伴随 点 都 是 一 般 点 。 令 Wi = Xi xy W, 
则 由 定理 2.1 的 证 明 可 见 Wi ze Xi xy Xi (这 给 出 Xi 的 一 个 有 理 等 
价 关系 )。 令 YI = im(Xi > Yo) (可 看 作 有 理 商 2G/Wa). 将 玛 中 不 时 
T Y 的 一 般 点 上 的 不 可 约 分 支 去 掉 , 得 一 闭 子 概 形 Ys C Yd. mo 8E 2.1 
的 证 明 可 见 Ya 给 出 在 S 上 的 一 个 有 理 等 价 关系 , 故 由 命题 2 有 商 
Z'  Y/Ys. 

情形 1: W RAIRA S. t3 24 X S W/X' t X% W/X (8 
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看 注 1 和 命题 1)。 ri W — Z' SHAE pri 4l pro : X1 ^ W up y, W — Z' 
经 过 天。 由 于 X1 W 是 强 满 射 , 有 下 而 的 交换 图 : 
w =, X 


IL | (6) 
Y — Z 

约 化 到 仿 射 情形 , 令 X = SpecA, Y = SpecB, W = SpecC X Z' = 
SpecD'。 为 简单 起 见 不 妨 设 D' ERER. Eo: AG B — C H pla, b) — 
pri(a) — pr$(b), 4 D = ker(ó), W D WAWE C 的 子 环 , 且 为 有 限 生 成 
的 万 '- 模 。 此 外 , di D—- An BC C &pq.£.(D) n Jy D 为 整 闭 整 环 。 令 
Z =SpecD 并 令 f: X >Z, g:Y >Z Ns Ss M. W f opri = gopro。 
注意 pri 和 pro 为 一 般 平坦 的 , 不 难 由 定理 2.1.v) 得 到 v). 

利用 命题 2 的 方法 , 取 一 个 有 限 正 规 扩 域 工 2 qf.(D) 使 得 对 任 一 不 
可 约 分 支 SpecC C W xx W xy W, qf(C) WIRA L EX L 2 qf.(D) 
的 中 间 域 。 对 任 一 不 可 约 分 支 Spec4 C X (SpecB CY), 取 4 在 工 中 的 
整 闭 包 4 (B 在 工 中 的 整 闭 包 B) 并 将 Spec4 换 为 SpecA (SpecB 换 为 
SpecB), 这 样 就 将 X M Y 分 别 换 为 正规 概 形 X qu Y, dre] X X 
和 了 一 了 都 是 有 限 强 满 射 。 将 W A X xx W xy Y 中 所 有 了 映 满 
到 2 的 不 可 约 分 支 的 并 V. ( 带 有 诱导 的 约 化 概 形 结构 )。 则 W 同 构 于 
SpecÀ & SpecB 的 一 些 拷贝 的 无 交 并 。 由 v) 可 见 对 任意 不 可 约 分 支 
Xo C X fl Yo C Y, 存在 不 可 约 分 支 Wo C W BT: Xo d Yo ke 对 任意 
z € Z, Gal(L/q.£.(D)) 可 迁 地 作用 于 z 在 Xo (Yo) 中 的 原 像 上 。 由 此 可 
JL Z d pri: W > X f pr :WW 一 了 的 集合 论 意 义 的 推出 。 这 说 明 对 
ER xE X, y EY 使 得 f(x) = (y). FES w EW 使 得 pri(w) = o, 
pro(w) = y. W Z J& pri : W — X M pro : W — Y 的 集合 论 意 义 的 推 
出 。 此 外 由 有 限 性 易 见 2 的 拓扑 是 XIIY 的 商 拓扑 , 故 由 命题 1 up An 
Z 是 pri 与 pro 的 推出 , HL5J JO, i), ii) 和 iv) 成 立 。 

情形 2: S 是 正 特征 的 。 为 简单 起 见 设 5 为 FLUE. p 为 素数 。 基 
本 上 可 以 重复 情形 1 的 讨论 , 对 于 不 同 之 处 可 采用 命题 2 中 情形 2 的 方 
法 (参看 命题 1)。 证 毕 。 


推论 7. 设 5 为 诺 特 概 形 , X, Y 为 3 上 的 有 限 型 正规 概 形 , W C X xsY 
为 闭 子 概 形 , 满足 定理 1 的 条 件 。 设 团子 概 形 W CW RAIRA jx Hj 
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fd pri : W' — X Rl pro: W — Y 都 是 强 满 射 并 将 一 般 点 映 到 一 般 点 。 
WJ pri : W — X fll pro: W ^ Y 有 一 个 推出 和。 此 外 ， 

i Z 是 正规 的 且 在 S 上 是 有 限 型 的 , 而 和 一 和 和 节 一 2 和 是 有 
限 的 ; 

ii) f£—JF-TMAJE U C Z d& pri : W xzU > X xzgU 5 pr: 
W xz U Y xz U 的 推出 ; 

iii) Z 是 pri 和 pro 在 集合 论 意义 下 的 推出 ; 

iv) 存在 稠密 开 子 概 形 Z' C Z, 其 原 像 X'CX Nm Y'CY EZ E 
平坦 , 使 得 Z' 是 pr : W' xz Z' ^ X' fl pro : W' xz Z' ^ Y" 的 泛 儿 何 
推出 。 


证 . 由 定理 1, prj :全 一 和 和 pre :全 一 了 有 一 个 推出 S", 而 X, Y,W' 
都 是 有 限 3S- 概 形 。 故 由 命题 1 可 见 pri : W' ^ X Hl pra: W' Y dj— 
个 在 仿 射 概 形 范畴 中 的 推出 2, A. Z 是 正规 有 限 S-NOE. i a: W c 
为 投射 。 为 证 明 Z 是 概 形 范畴 中 的 推出 , 由 命题 1 和 有 限 性 只 需 证 明 它 
是 集合 论 意义 的 推出 。 

4 EJ XIIY 的 所 有 不 可 约 分 支 的 集合 , 则 W 生成 三 的 一 个 等 
价 关 系 ~ (参看 例 1.1)。 易 见 对 ~ 的 任意 等 价 类 U C E, Z 中 有 唯一 不 
可 约 分 支 Zu 使 得 其 在 X (Y) 中 的 原 像 为 U 中 所 有 X Y) 的 分 支 的 并 
Xu (Yv), 而 


W'A pri (Xu) = W’ Npra (Yu) = a (Zu) (7) 


此 用 定理 Lii) 的 讨论 方法 即 可 证 明 Zu 是 pr :q (Zu) Xu 和 
pra : q^! (Zu) 一 Yu 的 推出 。 
其 他 断言 由 定理 1 立 得 。 证 毕 。 


B 1. i k HR, X =A 4 


则 W 为 关上 的 等 价 关系 (两 个 点 (0,0) 和 (0,1) 组 成 W 的 一 个 等 价 类 ， 
而 其 他 等 价 类 均 由 一 个 点 组 成 )。 由 命题 1 可 知 在 仿 射 K-A JE vi E 
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商 X/W, 且 不 难 验 证 X/W 为 拓扑 学 意义 下 的 商 (在 X 中 “将 两 个 点 
(0,0) 和 (0,1) 捍 在 一 起 ”), 故 由 命题 1 可 知 X/W 是 概 形 意义 下 的 商 。 当 
然 X/W 不 是 正规 的 (事实 上 X/W | Speck[z, xy. y? — y. y? — yl). 

更 一 般 地 , op k EREA DR OU UI SEE X = SpecA 及 任意 在 上 上 
有 限 的 闭 子 概 形 V C X, 可 以 定义 X. 上 的 一 个 等 价 关 系 W = A(X)U 
Vxy,V, HAR X/W (“将 V 捍 成 一 个 点 ”), WE fidi 2-1), 4 I C A 为 
V 的 理想 , B —k--I C A, 则 不 难 验证 B 是 A RTI H X/W = SpecB, 
这 样 的 商 的 构造 对 于 一 般 的 上 有 限 型 概 形 X 也 适用 , 只 需要 求 了 含 于 
X 的 一 个 仿 射 开 子 概 形 即 可 (习题 1)。 


例 2. 设 和 = 工 =Az 一 {(00)}。 令 
W-ízi-—yszo—y)U(zi—yi-0,22—2y))CXxcY (9) 


(其 中 21,22 和 21.92 分 别 为 和 和 工 的 坐标 )。 则 定理 1 中 的 条 件 除 了 
A) 外 都 满足 。 另 一 方面 ,pr : W — X M pro : W — Y 没有 推出 ,我 们 用 
反 证 法 来 证 明 这 一 点 。 设 它们 有 推出 Z, 则 集合 T= ((0,27)ne Z) c X 
映 到 Z 中 的 一 个 点 , 注意 T ERS V = {zx1 = 0} C X 中 察 理 斯 基 
稠密 ， 可 见 V ms Z 中 的 一 个 点 。 这样 2 就 是 一 个 商 X/W', 其 中 
W' = (21 = y1, 22 = Y2} U (21 = i = 0}, 但 由 例 1.5 我 们 知道 在 概 形 范 
Wi pac nj AS E Es 


4. 推出 与 商 的 仿 射 性 


引 理 3. 设 S 是 诺 特 概 形 , 2X — SA g: Y 一 5 是 有 限 型 态 射 , 其 中 
9 是 忠实 平坦 的 。 则 了 是 仿 射 的 当 上 且 仅 当 pro : X xs Y — Y 是 仿 射 的 。 


XE. 必要 性 是 熟知 的 , 以 下 证 明 充 分 性 。 只 需 证 明 若 S 是 仿 射 的 则 X qu 
是 仿 射 的 , 故 不 妨 设 S = SpecR。 由 g 的 忠实 平坦 性 不 难 约 化 到 存在 仿 
射 开 子 概 形 U = SpecB CY 在 S 上 忠实 平坦 的 情形 。 

令 A —T(X, Ox), X’ = SpecA, 6 : X > X' H JUS. T p - 
同调 可 见 


IX. xs U,Oxxsu) ¥T(X,Ox)8®r B—AGnRB (1) 
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IW X xs U 是 仿 射 的 , 故 有 


X xs U € Spec(A r B) & X' xs U (2) 
这 说 明 o xsidu 是 同 构 , Afta d U — 5 忠实 平坦 可 见 9 是 同 构 。 证 上 毕 。 


推论 8. 设 S 为 诺 特 概 形 , X, Y Jg S. 上 的 有 限 型 概 形 , Z C X xsY 为 闭 
子 概 形 使 得 pri1 :2 > X 和 pr2 :2 一 Y 有 儿 何 推出 7, 且 投射 一 了 T 了 
是 忠实 平坦 的 。 则 投射 一 了 是 仿 射 的 当 且 仅 当 prs : 2 — Y Aj 
射 的 。 

特别 地 , 若 闭 子 概 形 W C X xs X gg XX 4E S 上 的 等 价 关 系 , 使 得 
存在 儿 何 商 X/W Hifp X ^ X/W 忠实 平坦 , 则 投射 X  X/W 是 仿 
射 的 当 且 仅 当 pri : 环 一 和 是 仿 射 的 。 


习题 
1. 给 出 例 1 中 的 一 般 情形 的 详细 证 明 。 
2. 设 S = SpecR 为 诺 特 概 形 , X = SpecA Jy S. 上 的 有 限 型 概 形 。 证明 
A 是 有 限 生成 的 R- 代 数 。 
pi 
3. 设 X; 3 Xo 为 诺 特 概 形 S EEG B8 201 4) ESTERI, 其 中 Xo 是 正规 的 
p2 
而 p: 是 有 限 的 。 假 设 
A) pi 将 一 般 点 映 到 一 般 点 ; 
B) 任 一 点 ze Xo 有 一 个 仿 射 开 邻 域 UC Xo 使 得 Pa(pIL(U)) = U; 
C) 或 者 Xi 是 约 化 的 , 或 者 Xo 是 正 特征 的 。 
证 明 存 在 商 了 = Xo/X1, CE S 上 是 有 限 型 的 , H Xo 一 Y 是 有 限 的 。 
此 外 , F Xi 是 约 化 的 则 了 是 正规 的 。 
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第 1 节 和 群 概 形 作 用 的 商 


上 一 章 中 讨论 的 商都 是 针对 一 般 情 形 的 , 此 外 还 有 一 些 事实 是 关于 
群 概 形 作用 的 商 , 这 些 结果 不 一 定 能 推广 到 一 般 的 群 且 。 我们 下 而 讨论 
群 概 形 作用 的 商 的 存在 性 及 性 质 。 


1l. 群 概 形 作用 的 商 的 微 积分 


设 S 为 诺 特 概 型 ,2 为 群 概 形 C 一 S 在 概 形 X 一 5 上 的 作用 。 
W a = (ppm): Gxs X —^ X xs X (W 1.2.1). $ W 为 a WRA 
包 。 作 为 集合 映射 , a 的 象 在 ze 和 上 的 纤维 为 £ 的 六 轨迹 ; 但 W 在 
v 上 的 纤维 可 能 包含 不 止 一 个 轨迹 。 着 W dde o 的 像 (例如 当 p FH 
由 时 ), 则 易 见 W 定义 天 在 3 上 的 一 个 等 价 关系 ; 否则 至 少 W 给 出 X 
的 一 个 有 理 等 价 关系 ( 见 定义 V.2.1)。 由 引 理 V.1.L3) Ek V.1.1.ii) 可 见 ， 
一 个 5- 态 射 X > Y 是 p 的 商 当 且 仅 当 它 是 pri M pro: W — X ff 
推出 。 


fj 1. ik S 为 诺 特 概 形 , f G 一 G' 为 5- 群 概 形 的 忠实 平坦 同 态 ， 
H —ker(f). p Jy H EG 上 的 左 乘 作用 。 由 命题 工 1.2.i) 可 知 有 S- 
同 构 as: H xs G SG xc G; 故 由 命题 V.1.1 可 知 G 是 pri 和 pro : 
G xa G> G 的 泛 儿 何 推 出 , 换言之 p 有 泛 儿 何 商 G/p-G/HsG', 


例 2. 设 5 为 诺 特 概 型 , p 为 有 限 型 分 离 群 概 形 G 一 S 在 有 限 型 分 离 
概 形 X 一 3 上 的 可 迁 作用 。 令 H H p 的 安定 子 ( 见 开 2.2), 则 由 命题 
工 2.1.0 可 知 H Jy G xs X EI X-I H ATRE ( 它 在 G xs X 
上 的 作用 为 右 乘 作用 ), HA X xs X 上 的 同 构 


(G xs X)axa (Gxs X) &(Gxs X) xx H (1) 


于 a 忠实 平坦 , 由 命题 V.1.1 有 泛 儿 何 商 


(Gxs X)/)H£* Xxs X (2) 
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Ti X — S AARO C: S X, W g= po (ide xs C): G> X kink 
平坦 态 射 。 令 He 为 投射 H X 和 < 的 拉 回 , 则 由 (2) 可 见 有 泛 儿 何 商 
G/H SX (此 时 我 们 称 X A 5 上 的 一 个 “ 齐 性 概 形 ”, 详 见 下 文 )。 


例 3. 设 f:G 一 GG 为 一 个 域 k ERRERA, 则 由 引 理工 1.5 可 知 f 
有 像 , 且 像 f(G) 为 G' ATIRE. $ H = ker(f), Wl f 分 解 为 一 个 
忠实 平坦 同 态 G> G/H MAARA G/H | F(C) Gc 的 合成 。 

注 1. WOC.G"OM S-UHBOE. p. Pp" 分别 为 G,G' 在 5- 概 形 X 上 的 作 
He ti 


p! o (idc; xs (popris)) = po (ida Xs (p'o pr23)) : G xs G' xs X — X (3) 
则 称 p tj p' 交换 。 此 时 由 抽象 废话 , d: pct 3- 泛 商 , 则 p' 诱导 C 在 


X/G 上 的 作用 ; 车 3 泛 商 X/G, X/G' 和 (X/G)/G' 存在 , WA 5-32 ii 
(X/G')/G = (X/G)/G", 


命题 1. 设 5 为 诺 特 概 型 , p WIJE G 一 5 在 概 形 X — S. 上 的 作用 ， 
H = Staba (X) ( 见 下 2.2)。 设 p 有 一 个 商 q: X — Y, 即 下 图 是 推出 


Gxs X R ROUX 


jeo 1 o 


X —5Yy 


则 命题 1.2.1 中 的 or : Obs — Twajs AIMEE Qjs > Oy. d 
命题 亚 2.2 中 的 正 合 列 ( 亚 .2.1.9) 可 扩展 为 一 个 典范 复 形 


ys 4 > Ok,s ? T*wWG/s > WH/X 0 (5) 


H. (5) 是 正 合 列 当 上 且 仅 当 jy > Twas 是 单 射 。 特别 地 , FF (4) 是 拉 
回 (此 时 q 为 几何 商 ) 则 (5) 给 出 右 正 合 列 


q'QOy,s 一 OX js > Tuas — 0 (6) 


而 当 q 光滑 时 q* 是 单 射 。 
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证 . 由 (4) 可 见 a 经 过 X xy X, 从 而 诱导 一 个 同 态 Oy > Twas. 
故 正 合 列 q*Oy,s 一 OX. 一 OX, > 0 5 (012.19) 合 起 来 给 出 一 个 典 
范 复 形 (5), 而 (5) 正 合 当 且 仅 当 Yyy 一 Twas. TJA, F (4) 是 拉 回 ， 
即 G xs X & X xy X, W Ol, 一 T*wcys 是 同 构 。 证 毕 。 


2. 平坦 射影 情形 


例 4. 设 S 为 计 特 概 型 , G 一 5 为 平坦 相对 射影 群 概 形 , p 为 G 在 相对 
拟 射影 概 形 X — 5S 上 的 自由 作用 。 由 上 所 述 W = ima) EX X ES 
上 的 一 个 等 价 关 系 , arti WS G xs X 可见 pri: W ^ X AUS SOPFHBUH 
对 射影 的 , 故 由 引 理 V.2.1 可 知 存 在 泛 儿 何 商 X/W = X/G. 它 在 3 上 是 
有 限 型 的 , 且 投射 X — X/G 是 忠实 平坦 相对 射影 的 。 

特别 地 , dq X 一 5 是 相对 射影 群 概 形 而 CCA 为 3 平坦 闭 子 群 概 
Æ (为 G 在 X 上 的 左 乘 作用 ) 则 有 泛 儿 何 商 X/G. 它 在 S 上 是 有 限 
WR, HRA X — X/G 是 忠实 平坦 相对 射影 的 。 若 还 有 GX, 则 由 抽 
象 废话 可 见 了 = X/G 具有 诱导 的 商 群 概 形 结构 : 由 商 的 泛 性 可 见 同 构 
Ox:Xxg X > X xs 六 诱导 一 个 同 构 ax:Y xsY Y xsY, 由 此 可 
见 半 有 一 个 群 概 形 结构 使 得 投射 X — Y Ep. 且 其 核 为 G。 

下 面 的 命题 是 这 一 情形 的 推广 。 


命题 2. 设 5 为 诡 特 概 形 , G 一 S 为 平坦 相对 射影 群 概 形 , X 一 5 为 相 
对 拟 射影 态 射 , p 为 GEX EHEH. FET H = Stabp Æ X 上 平 
坦 , W p 有 泛 儿 何 商 XX/p, 它 在 3 上 是 相对 拟 射影 的 , 而 投射 X 一 X/p 
是 忠实 平坦 相对 射影 的 。 特 别 地 , d X — S 也 是 群 概 形 , f :G 一 从 是 
一 个 同 态 使 得 ker(f) 在 S 上 平坦 , 而 p 是 f 通过 左 乘 诱导 的 作用 , 则 
f(G) H X I BET EIE Hle S 上 平坦 相对 射影 , 而 X/f(G) S X/p 


证 . Ww H dé Gx = G xs X 的 天- 子 群 概 形 , 由 例 4 有 泛 儿 何 商 
W = Gx/H, Hii Gx > X 平坦 相 对 射影 可 见 W 一 XX 为 忠实 平坦 相 
对 射影 的 。 记 px — pXxsidx : Gxs X xs X >X xs X (看 作 Gx 在 
X xs X 上 的 作用 ), W H C Gx € X xs X 上 的 作用 平凡 , 故 诱导 一 个 
XR i: W = Gx/H > X xs X. RTF 2kuEU] 是 闭 嵌 入 , 由 引 理 
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L2.4 只 需 证 明 对 角 态 射 Aw/xxsx:W >W xxxsx W 是 同 构 。 
diq:Gx >W NH. 易 见 下 图 是 拉 回 : 


GxgH = CeCe 


IE IE (1) 


W xxxsx W —— W xxW 


其 中 也 为 (gi ho) > (g.gh.z), p 为 (gh) 一 q(g.o), a(gh.x)), v 为 
(g. g', 2) — (a(g, 2), a(g.z)). DI u Zit (G xs H)/(H xx H) € W, Bl 
经 过 Aw/xxsx, 而 由 vv 忠实 平坦 可 见 / 忠实 平坦 , 从 而 Aw/xxsx 忠实 
平坦 , 故 为 同 构 。 
由 抽象 废话 易 见 W sg X X 在 S 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 从 而 由 引 
HE V.2.1 可 知 存在 泛 儿 何 商 X/W, 它 在 S 上 是 相对 拟 射影 的 , 且 投 射 
X — X/W 是 忠实 平坦 相对 射影 的 。 再 由 抽象 废话 可 见 X/W 为 泛 儿 何 
商 Xp. 

A y X/W 为 一 个 泛 儿 何 商 关 /p。 其 余 断 言 由 引 理 V.2.1 都 是 显然 
的 。 证 毕 。 


对 于 一 般 的 群 概 形 作用 也 可 以 考虑 有 理 商 的 存在 性 (参看 V.2.2)。 设 
p:Gxs X >X HARE 5- 群 概 形 G 在 5- 相 对 拟 射 影 概 形 X. 上 的 作 
H, W W —o(G xs X) C X xs X tlli X dg S Efj—4 8 SESS MEA PR. 
而 车 X 是 约 化 的 则 pri: W 一 X 是 一 般 平坦 的 , 故 由 推论 V.2.1 立 得 


命题 3. Wr S 为 诺 特 概 形 , X 为 约 化 的 5- 相 对 拟 射影 概 形 , C 为 平坦 相对 
拟 射影 S-E, p: G xs X> X HEA, 则 存在 稠密 开 子 概 形 X'CX 
使 得 p 的 像 闭 包 给 出 的 X" 上 的 有 理 等 价 关 系 有 泛 儿 何 商 , 记 为 X"/G. 
此 外 X'/G — S 是 相对 拟 射影 的 且 投 射 X" — X" /G 是 忠实 平坦 相对 拟 
射影 的 。 


对 于 有 限 平坦 群 概 形 仿 射 作用 ( 见 定义 .2.1) 有 下 面 的 事实 。 


命题 4. 设 S 为 诺 特 概 形 , G 一 S 为 有 限 平 坦 群 概 形 , X 一 3 为 有 限 型 
态 射 ,Pp 为 G 在 六 上 的 仿 射 作用 。 则 p 有 (在 S 概 形 范畴 ) d q: X — Y. 
T Y — 5 是 有 限 型 的 且 g 是 有 限 的 。 此 外 ， 
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i) q 的 纤维 都 是 六 轨迹 ( 即 4 为 拓扑 商 ); 

i) 对 任意 开 子 概 形 Y’ CY. p WRIA G EX =X xy Y’ 上 的 
作用 , 且 有 商 X"/G & Y5 

ii) 车 p fü zT H C G xs X dg X Ep (特别 地 若 o 是 自由 作 
FH) 则 q 是 平坦 的 , 且 为 泛 几 何 商 ; 

iv) 4: X — S HPH, G 为 和 的 正规 闭 子 群 概 形 ,p Jy C dE X E 
的 左 乘 作用 , 则 X/G 具有 诱导 的 商 和 群 概 形 结构 。 


证 . 先 证 明 主要 断言 及 i), 由 命题 V.3.1 这 可 约 化 到 S, G, X 均 为 仿 射 的 
情形 。 设 S = SpecC, G = SpecR, X = Spec4。 令 


B = A8 =: (a € A|p*(a) = 1 8c a) = ker(p* — prä : A R Gc A)) (2) 


并 令 Y = SpecB。 由 推论 V.3.1 可 知 了 是 p 在 仿 射 概 形 范 畴 中 的 商 , H. 
显然 C 一 4 经 过 B., 

先 证 明 A 为 有 限 生 成 的 B- 模 日 B 为 有 限 生 成 的 C- 代 数 。 令 N= 
Nmaop* :4 一 4, 其 中 Nma : R8c 4 一 4 为 范 数 映射 。 RIA A 
G xsX- 概 形 自 同 构 

GxsGxsX PP GO xa X (3) 


S v:RGcHRGcA-— RGc RGc AJ (3) 所 对 应 的 右 R Gc 4- 代 数 自 
同 构 , Bp 


VE 8c Bc a) = (HE) 8c 14) - (1a 8c 6 Gc a) (4) 


则 有 
poN-—p'*oNmAop"* 


= NmngagcA 9 (idr 8c p*) o p* 

= NmgagcA o (m* Gc idą) o p* 

= NmngagcA ° V o (idr Qc pr3) o p* (5) 
= NmgagA ° (idr Gc pr) o p* 

= pr5 o NmA o p* 

—pr5oN 
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(参看 习题 11.7). HAm N(A) C B. di 4 换 成 多 项 式 代 数 Alt] 并 
4 (t) = 1n Gc t, WI xa(t) = N(t — a) 为 B 了 中 的 首 一 多 项 式 使 得 
Xala) = 0, Mk A 是 在 B KER. m T 4 是 有 限 生成 的 C- 代 数 , 存在 有 
限 生 成 的 C- 代 数 B' C B 使 得 4 为 有 限 生 成 的 B“ 模 , i B AA RER 
的 B“ 模 , 因而 为 有 限 生成 的 C- 代 数 。 这 样 诱导 态 射 4 AX Y AAR 
的 , 因而 是 闭 映射 。 

为 证 明 是 p 在 概 形 范畴 中 的 商 , 由 推论 V.3.1 只 需 证 明 9 将 不 同 的 
P- 轨 迹 映 到 不 同 的 点 , 换言之 对 任意 TYE 关 有 gq 1 (q()) = pG xs (xj). 
设 c HRH P E Am aa) HREN Q CB, Wi] A = A88 Bo/QBo H 
阿 廷 环 , 其 素 理 想 对 应 于 有 限 多 个 p- 轨 迹 的 并 。 故 可 取 a € A88 Bo 使 得 
a 含 于 Zz 的 p- 轨 迹 的 每 个 素 理想 中 ,但 模 4' 的 其 他 素 理 想 均 余 1。 于 是 
存在 nn 使 得 p*(a)”" € Rc P, Aii N(a) € PAB =Q. Fi qa'la) 还 包 
含 其 他 P- 轨 迹 , 则 有 N(1—a) EQ, Am N-a”) EQ, 1 N(1—a”)=1 
(mod P), 矛盾 。 

以 上 的 讨论 同时 也 证 明了 i, 下 面 证 明 站。 对 任意 开 子 概 形 Y' C Y, 
由 4 是 拓扑 商 可 见 p 的 限制 给 出 G 在 X — X xy Y' 上 的 作用 ,从 而 有 
拓扑 商 Y’ & X'/G; 而 对 任意 0€ B 易 见 (46) = Be, 由 此 可 见 为 概 
形 范畴 中 的 商 。 

最 后 , ii) 和 iv) 由 命题 2 和 例 4 立 得 。 证 毕 。 


it 2. 如 果 p 不 是 仿 射 的 , 商 X/G 可 能 在 概 形 范 畴 中 不 存在 。 最 早 的 反 
例 是 森 重 文 给 出 的 (参看 [KM]. 


例 5. 设 忌 为 整 闭 诺 特 整 环 , K = qf(R), LK KARMI Pod sk. A 
H RÆ Lp, X = SpecA, 4 G= Gal(L/K), 看 作 R RIX 
WIDE. IHES TIE H CG, & 


AP = {a € A|c(a) = a Yo € H} (6) 


WA 4 AR Y —SpecA/H & SpecA", Àj W AP Jy R dk H ff 
不 变 子 域 LF 中 的 整 闭 包 。 特别 地 有 X/G = SpecR。 

例 I2.9 可 见 投射 q: X — Y 不 一 定 平坦 (因为 A Gan A 不 一 定 
是 平坦 4- 代 数 )。 由 此 还 可 见 SpecA” 不 一 定 是 泛 商 。 另 一 方面 , 如 果 q 
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是 平坦 的 , 则 a: H xr X — X xy 区 是 强 满 射 , 因为 它 在 X 的 一 个 稠密 
开 子 概 形 上 是 同 构 , 故 q 为 泛 儿 何 商 。 


3. 挠 子 与 一 个 范畴 等 价 


设 5 为 诺 特 概 形 ，G 一 5 为 铬 概 形 , T 一 5 为 GA. ( 见 定义 
1.2.1). Wr V.L1 和 例 V.L7 可 知 有 泛 儿 何 商 T/G = S, H a : 
G xsT 了 一 了 xs 了 是 同 构 (因为 它 既 是 闭 嵌 入 又 是 忠实 平坦 的 ), 由 此 还 
可 见 G 一 5 是 平坦 的 。 如果 一 5 有 一 个 截 口 , 则 由 同 构 a 可 得 一 个 
同 构 G — T, 在 这 种 情形 T 称 为 平凡 挠 子 。 但 在 一 般 情 形 T den T 
G, 例如 在 例 5 中 车 R=K BID: K] 2 1, X 6 Gi X ZG, 


命题 5. Wr 5 为 诺 特 概 形 , G 一 5 为 有 限 平坦 群 概 形 , 了 为 有 限 5- 概 形 ， 
PT :Gxs 了 7 了 一 了 为 自由 作用 使 得 了 是 一 个 G- 撞 子 。 令 Shr or 为 所 有 
(X. px) 组 成 的 范畴 , 其 中 X 为 Schr 的 对 象 ,Px :G xs 六 一 XX 为 G 
fr X 上 的 仿 射 作 用 使 得 px. pr IRH X >T HA (此 时 ox 必 为 自由 
的 ); 而 Schr or 中 的 态 射 为 与 G 的 作用 相 容 的 三 态 射 。 则 有 范畴 等 
9 : Gcbs > Schr por: 将 Schs 的 对 象 X ms X xs T, wA C 的 作用 
g(v,t) = (v, gt) ( 它 显然 是 仿 射 的 ), JEFE Schr or 的 对 象 (X, px) 映 到 
X/G. 


证 . 易 见 0 Af. 且 由 命题 4 可 见 (X. px)  X/G 定义 一 个 函 子 
亚 :Gcbror > Ocbs, 只 需 证 明 里 和 亚 互 逆 即 可 。 显 然 亚 于 人 idecbs。 
下 面 来 证 明 eo ~ idea. 

对 Schr or 的 任意 对 象 (X, px), 我 们 来 证 明 px 是 自由 的 , 即 ax = 
(px,pro) : G xs X — X xs X WRA. WT: X 一 了 为 投射 。 
所 设 ar = (pr.pr2) : G xs 了 一 了 xs 了 是 同 构 。 注 意 ar 是 右 
了 - 态 射 , 对 其 作 基 变换 7 得 到 一 个 同 构 ax : G xs X cT xs X., $ 
7] —7 Xgidx : X xs X >T xs X, WAEA Noax =ax, 故 ax 是 
紧 的 (参看 [H, Corollary I.4.8.e)]), 由 此 及 o x AE PHASE I ax 是 
BM. 

这 样 , 由 命题 4 AA ZLA Y —X/G, HHESI q: X — Y 是 忠 
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KPH. $ u= (7,4): X ^ T xs Y. WBJ b 5 G 的 作用 相 容 , H. 


X xy X. G xs X & (G xs T) xm X € (T xs T) xpXZ2TxsgsX 
&(TxsY)xy X 
(1) 
q 趾 实 平坦 可 见 几 是 同 构 , 这 说 明 9 o V 1E Schr or 的 单位 函 子 。 证 
S. 


318 1. 设 K C LA f Rr sk. WEA RIRI IK LC EF RAR K- 
概 形 G 使 得 Spec(F) Jy G- 挠 子 。 


证 . 若 太 CL 是 可 分 扩张 , 由 例 5 mE EFA K c L ifm T Bu tu AR 
G 为 Gal(F/ K) 的 离散 群 概 形 结构 即 可 。 

以 下 设 ch(K)=p>0. § F'5LJKcLiiEMpmo,. 则 在 F 
中 及 的 极 大 可 分 扩 域 P, 和 极 大 纯 不 可 分 扩 域 Po. HA HE E [e] oS 
F, 9x Fy  F' 是 同 构 。 令 L = {a € Fola? e K}, WEE ai, are 天 
使 得 Li S K[ri,...,2,]/(z] — a1,..., 22 — ar), 换言之 存在 01,0, € Li 
fifi o? = a (1 < i< r), Lı K[oi..,o.], A [IA : K] = p. $ 
Lo = {a € L} la? € Li), WEH bi, -br € Lo 使 得 B? =o (1 i & v) 
H. Za = Lifbi, 0]. 车 f € Diza…zr] 的 各 变 元 的 指数 均 小 于 p, 
则 了 (B1,.…,B-) A 0, PISA ANH p. RERA SO la, ar) — 0 (其 
fO € Kheir] 为 将 f 的 每 个 系数 都 换 为 其 p 次 容 所 得 的 多 项 
XX). 这 就 与 a1,…,ar 的 选择 矛盾 。 故 [Za : Lı] = p". perdi gr f 
Ls € La C .., KBsjAo L; & R [titra — a1, 22. — aj), ARN 
m 使 得 Fo C Lm $ F = F' (Lm), WA F | Fi 8x Lm, 这 可 表 为 


Spec(F) & Spec(F1) x x Spec(Lm) (2) 


dt S = Spec(K[z]/(z"" —a), Jt a € K - KP, WME S Ej asm, S 
Spec(K[t]/ (£^) (m*(t) = t&x 1-18 t) 的 自由 作用 z tex 3-16 m, 
也 有 uum; S Spec(K[t]/(t^^ — 1) (m*(t) = t &x t) fo EH BEH x 
LOK ZY。 不 难得 到 S/aps jg ¥ S/nys jk 8 Spec(I), 故 S 既是 oim i be 
TOUR Upm/K- 挠 子 。 
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4 Hi 为 Gal(i/K) 的 离散 群 概 形 结构 ,Be = aom/K (或 Mose). 
则 由 上 记述 可 见 Spec(/1) 为 Hi-Be& f. Spec(Lm) 为 万 2- 挠 子 。 令 G = 
Hı x Ho, 则 由 (2) 可 见 Spec(F) 为 G- 挠 子 。 证 毕 。 


设 CLI 为 有 限 域 扩张 而 AX 是 LWW, 为 确定 X 是 否定 义 在 K 
上 ( 即 是 否 存在 天 - 概 形 X' 使 得 X S X' ex L), utn Exx F 5 L 
G, 由 命题 5 和 引 理 1 就 转化 为 G 在 Spec(f) 上 的 作用 是 否 可 以 提升 
3) X L 了 上 的 问题 。 为 方便 起 见 , 车 X Or 了 法 Spec(Ri x- x Rm), 
其 中 每 个 Ri 为 阿 廷 局 部 了 -代数 且 剩 余 类 域 同 构 于 F, WAX EFE 
25, 


fij 6. i X —SpecR HI K 上 的 有 限 平展 概 形 , WR 同 构 于 若干 个 K 
的 可 分 扩 域 的 直 积 。 取 一 个 包含 所 有 这 些 扩 域 的 伽 罗 瓦 扩张 也 2 K, 则 
Xdk L E258. Àj, G = Gal(L/K) dk Xr 上 的 作用 p 是 对 每 个 工 的 
拷贝 作用 并 管 换 点 。 hT LOSK, A X,/G6 8 X. i X Ny Xr 的 点 集 ， 
则 得 到 G 在 X 上 的 置换 表示 (“忘掉 ”G 在 工 上 的 作用 )。 反 之 , dn 
定 G 在 闷 上 的 一 个 置换 表示 P. 则 它 和 G 在 工 上 的 作用 合 起 来 给 出 G 
在 X, 上 的 一 个 作用 p', 且 Pp' 与 G 在 LK 上 的 作用 相 容 , 故 由 命题 5 可见 
P 的 商 为 一 个 K-HOE X' 使 得 AX Sx L2: Xp. Àj Wu X' 为 K 上 的 平展 
概 形 。 总 之 有 典范 一 一 对 应 
{在 工 上 分 裂 的 有 限 平展 天 - 概 形 }/ ~ 人 一 (6 的 有 限 置 换 表示 }/ ~ 


25 X ON ERE IHE, 2I p 为 自 同 构 表 示 , 这 是 因为 p 显然 与 群 概 形 
BRR. KZ F P A GEA RIE H E ARARE (等 价 于 一 个 群 
pe G 一 ge i Wp p E; H mms SEE e. 从 而 在 p 的 商 上 有 诱导 
群 概 形 结构 。 故 有 典范 一 一 对 应 

{在 工 上 分 裂 的 有 限 平展 天 - 群 概 形 }/ ~ 一 {G 在 有 限 群 上 的 同 构 表 
示 }/ ~ 


例 7. 设 G = SpecR H K 上 次 数 为 nn 的 交换 群 概 形 , 则 na = 0。 对 


任意 素数 p, ker(pa) 为 G 的 正规 子 群 概 形 , 故 若 G 为 单 的 , 则 必 有 素数 
p 使 得 pa = 0。 


任意 诺 特 概 形 S 上 的 满足 pe = 0 的 有 限 平坦 交换 群 概 形 称 为 
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(P,…,D)- 型 群 概 形 。 设 G 为 K 上 的 (p,…,P)- 型 群 概 形 , L 5 K 为 有 
限 正规 扩张 使 得 G E L EIR, 则 GL = GQFK 工 的 群 结 构 G S (Z/pZ) 
(r > 0), 由 此 可 见 G 的 次 数 为 p OE. 将 G AWE r 维 了 -线性 空间 , 则 
Gal(L/K) 在 G 上 的 自 同 构 表示 加 为 Fp- 线性 表示 。 

当 G 在 天上 平展 时 , 由 例 6 可 见 G 为 单 的 当 且 仅 当 mo 为 不 可 约 
表示 。 注意 m 诱导 群 代数 的 线性 表示 m : FP! [Gal(/K)] 一 MBE)。 令 
A — im(m), 则 得 -线性 表示 7 :4 一 M, (Fp). 车 G 为 单 的 , 则 7 为 不 
可 约 表 示 , 从 而 A 的 中 心 已 为 域 , A F 必 同 构 于 某 个 Fom, 于 是 GL 有 
下 -线性 空间 概 形 结构 。 由 于 Gal(L/K) 在 Gr 上 的 作用 与 了 的 作用 可 交 
K, 在 G 上 有 诱导 的 -线性 空间 概 形 结构 ( 即 有 同 态 F 一 Endx(G))。 
特别 地 , d Gal(L/K) 为 交换 的 , 则 A = ,此 时 由 n 的 不 可 约 性 可 见 G 
作为 -线性 空间 是 1 维 的 。 

由 此 不 难 构造 有 限 交 换 单 群 概 形 , 例如 取 K = Q, L= KK[cos £], w 
Gal(L/ K) 为 3 阶 循环 群 , c Fo[Gal(L/ K)] = Fo x F4, 从 而 Gal(L/ K) # 
1 维 Fy- 线性 表示 , 这 给 出 及 ERRA 4 fl sed ERE 


4. 半 稳 定性 


例 V.1.6 可 见 群 概 形 的 作用 一 般 没 有 儿 何 商 , 一 个 原因 是 轨迹 的 
“大 小 ?不 同 。 但 如 果 能 排除 这 一 障碍 , 则 群 概 形 作 用 的 儿 何 商 就 很 可 能 
存在 , 我 们 下 而 对 此 做 详细 说 明 。 

设 5 为 诺 特 概 形 , X — 5 为 相对 拟 射 影 态 射 , 则 由 定义 存在 S 上 的 
WEE 使 得 有 局 部 闭 柑 入 i: 六 一 Ps(£)。 我 们 下 而 总 假设 i 是 固定 
的 , 并 记 对 为 i 的 像 闭 包 , RA X 的 闭 包 。 


定义 1. 设 S 为 诺 特 概 形 , C 一 S 为 有 限 型 平坦 群 概 形 , X 一 S 为 相对 
拟 射 影 态 射 , p : G xs X 一 X NH. — src X 称 为 p- 半 稳定 点 
(semistable point), 如 果 存 在 x KIIRI U C X fif o|oxsu TE X x sU 
PREA V ÆU 上 平坦 , H alcxsu :G xsU 一 V 是 平坦 U- 文 配 的 
Qu, V.1.2)。 记 S-Se(X) (或 S-Sp(X)) 为 所 有 广 半 稳定 点 组 成 的 六 的 开 
子 概 形 。 
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fj 8. 考虑 G = PGL,,iz 而 X — P" 的 情形 。 对 任意 正 整数 m > n 
有 G E X" 上 的 “对 角 作用 ”p (HU g(zo,…,zm) = (gro. 9Tm))。 
记 Vo,- Un 为 n 十 1 维 标准 基 所 对 应 的 点 ,Uo C X"? H (vo, Un, 
vo +: vs) 在 对 角 作 用 下 的 轨迹 , 易 见 


(9, Y1, ---, Ym—-n—1) > (gvo, ..., gUn; g(vo + `- -+ Vn), IY, ---, 9Um-n-i) (1) 


定义 一 个 开 嵌 入 G x XPI os XMH, 它 可 以 进一步 分 解 为 一 些 G x 
An(m-7n-1) > (PP)+ 的 并 ,其 像 U 衬 UoxA"mm-"-D), 因 而 a(GxU) 的 
闭 包 同 构 于 (P")"?xU, 故 在 U 上 平坦 。 由 此 可 见 一 个 点 2 — (ro, Em) 
为 p- 半 稳定 的 当 且 仅 当 在 £o, -Em 中 可 以 取出 nn 十 2 个 ,使 得 其 中 任意 
nn 十 1 个 张 成 nn 维 射影 空间 ; 这 也 等 价 于 m D s Y AERE Ou PE R oc 的 轨 
迹 维 数 为 n(n 十 2)。 这 是 半 稳 定点 的 原始 概念 ; 而 “稳定 ”是 指 20,…, Em 
中 任意 7 十 1 个 张 成 n 维 射 影 空间 , 这 等 价 于 对 任意 平面 五 C P" 都 有 
EE Em OH) < Hn (习题 6)。 


定理 1. 设 S 为 诺 特 概 形 , G 一 S 为 有 限 型 平坦 群 概 形 , X. 一 5 为 相 
XU SESS. p: G xs 和 一 并 为 作用 。 则 S-S;CX) 为 G- 不 变 的 ( 即 
P(GxsS-S,(X)) = S-S(X)), 且 有 弱 儿 何 泛 商 S-Sp( 关 )/G ( 见 定义 V.1.4)， 
为 5 上 的 相对 拟 射影 概 形 , 而 投射 S-S,UX) 一 S-S,0X)/G 是 相对 拟 射影 
忠实 平坦 的 。 此 外 , 车 UC S-S;CX) 为 满足 定义 1 中 各 条 件 的 G- 不 变 开 
TE. d V A oloxsu Æ X xs U 中 的 像 闭 包 , 则 


i) W -VnU xsU Jy U 在 S 上 的 等 价 关系 , H. U/G 典范 同 构 于 泛 
儿 何 商 U/W; 

ii) Y = U/G 为 几何 商 当 且 仅 当 a(G xs U) (作为 集合 ) 是 UxsU 
的 闭 子 集 , 这 也 等 价 于 对 S 的 任 一 点 (或 任 一 几何 点 ) s, a(G xs Us) 是 
Us xx(s) Us 中 的 闭 集 ; 

ii) $ U C X Jy U 的 闭 包 ,W 为 alexsv :GxsU > X xs X Higi 
包 (显然 pri : W — X KAH U), d; W 4g U Erin, up Y 2-U/G S 
是 相对 射影 的 当 且 仅 当 pri (V) (作为 集合 ) 是 X 中 的 闭 集 。 


XE. 设 UCX 为 满足 定义 1 的 条 件 的 开 子 概 形 。 由 G 一 5 平坦 可 见 p 
平坦 , WA U' = p(G xs U) HA X 的 开 子 概 形 。 我们 有 交换 图 
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GxsGxgU —l— X xs(GxgU) 
[esso [isse (2) 


9| x sv' 


GxgsU' Dp t 


其 中 让 为 (g,9 7) — (gg'zg 5z)。 易 见 y 的 像 闭 包 同 构 于 G xs V, 故 
在 GxsU 上 平坦 , 从 而 在 U' 上 平坦 ,。 令 V' 为 alcxsw' 在 对 xsU' 中 
的 像 闭 包 , 则 由 id xsp 忠实 平坦 可 见 (idg xs p) (V^) 为 7 的 像 闭 包 ， 
Hl G xsV, d p:GxsV >V 忠实 平坦 , 再 由 G xs V dg U’ RPH 
可 见 V' 在 U' 上 平 坦 。 类 似 地 可 以 说 明 alexsvr : G xs U' 一 V’ 是 平 
IH UV- 支配 的 。 显 然 U’ 是 G- 不 变 的 , 这 就 证 明了 第 一 个 断言 , 且 在 定义 
1 中 不 妨 设 U 是 G- 不 变 的 。 

以 下 仿照 引 理 V.2.1 的 证 明 。 不 妨 设 U = p(G xs Uo), 其 中 Uo 是 
U 的 一 个 连通 分 文 , 这 保证 了 pra : V — U 的 所 有 纤维 具有 相同 的 希 尔 
伯 特 多 项 式 , 设 为 x。 只 需 证 明 对 这 样 的 U 存在 泛 儿 何 商 U/G, 故 不 妨 
BARA U — X 是 支配 的 。 由 定理 IV.2.2 可 见 V 诱导 一 个 典范 Sd 
$: U — Hilb¥ js, i1 Y —im(9), Z C X xs Y Jy Hil, 上 的 泛 子 概 形 
dk Y 上 的 拉 回 , 则 有 


V-2ZxgUCXxgU (3) 


Wg:U 5Y,p:Z— X, po:Z —^—Y Wü p: V — Z 为 投射 , 则 po 为 忠 
实 平坦 的 , 故 p 是 支配 的 。 注意 pri = sop: V — X, 故 pi 是 满 的 ( 因 
它 是 文 配 的 叉 是 紧 的 ), 从 而 是 强 满 射 。 

4 B:GxsGxsU —V xu V HEH (g,g',7X) — (a(g, x), a(g'. a), 
则 由 定义 易 见 8 是 平坦 的 和 Z -支配 的 , ratur W —Vn(U xsU)c 
U xs U 为 U 的 等 价 关系 , H W >V 是 支配 的 。 易 见 p2。:2 一 了 和 
gopr2 : W — Y 的 拉 回 等 于 Was, ifj po 和 gopri:W 一 的 拉 回 
等 于 Wis. 4 V; C X xs W 为 Wiz Kat (i= 1,2), W V; X po 和 
qo pr; 的 拉 回 (i — 1,2). 而 由 Wiz = Wo» 有 Vi = Vo, 故 由 Y 的 泛 性 有 
qopri —qopro: W 一 ,因此 


qopiop-—qopri —qopro = poop (4) 
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4 Z =p" (U), AAEE pi : Z —U, p:Z—Y.p:W Z9 
BUM S bF p:W — Z 是 支配 的 , (4) 2 


qopı =p:Z >Y (5) 


从 而 p:W 2Z xyzU 一 2Z 有 一 个 截 口 2 一 W。 由 于 po :2 一 了 是 开 
映射 , 我 们 可 以 定义 = pa(Z) = q(U), 它 是 的 支配 开 子 概 形 。 由 定 
义 1 有 


ZxvU-ZxgU-VCcXxsU (6) 
此 外 我 们 有 W CU xy U, 从 而 在 UxsU xsU 中 有 


Z xgW C Z xg (U xy U) V xy U W xy U W xz(Z xv X) 
—W xzW cW xuW -Zxy W -ZxgW 
(7) 
ik Z xy W = Z xg (U xv U), Mii W =U xv U, WX Z dE Y Esc 
平坦 。 由 此 得 


Z xy W = Wn -Wi2 =W xy Z =U xy Uxy Z-2UxyW (8) 
由 (8)xw2 Qo: p 的 截 口 Z ^ W) 给 出 
ZxyZ9SUxyZ (9) 


i pi: Z> U 是 同 构 , AA Z EY 上 忠实 平坦 。 

因此 U — Y 忠实 平坦 , 而 W =U xy U, 故 由 命题 V.1.1 可见》 是 
JLZ R U/W, 再 由 Qlaexsv :GxsU 一 W 是 U- 文 配 的 可 见 》 为 弱 儿 
何 泛 商 Q/G。 上 述 讨 论 同 时 也 证 明了 i). 
于 Qalaexsv 是 U0- 支配 的 , Qalexsv : G xs U 一 W 是 强 满 射 当量 
仅 当 a(G xs U) = W, 而 这 又 等 价 于 对 S 的 任 一 点 (或 任 一 儿 何 点 ) s 
有 a(Gs Xk Us) = 二 Ws。 注意 W 作为 U xsU 的 子 集 是 a(G xs U) Æ 
U xs U 中 的 闭 包 , 可 见 a(G xsU) =W 当量 仅 当 a(GxsU) 是 UxsU 
的 闭 子 集 , 且 这 也 等 价 于 对 S 的 任 一 点 (或 任 一 几何 点 ) s, a(G xsUs) 是 
Us xq) Us 中 的 闭 集 。 这 就 证 明了 d). 

did) 的 条 件 满足 , 易 见 W 定义 已 在 S 上 的 一 个 等 价 关 系 , 由 引 
理 V.2.1 有 泛 儿 何 商 U/W, ABA g: U 一 (U/W) 忠实 平坦 。 易 见 U 
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在 U/W 中 的 像 同 构 于 U/W SY, 而 由 平坦 性 可 见 U/W 为 U/W 的 闭 
包 (EEE U/W = F), 4: Y — S 是 相对 射影 的 则 U/W = U/W, px 
prz (U) = pr, (U) = W, I U xow U  W S Z xow U, h q 4 
实 平 坦 可 见 投射 Z> U 是 同 构 , f V = Z xow U SU xow U, 从 而 
pri(V) =0。 反 之 , 若 pri(V) 为 闭 集 , 则 pri(V) = U, rti qo pri = qo pro 
up, Y e q(U) = q(U) = U/W, de S 上 是 紧 的 , 从 而 是 相对 射影 的 。 
证 毕 。 


在 例 8 的 情形 , BI G = PGL, az, X = (P")"* 而 Pp 为 对 角 作 用 ， 
4 X S-S,(X)/G 有 一 个 由 同 构 于 A"C"7"79 (083E T BOE HL TER S o 
更 好 的 理解 是 S-S,(X)/G Jo p n] CA Gm 2,m-n-1 作为 开 子 概 形 。 


注 3. 定理 Lui) 中 的 条 件 “W 在 右上 平坦 ”与 X (kdo. 
入 一 9 是 紧 致 的 ,适当 更 换 共 总 可 以 使 这 个 条 件 满足 , 具体 说 明 如 下 。 
H Z> U 给 出 2Z 中 的 一 个 同 构 于 UV 的 支配 开 子 概 形 , 而 (idz.pa) : 
Z 一 2 xsY 显然 是 闭 柑 入 。 令 p' H GEX xs Y 的 第 一 个 因子 上 的 
作用 (HI. g(z, y) = (gz,y)), 显然 Z 是 p'- 不 变 的 , Mi Z> 2 支配 及 
G 一 5 平坦 可 见 Z 是 p'- 不 变 的 , 换言之 p 诱导 G 在 2 上 的 一 个 作用 。 
注意 2Z xy Z 在 2 xs2 中 的 闭 包 为 2 xy Z, 在 2 上 平坦 。 由 此 可 见 若 
将 X 换 为 2, 则 定理 1 的 条 件 及 “W 在 U 上 平坦 ” 均 满 足 。 注意 投射 
Z > U 是 广义 的 爆发 。 


注 4. 设 天 为 域 , p Gus 在 AR (n > 0) 上 的 标量 乘 作用 , 取 AT 的 紧 
致 化 为 Px, Wl p 可 扩张 为 Gmyr 在 Pr 上 的 一 个 作用 。 易 见 ale xnar 
在 Pp x Ap 中 的 像 闭 包 在 AT 上 不 平坦 。 实 际 上 p 在 点 (0,…,0) € Az 
和 Pp 一 Ap 处 不 是 半 稳 定 的 , 而 在 Ap — {(0,…,0)} 上 是 半 稳 定 的 , 故 泛 
儿 何 商 (Ag 一 {(0,…,0)})/Gmyr 存在 。 


在 例 V.1.6 中 , W X f SEHE Po, 则 易 见 alex 在 Pe xcX' 中 
的 像 闭 包 VV 在 XX 上 平坦 , 但 alexcx' : G xc X' — V AE X". 
实际 上 了 = {x = V-1y) U {x = —V—-1y) C X' 的 各 点 都 不 是 p- 半 稳定 
的 , 而 X' —Y 的 点 都 是 p- 半 稳定 的 。 
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5. 齐 性 概 形 


设 G 为 有 限 型 平坦 5- 群 概 形 而 H c G 为 Sor pir SHOE. 若 儿 
何 泛 商 G/H EE, 则 称 G/H Jy SEE AIHH (homogeneous scheme), 
定理 1 的 下 述 推 论 是 齐 性 概 形 的 经 常 遇 到 的 情形 。 


推论 1. 设 S 为 诺 特 概 形 , 有 限 型 平坦 3- 群 概 形 G 可 以 柑 入 一 个 外相 对 
射影 概 形 X 中 作为 局 部 闭 子 概 形 , 使 得 G 在 自身 上 的 左 乘 和 右 乘 作用 
均 可 扩张 到 义 EH C G 为 闭 子 概 形 使 得 其 在 X 中 的 闭 包 HO Sp 
坦 的 。 则 存在 齐 性 概 形 G/H, 它 在 S 上 相对 拟 射影 , 而 投射 G 一 G/H 
是 相对 拟 射影 忠实 平坦 的 。 此 外 , F H aG, 则 G/H 具有 诱导 的 商 群 概 
形 结构 。 


dE. W a:GxsX — X xs X HEH (g, 2) (gx, x), fj a^ : X xs G —> 
X xs X HEH (2,9) — (rg 3,2), WZ I. o^ oo[nsc 为 (h,g) 一 (h. 9). 
注意 w 为 G- 自 同 构 , 而 由 G — S opdun] H xs G dk X xs G 中 的 闭 
包 为 H xs G, 由 所 设 可 见 它 在 G 上 平坦 , 而 o(H xs G) 的 闭 包 G- 同 构 
T H xs G, 故 也 在 G 上 平坦 。 因 此 G C S-Su(X), H. G 是 五 -不 变 的 ， 
故 由 定理 1 可知 有 弱 儿 何 泛 商 G/H, A S 上 的 相对 拟 射 影 概 形 , 而 投射 
G 一 G/H 是 相对 拟 射 影 忠实 平坦 的 。 注意 alH xs G) 为 GxsG 中 的 
闭 子 概 形 , 由 定理 Lii) 可 见 G/H 是 儿 何 商 。 

最 后 , d? H 4G. 由 抽象 废话 易 见 G/H 具有 诱导 的 商 群 概 形 结构 o 
证 毕 。 


定理 Lii) 还 给 出 齐 性 概 形 G/H 的 紧 致 性 的 一 个 判别 法 。 


例 9. 4g POD) 看 作 n 十 1 阶 非 零 方 阵 空间 模 Gz 的 商 空 间 ， 则 
PGL, Liz 可 以 典范 地 霸 入 POHD 作为 开 子 概 形 , 日 PGLw41yz 在 自身 
上 的 左 乘 和 右 乘 作用 都 可 以 扩张 到 P*"+2) E, 注意 任 一 Z- 平 坦 闭 子 概 
X: T c PGL, yz 的 闭 包 都 是 加 平坦 的 (因为 罗平 坦 等 价 于 ZEH), 
推论 1 可 见 对 任意 两 个 ZOPH ATIRE H CG C PGL, uayz 给 出 
一 个 齐 性 概 形 G/H, H4 H aG 时 G/H X SERE. 

上 述 事实 可 以 推广 到 PL; js. 其 中 S 是 维 数 < 1 的 正规 概 形 。 
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注意 典型 群 概 形 如 SL, iz. Oz. Spwyz 等 都 在 Z 上 平坦 , 且 都 可 以 
嵌入 PGLn41yz 作为 闭 子 群 概 形 (参看 习题 工 2.6)。 


6. 域 上 的 情形 


命题 6. Vb k HIR, G 为 有 限 型 k- H C G 为 闭 子 群 概 形 , pH 
在 G 上 的 左 乘 作用 , 则 存在 泛 儿 何 商 G/H. 它 在 大 上 是 有 限 型 的 , 而 投 
射 G 一 G/ 瑟 是 忠实 平坦 的 。 此 外 , WR HG, 则 G/H 具有 商 群 概 形 
结构 。 


3E. 先 证 明 第 一 个 断言 。 

情形 1: 是 代数 闭 的 且 G 是 约 化 的 。 仍 记 a: 且 xkG 一 GxkG 为 
SA (h,g) = (19,9)。 先 考虑 G 在 有 上 拟 射 影 的 情形 , 任 取 G 的 一 个 射 
影 闭 包 G, 4 W c G xy G 为 a 的 像 闭 包 , 则 如 上 所 述 W 给 出 G 上 的 


一 个 有 理 等 价 关 系 。 设 6€ G 为 一 个 一 般 点 , {E1 ss $8 CG 为 的 H- 
T = Spec(OG,e: Xk Xk Oa.) CG (1) 


( 即 { 6 在 C 中 的 诱导 概 形 结构 ), WIE o(H xx T) 的 闭 包 为 
Hox T, UE T 上 平坦 。 由 此 可 见 存 在 稠密 开 子 概 形 VC G 使 得 prl : 
W 一 G 在 UV 上 平坦 。 

命题 3 可 见 存在 儿 何 有 理 商 G/W, 详 言 之 可 取 U fie W = wn 
(U xk U) ELU 上 的 等 价 关 系 , 它 有 泛 儿 何 商 V=U/W, 投 射 U 一 V 
忠实 平坦 , H. U xv U & W', 我 们 还 可 取 U 使 得 a(H xk U) CU xx U 
(因为 a( 吾 xkT) C T xy T), 注意 a AE HN, IA a(H xU) 4E U xx U 
的 闭 子 概 形 , 从 而 等 于 W, wA H xk USU xv U, 

HERAA g EG, 4 g: G> GH kHBOE HIGH 9 一 g'g, WA 
a(H xk Ug) C Ug xx Ug, 故 有 泛 儿 何 商 Vo = Ug/H. RNE, 所 有 
V, A ERKA AZLA G/H, 且 投 射 G 一 G/H 趾 实 平坦 。 

注意 即使 不 假定 C 是 拟 射 影 的 , 有 理 商 C/H 仍 存在 ,所 以 上 面 的 构 
造 仍 可 成 立 , 只 是 更 复杂 些 (但 我 们 下 面 将 看 到 G 总 是 拟 射 影 的 , 见 推论 
X245. 

情形 2: k 是 代数 闭 的 且 G 不 是 约 化 的 , 这 仅 当 ch(k) — p > 0 时 才 


224 


第 V 章 “ 群 概 形 与 商 


WERE. Wr > 0 使 得 FL, 经 过 G' = GO, 注意 ker(G 一 G") = 
G[F"]aG, 可 见 ker(H — G^) = HnG[F"]aH , h T HOGIE] 是 有 限 群 概 
JÉ, 由 命题 4 可 见 有 泛 儿 何 商 六 =G/(HNG[F"]), 而 H = H/(HoG([F"]) 
为 G' 的 闭 子 妊 概 形 , 且 H 在 G 上 的 左 乘 作用 诱导 H 在 和 上 的 作用 ， 
与 投射 4:X 一 G' 相 容 。 只 需 证 明 泛 儿 何 商 X/' 存在 即 可 。 

情形 1 可 知 存在 泛 儿 何 商 了 = G'/H'。 令 F= 4Ox, 则 由 
G' xy X S (G' xy G') xo; X S (H' xy G) xo: X S H' xy X 


; (2) 
& o(H' xy X) C X xu X 

可 见 丰满 足 推论 V.3.2 的 条 件 , 故 大 可 以 下 降 到 Y, 给 出 工 上 的 一 个 代 
数 层 , 从 而 给 出 拓扑 空间 Y 的 一 个 概 形 结构 Y'. m (2) 可 见 Y” 为 泛 儿 
prj X/H’. 

情形 3: IE. A ku k KARA, 则 由 情形 1 和 情形 2 有 
泛 儿 何 商 Xi = G Or k/H 8r ko 由 于 Xi 在 有 上 是 有 限 型 的 , 可 取 尺 
的 有 限 扩张 k ck 使 得 商 Xi 定义 在 k 上 , 即 存在 Kr- 概 形 Xo 使 得 
Xi S Xo 8w k, 且 有 kK- 态 射 G 8r k 一 Xo 使 得 其 经 过 基 变 换 k — kh 
出 投射 G Ork — X1。 由 命题 V.L1 易 见 有 Xo SG 8r k'/H ex k'o 

由 引 理 1 可 见 可 取 KY 使 得 Spec(k") 为 某 个 有 限 k- Go 的 
挠 子 。 由 命题 5 可 知 有 Go 在 G Ork M H ex k' 上 的 相 容 作用 使 得 
(G & k')/Go SG, (H &y k')/Go ,由 推出 的 泛 性 可 见 它 诱 叶 Go 在 
Xo 上 的 作用 , 再 由 命题 5 可 知 有 泛 儿 何 商 X = Xo/Go, 它 是 k-MOE H. 
X Gy k' S Xos WEDI X 为 泛 儿 何 商 G/H, 且 投 射 G 一 六 忠实 平坦 。 

最 后 , F H aG, 则 按 例 4 的 方法 可 见 X 有 一 个 群 概 形 结构 使 得 投 
W G> X tHg, 且 其 核 为 H. WEE. 


推论 2. i! 6, HAR k 上 的 所 有 有 限 型 群 概 形 组 成 的 范畴 GRA A Fi] 
d). 

i) 6, 中 的 任 一 同 态 f: G 一 G' 可 以 典范 地 分 解 为 投射 G 一 
G/ker(f) AWAS) 与 一 个 闭 嵌 入 G/ker(f) 一 G' OM psp) 的 合 
成 ( 故 上 有 像 )。 特 别 地 , d f 是 单 射 则 了 是 闭 嵌 入 ; 若 了 是 满 射 则 f 是 
忠实 平坦 的 。 

ii) 设 G € Ob(64), H, N Jy G 的 闭 子 群 概 形 , 其 中 NaG。 令 并 = 
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H xy N, W X AA 大群 概 形 结构 使 得 (hn) (W, n^) = (hh /-! nhén!) 
( 称 为 H MN 的 半 直 积 并 记 为 Hx N), H (hn) hn 定义 一 个 同 态 
X 一 G, 其 核 同 构 于 HN. (其 像 记 为 HN). 车 为 特征 p> 0 的 完全 
域 , 则 可 取 光 滑 子 群 概 形 H 和 无 穷 小 正规 子 群 概 形 N 使 得 G = HN = 
(Hx N)/(Hn N). 

iii) 群 论 中 的 同 构 定理 和 分 解 定 理 均 可 建立 在 Or 上 , 具体 说 有 : 


a) 在 ii) 的 条 件 下 有 典范 同 构 H/(N OY H) E NH/N., 

b) (Zassenhaus) 设 Ai, A2, B1, Bo 为 G [FE T ERE, H. A145, B14 
Bo. & Dij = A; Bj (i,j = 13& 2). W| A1D21 4 Ai1Do», Bı D12 4 B1 Dos, 
是 有 典范 同 构 A1D22/A1D21 € Bi1D22/ Bi1D12。 

c) (Schreier) G 的 任 两 个 正规 群 概 形 列 有 相互 同 构 的 加 密 (这 里 “ 同 
构 ” 的 意思 是 在 二 者 的 因子 集 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 , 使 得 相互 对 应 的 因 
子 同 构 。) 

d) (Jordan-Hölder) 4 G AA RERE Z, 则 任 两 个 合成 群 概 形 列 
同 构 。 


iv) Bx 中 的 所 有 交换 群 概 形 组 成 的 全 子 范畴 是 阿 贝尔 范畴 。 


证 .i du H = ker(f)。 由 命题 6 可 知 儿 何 商 群 概 形 G/H 存在 , 且 有 诱导 
HA 6: G/H — G', tiM G 一 G/ 吾 忠实 平坦 可 见 ker(ó) = 0, 故 由 
命题 工 1.2.i) 可 见 G/H > G' J& BIA. 
T H' = im(f) 是 G' 的 闭 子 群 概 形 , 由 命题 6 有 儿 何 商 G'/H'. 
ds f 是 单 射 则 五 = 0, 从 而 G S G/H 一 G' 是 闭 嵌 入 。 若 是 满 射 则 
H' 一 G' 是 满 射 , 从 而 H' 一 G'/ H' 是 满 射 , 这 仅 当 G'/H' & Speck 时 才 
可 能 , 故 H' = G', AT G > G S G/H REH., 

ii) 前 一 个 断言 是 显然 的 。 

设 k 为 特征 p > 0 的 完全 域 。 若 大 是 代数 闭 的 , 存在 n > 0 使 得 
FE 经 过 G' = GED, M G/G[F"] = G', 而 G' 是 光滑 的 。 对 于 一 般 的 
k, 记 天 为 天 的 代数 闭 包 , 则 有 (G/G[F"]) &x k = (G 8x k)/(G 8x k)[F"], 
故 对 充分 大 的 n, G' = G/IGLE"] 在 大 上 光滑 。 由 天 是 完全 域 可 见 


GG )/GO“)[Fm] OOP) ,GG (3) 
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ib H = GP D, yx N = G[F"] 4G, 由 前 一 个 断言 有 典范 同 态 下 : 
如 xx 和 一 G。 由 于 G/HAVSG' 是 几何 约 化 的 , 投射 CO 一 G' 忠实 平 
Jn, 由 此 可 见 f 的 余 核 为 零 , 从 而 了 是 满 同 态 , 即 G = HN. 

ii) 照搬 群 论 中 的 证 明 即 可 。 

iv) 由 ri) 立 得 。 证 毕 。 


特别 地 , 任 一 有 限 大 群 概 形 都 有 合成 寿 概 形 列 , 且 合 成 因子 在 同 构 之 

下 (不 计 次 序 ) 由 G 唯一 决定 。 不 过 , G 为 单 群 概 形 并 不 意味 着 GS) (E Ju 

的 代数 闭 包 ) 的 群 结构 是 单 铬 (参看 例 7)。 注 意 oz 和 /un 都 是 单 寿 概 形 。 
习题 


1. & K C L AG I S FUP IK, H = Gal(L/K)。 证 明 一 个 天 - 群 概 形 
等 价 于 一 个 元 - 群 概 形 G EA H E G EEEH p, 使 得 下 图 交换 


Hsr We pc 
| erri IE 

GxkG = q 
有 昌 与 五 在 LK 上 的 作用 一 致 。 
2. W K CL 为 域 的 有 限 正 规 扩张 。 证 明 存 在 K 上 的 有 限 群 概 形 G 使 
得 Spec(L) 为 K 上 的 G- 挠 子 。 
3. Wb p 为 对 称 群 Os 通过 置换 坐标 在 As 上 的 作用 , 它 诱导 交错 群 
As C Os 在 A? 上 的 一 个 作用 。 证 明 投射 A? 一 A?/63s S A? 平坦 ; 而 投 
射 A? — A3/4s 非 平坦 。 类 似 地 , 若 p' 为 62 通过 交换 At S A? x A? 的 
两 对 坐标 的 作用 , 则 投射 A4 一 AtS 也 不 平坦 。( 参 看 例 1.2.9. ) 
4. i L5 K 为 有 限 域 扩 张 , 证 明 G = Aut(SpecL/K) 在 SpecL 上 的 作 
用 是 可 迁 的 。 
5. ik L 5 K X t f A FG" JE i Gal(D/ K) 兰 G6n。 对 所 有 KA 
概 形 C 使 得 G Bk LAHT 6. 的 离散 L-PE ATI. 作 完 整 的 同 构 
分 类 。 
6. 证 明 例 8 的 各 断言 。 
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T. 构造 一 个 光滑 射影 代数 簇 X, 在 其 上 有 一 个 有 限 非 交 换 群 的 自由 作 
用 。 GER: 在 PL 上 取 一 个 有 限 非 交换 群 G 的 忠实 作用 , 它 诱导 G 在 
V = (IPE)" > 1) 上 的 一 个 对 角 作 用 p. 易 见 p 在 一 个 有 限 子 集 D CV 
之 外 是 自由 的 。 令 工 = V/G 而 49:V Y Jm, Wl Y 是 射影 徐 且 4 在 
V 一 D 上 的 限制 是 光滑 的 。 对 足够 一 般 的 超 曲 而 2 CY 有 q(D)nZ — 0. 
故 由 例 IV.1.8 的 讨论 可 见 Z 在 大 上 光滑 , 从 而 天 二 q-1(2) 在 及 上 光滑 ， 
且 p 诱 导 G 在 天 上 的 一 个 自由 作用 。 此 外 ,车 Oy(2) 是 丰富 的 则 和 是 
连通 的 (参看 [H, Corollary 亚 .7.9]), 从 而 是 整 的 。) 


第 2 节 皮卡 概 形 


1. 皮卡 概 形 的 存在 性 


引 理 1. Wb 5 为 诺 特 概 形 , T: X > S 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 且 具 有 
儿 何 连通 约 化 纤维 , C OU X 上 的 可 逆 层 。 则 存在 S 的 闭 子 概 形 So 代表 
Gchs 上 的 预 层 


T = {EH Sf: T > S 使 得 dx xs f) £ 为 天 局 部 平凡 的 } 


AE. 设 Xo HAH k 上 的 几何 整 射影 概 形 ,Co 为 Xo 上 的 可 逆 层 ， 
则 易 见 Co 兰 Ox, 当 且 仅 当 T(Xo, £o) 和 (Xo, £9) 均 非 零 。 更 一 般 
地 , 设 Xo 为 一 个 域 上 上 的 几何 连通 约 化 射影 概 形 , Co 为 Xo 上 的 可 道 
层 , W (Xo. £o) 的 一 个 截 口 等 价 于 一 个 Ox HEA $ : Ox, > Lo, 
T(Xo, £5!) 的 一 个 截 口 等 价 于 一 个 Ox,-Bi Eds V: Co 一 Oxo 而 
voó € Endo, (Oxo) 等 价 于 一 个 Oxo HARO, BI k 的 一 个 元 , 这 给 出 一 
个 及 双 线 性 映射 Hxo,co : (Xo. £o) x F(Xo £5!) 一 易 见 £o S Oxo 
当 且 仅 当 这 个 双 线 性 映射 非 零 (习题 3) 。 

不 妨 设 S = SpecR. 4 Sg = (s € S|Hx,c, 2 0, $1 = {se 
SIT(Xs, Ls) # 0, T (X, £7!) 关 0}。 由 半 连 续 性 理论 (参看 命题 L3.1) 可 
知 51 为 闭 子 集 , 对 其 取 约 化 的 诱导 概 形 结构 并 记 i : 51 一 5 为 嵌入 。 
w 人 二 PT(Si,(i xsidx)*Z), B=T(S1,(i xs idx)*c-1), w EH S 的 
一 般 点 , 则 可 取 E 的 一 个 开 邻 域 So C Si 使 得 Fi. Fo 在 So 上 的 限制 是 
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局 部 自由 的 , 且 对 任意 s € S2 有 T(Xs,Ls) & Fi Sg (s); T(Xs, 0,3) S 
了 2 @R KR(s)。 由 此 可 见 首 Hx, c, = 0 则 对 任意 s € S» 均 有 Hx, e, = 0. 
由 此 及 诺 特 归纳 法 可 见 So 为 S 中 的 闭 集 。 


半 连 续 性 理论 可 知 存 在 有 限 秩 自 由 RE 模 的 R-X 6: Mo — Mi 
使 得 对 任意 态 射 上 :了 = SpecA 一 S 有 T(X xs T.(idx xs f)! £) S 
ker(ó Ər id4 : Mo &g A — Mi &g A). 4& M = coker(ó" : MY —^ My), 
WA ker(ó & p idA) & Homn(M, 4)。 特 别 地 , 对 任意 对 应 于 So 中 点 的 极 
KEZ P C RA M/PM 2 R/P, ht So 的 开 邻 域 VC S 使 得 M 在 
U 上 局 部 由 一 个 元 生成 , A. Supp(M) QU = So. 注意 若 (idx xs f)! £ 为 
7- 局 部 平凡 的 , 则 f 将 工 的 点 都 映 入 So 中 。 由 此 通过 适当 缩小 3 不 妨 
设 M 空 R/T。 另 一 方面 , 令 J= (v()v e Homa(R/T,4)}, 则 J 为 4 
的 理想 。 若 了 去 A, 则 可 取 A 的 极 大 理想 已 2 小 于 是 Homg(R/I, A) ^ 
Homg(R/I, A/P) HERAK, 故 (idx xs fL 在 了 附近 不 是 局 部 平凡 
的 。 注 意 J — 4 当 且 仅 当 f) = 0, feti (idx xs 了)*L 为 了 局 部 平 几 
的 则 f 经 过 Spec(R/I). 

同 理 , 存在 有 限 生成 的 R- 模 M' 使 得 T(X xs T. (idx xs f) Lt) S 
Homn(M', A), H. M' 在 So 的 一 个 开 邻 域 U’ 上 局 部 由 一 个 元 生成 , 使 
得 Supp(M') n U' = 35。 从 而 不 妨 设 M'S R/T, 而 车 (idx xs f)*£ 为 
开局 部 平凡 的 则 也 经 过 Spec(R/T)。 由 此 有 VE +T) 2 So. RZ, dE R 
的 素 理想 POT+7, 则 TT(X,L @R«(P)) *T(X, L! 8r «(P)) Sr(P), 
Aid; PeUnU'y| Pe S50。 故 V(I+I)NUNUV' = 50。 这 定义 So 的 
一 个 概 形 结构 So — V(I--I)2nUnU', 


我 们 来 验证 So 满足 引 理 的 要 求 。 注 意 对 任意 态 射 f :T= Spec4 一 
S, di (idx xs f) £ 为 开局 部 平凡 的 则 f 经 过 U n U', 故 不 妨 设 5 = 
UNU’. 由 上 所 述 对 任意 理想 J 2 I I' AHH TX, £n (R/J)) S R/J, 
这 给 出 一 个 Ox- 模 层 同 态 07 : Ox eg (R/J) ^ Cen (R/J), H4 J ÆR 
大 理想 时 07 为 同 构 , 故 07 对 任意 7 为 同 构 (参看 引 理 .2.2.xii)), 特别 地 
Orar 为 同 构 , UE; f 经 过 So W (idx xs PL 为 天 局 部 平凡 的 。 另 一 
方面 , J-—(v0)v e Homa(R/T,4)}, W J X A WHER. F J 7 A, 
取 A WIRA PoJ, W Homr(R/I, A) ^ Homa(R/1, A/P) 为 零 同 
dC dx xs f)*L dk P 附近 不 是 局 部 平凡 的 。 注意 J — 4 当 且 仅 当 
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f*() = 0, x jp (idx xs f)* £ 局 部 平凡 则 广 (7) = 0, 同 理 广 (7) = 0, 
故 了 经 过 5o。 证 毕 。 


对 任意 概 形 X, Æ LAWET X 的 皮卡 群 Pic(X), 即 所 有 X 上 的 
可 道 层 的 同 构 类 (等 价 于 直线 从 的 同 构 类 ) 以 @ox 为 乘法 组 成 的 群 。 若 
X 是 整 的 , 则 Pic(X) ATF X 的 ( 卡 迪 耶 ) 除 子 类 群 。 此 外 对 于 一 个 态 
射 : 环 一 3 定义 了 它 的 相对 皮卡 群 Pic(X/S) —Pic(X)/z*Pie(S), 4 m 
为 忠实 平坦 相对 射影 且 具 有 儿 何 连通 约 化 纤维 时 , 对 任意 € € Pic(S) 有 
TsTrE S 6, 这 给 出 Tr* : Pie(S) 一 Pic(X) 的 一 个 截 口 , 从 而 可 将 Pic(5) 
看 作 Pic(X) 的 子 群 。 如 果 给 定 TARO C: Sc X, ps X Eit 
一 可 道 层 L, Lo = L ox (GoT) L! iiit C*Zo & Os, 且 对 S 上 的 任意 
"p E E H (Lox 1*£)o S Lo, 这 样 我 们 可 以 用 Lo 作为 Pic(X/5) 中 
的 元 的 代表 , 从 而 可 以 典范 地 将 Pie X /5) 看 作 Pic(X) 的 子 群 (注意 此 时 
f* : Pic(S) — Pic(X) 是 单 射 , 实际 上 Pic(X) 是 r*Pic(5) 与 Pie(X/S) 
的 直 积 ), 在 以 下 遇 到 这 种 情形 时 都 照 此 理解 。 

设 S 为 诺 特 概 形 , :和 一 3 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 则 对 于 任 一 
希 尔 伯 特 多 项 式 x 我 们 可 以 定义 Picx(X/S), B Pic(X/5) 中 (纤维 ) 3 
具有 和希 尔 伯 特 多 项 式 x 的 可 首 层 类 组 成 的 子 集 。 

为 方便 起 见 我 们 用 下 面 的 术语 : We om :OX — S 为 忠实 平坦 相对 射 
影 且 具有 儿 何 连 通 约 化 纤维 , — X Eg mpat s C 称 为 好 的 , 如 果 对 任 
Ek sc S 及 任意 i > 0, H'(X,,£.) = 0。 此 时 由 半 连 续 性 理论 (参看 命 
题 L3.1) 可 知 E = TL 是 局 部 自由 的 且 生 成 C, 而 且 对 任意 ss S 有 
€, 兰 T(Xs,Cs)。 由 命题 L3.1 和 推论 L3.4 可 知 对 X 上 的 任意 可 逆 理 想 
E L, 存在 仅 与 xele) 有 关 的 常数 N = N(x) E Ln) 30 2 N 时 
是 好 的 。 

设 5- 有 效 除 子 D C X 的 理想 层 为 工 W Ox (D) =T, 因此 车 L(n) 
是 好 的 , 则 一 个 满足 Ox(D) S £(n) 的 5S- 有 效 除 子 D 的 理想 层 的 希 尔 伯 
特 多 项 式 为 Xec-i(m(z) = xe- (x 一 n), 故 


Xop(z) = xox(z) — xc- (x — n) (1) 
对 任 一 希 尔 伯 特 多 项 式 Xx, 记 
Xn(Z) = xox (x) — Xx(z—n) (2) 
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存在 典范 映射 Divx*(X/5) 一 PicX(X/5) 将 一 个 除 子 D Wes Ox (D)(-n) 
的 等 价 类 , HEIR n> N(x) 这 是 满 射 。 


定理 1. 设 T: 和 一 9 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 儿 何 整 纤维 , 则 对 
每 个 整 值 多 项 式 x € Q[r], 6cbs 上 的 预 层 


Pic% s : T 5 Picox(X xs T/T) 
有 一 个 粗糙 横 概 形 Pic* (X/8). 它 在 S 上 是 相对 拟 射 影 的 。 而 预 层 
Picxys : T > Pic(X xs T/T) 


HIRERE Pic(X/5) = IL, Pie*(X/S) WA X — S 的 皮卡 概 形 )。 
如 果 m 有 一 个 截 口 56: S — X, 则 Pic(X/5) 为 精细 模 概 形 , 即 在 X xs 
Pic(X/5) 上 有 一 个 泛 可 道 层 Pxys ( 称 为 X > S j BRA), Ier 
Pic(X/S) 有 典范 的 3- 群 概 形 结构 , 其 乘法 由 可 逆 层 的 张 量 积 诱导 。 此 
外 , 若是 光滑 的 , W Pic(X/5) 在 S 上 是 局 部 射影 的 , 即 每 个 连通 分 支 
在 9 上 是 相对 射影 的 。 


证 .为 简单 起 见 不 妨 设 S 是 连通 的 , 且 不 难 约 化 到 3 是 诺 特 概 形 的 
情形 。 

设 ox 为 一 个 希 尔 伯 特 多 项 式 。 任 取 n > N(x), 则 由 上 所 述 对 7 的 
任意 纤维 上 的 可 逆 层 L, 车 xea = x 则 CQ) AUI. ut Yi = DivXs， 
Di C X xs Yi JgiZ Wf. C = Oxxsyi(D1)。 则 由 上 所 述 有 Xe-i(z) = 
x(r 一 n)。 由 引 理 1, 存在 闭 子 概 形 Yo C Yi xs Yi 代表 Ocbs 上 的 如 下 
预 层 : 


(6: T => S) = {RF 3} Dri, Dr? € Div(X xs T/T) 使 得 
Oxxsr(Dqri — Dro) 在 了 上 局 部 平凡 } 


于 Oxxsr(Di — D2) 在 T 上 局 部 平凡 当 且 仅 当 Do € |Oxxsr(Di)/T|， 
定理 I4.1 可 见 pri : 了 一 站 为 射影 空间 从 。 由 抽象 废话 可 见 Yo 定义 
Yi dE S 上 的 一 个 等 价 关系 。 故 由 引 理 V.2.1 FEZI Y = Y/Y, 
EE S 上 是 相对 拟 射 影 的 , HERI p:Yi Y — Yi/Yo 是 忠实 平坦 相对 射 
XI], H. Yo = Yi xy Yi, $ Ys = Yi xv Yı xy Yi, WARI pri2, pris 和 
pros : Ya — Y2. 
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设 有 一 个 给 定 的 截 口 《6:5 — X. 则 按 上 面 的 约定 , £^ 在 Pic(X xs 
Yi/Yi) 中 的 像 为 


£1 = £' Gox, v, (Com) xsidn)*C (3) 


EMRE X xs Y2 CX xsYi xs Yi 上 有 


Priol & pria£1 (4) 


注意 任意 两 个 同 构 (4) 相差 一 个 T(X xs Yo,OS xsv) 中 的 因子 , 而 由 7 
忠实 平坦 相对 射影 且 具 有 儿 何 整 纤维 可 知 


T(X xs Y2, Ox ,.y,) ST(Y2,O%,) (5) 
故 有 唯一 同 构 v: priali 一 prisli 使 得 
(& xs idy)" (v) = idoy, (6) 
由 此 可 以 保证 在 X xs Ya 上 有 
Prio4(%) = pris4() o prisa(v) : prio£1 > prial (7) 


故 由 推论 V.3.2 可 知 存在 X xs Y 上 的 可 道 层 C 使 得 Ci S pL 注意 
Xe-i(z) = xez (2) = X(z — n). 

我 们 来 验证 (Y, £(-)) 代表 Spies. 对 任意 5- 概 形 了 及 任意 Cr < 
Picx(X xs T/T), £r = pra.£Cr(n) 是 局 部 自由 的 。 由 定理 IL4.1 可 知 Ti = 
Pr(£r) 代表 Schor 上 的 预 层 T > |£r/T'|. 记 q : Th 一 了 为 投射 
Dr C X xs Ty 为 泛 除 子 , 则 由 命题 14.2 有 


Oxxsri (Dr) ¥ (idx xs q)' £r(n) 80r, Or (1) (8) 


上 所 述 有 Xpr = xa 故 由 Yi Iz FIOR VS Ty 01:1 Yi, S 
T» — Ty xmv Ti, WAKS L-ART Dri = pri Dr 和 Dro = pr} Dr, 使 
得 Oxxsr. (Dri 一 DT2) Æ T». 上 局 部 平凡 。 由 Yo KEA s Sp gt vos 
Hl o2 : T» — Yo 使 得 


pri o $2 = ġ1 0 pri :To —^ Yi (i=1,2) (9) 
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T T jé pri 和 pr: >T HHEH, BATS oT >Y 使 得 


poó—óoq:Ti >Y (10) 


由 (8) 易 见 oiL S (po 1) £ S q*Lr(n), 从 而 由 (10) 可 见 


ó* £(—n) € Lr (11) 


上 而 的 构造 过 程 易 见 满足 (11) 的 o 是 唯一 的 , 这 说 明 (Y. £(—n)) 代表 
和 icXys， Wwa Y = Piex(X/S), 且 记 PY/s = L(-n). 

4 Pic(X/S) 为 所 有 Picx(X/S) (对 所 有 X) 的 无 交 并 , W Pic(X/5) 
为 S 上 的 局 部 拟 射影 概 形 , 而 所 有 PXjs 合 起 来 给 出 X xs Pic(X/S) 上 
的 一 个 可 逆 层 Pxjs。 由 上 所 述 可 见 (Pic(X/5),Pxys) 代表 qicxys。 
注意 W = X xs Pic(X/S) xs Pic(X/S) 上 的 可 道 层 


pri?Px,s Gow PriaPx/s (12) 


Y5 S d m : Pic(X/5) xsPic(X/S) 一 Pic(X/S) (乘法 ), Ox 给 出 
单位 截 口 o: S 一 Pie(X/S), X xs Pic(X/S) EHE PXys £k 
t : Pic(X/S) 一 Pic(X/S), 易 见 这 些 合 起 来 就 给 出 Pic(X/S5) 的 群 概 形 
结构 。 

注意 上 述 构造 Pic(X/5) 的 过 程 并 不 需要 7 的 截 口 , 且 昂 见 对 任意 
dH S 一 S 有 PiX xs S'/S') & Pie(X/S) xs S'。 此 外 投射 pro : 
X xs 入 一 人 有 一 个 截 口 A。 故 即使 没有 给 定 v 的 截 口 , 上述 讨论 
仍 可 给 出 典范 X-A T xs X 一 Pic(X/S) xs X; 再 注意 T 是 prio 
和 pris : T xs X xs X — T xs X HHEN, 即 可 见 有 典范 诱导 态 射 
9: 工 一 了 了。 故 有 上 自然 变换 下 : qicxys 一 Pic(X/5). 注意 对 任意 5- 概 形 
S', 车 pra: X' = X xs S! > S' 有 截 口 则 Pic(X/S) xs S' J Picxys 的 
精细 模 概 形 。 特 别 地 车 S = Spec(k), 为 代数 闭 域 , 则 Pic(X/S) xs S' 
是 SBiex, y. 的 精细 模 概 形 , 从 而 


Pic(X/S)(S") = Picxys(S') = Pic(Xy/k) (13) 


W 2 为 5- 概 形 而 F':SBix;s > Z HARER. TEX& p: Y — Y 是 由 
显然 的 自然 变换 p : Divis. 一 SBicX, s 诱导 的 , 而 Yi 是 精细 模 概 形 , 故 由 


233 


群 概 形 及 其 作用 论 


米田 引 理 可 知 F op 等 价 于 一 个 S-z&f vi : Yi  Z; 同 理 有 典范 S-A 
射 wa :2 一 和, 且 由 抽象 废话 有 W = v1 opri = Yı 0 pros ri Y 4 pri 
和 pro 的 泛 儿 何 推出 可 见 有 诱导 态 射 销 : 工 一 和 G。 由 此 不 难得 到 P 经 
过 Pic(X/S)。 这 就 证 明了 Pic(X/S) 是 粗粮 模 空间 。 

在 7 光滑 的 情形 , 由 命题 I4.4 可 知 每 个 Divx)s 在 S 上 是 相对 射影 
的 , 故 PicX(X/S) 在 S. 上 是 相对 射影 的 。 证 毕 。 


简 记 Pic(X/S) 的 包含 零 截 口 5 一 Pic(X/5) 的 最 小 既 开 又 闭 子 概 
形 为 Picr(X/5) ( 若 S 连通 则 它 是 包含 零 截 口 的 连通 分 支 )。 


f) 1. 我 们 来 看 3 = Speck (k 为 域 ) 的 特殊 情形 。 

先 考虑 有 为 代数 闭 域 的 情形 。 易 见 刀 = Pic (X/k) 为 Pic(X/k) 的 子 
PEI, ifi Pic? (X / k) := Hrea J& ES (参看 命题 了 I.1.1)。 设 VC Pic(X/k) 
为 另 一 不 可 约 分 支 , ER k- c € V, Wl az H — V 是 所 概 形 的 同 构 , 因为 
它 有 道 v1: V — 万。 由 此 可 见 Pic(X/k) 作为 概 形 是 五 (32 Jud 
无 交 并 , 而 Pic(X/k)/H 具有 离散 的 群 概 形 结构 。 可 以 证 明 Pic(X/k)/H 
是 有 限 生成 的 阿 贝 尔 烙 (参看 [LN]), 其 自由 部 份 称 为 X 的 Néron-Severi 
TE, 记 为 NS(X)。 

对 一 般 的 域 由 此 可 见 Pic(X/k) 的 连通 分 支 都 是 不 可 约 的 且 具 有 
相同 的 维 数 , 其 中 包含 0 的 连通 分 支 为 子 群 概 形 且 为 儿 何 不 可 约 的 ( 参 
看 命题 1.1). 

F X 是 阿 贝尔 簇 , 我 们 将 看 到 Pic (X/k) dude D DU AS ( 故 等 于 
Pic (X/k), 见 下 章 命题 VILI.2.)), 


推论 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , 0: X — S 和 7 :六 ' 一 5 为 忠实 平坦 相对 射 
EAH, 具有 几何 整 纤维 , Hm 有 一 个 截 口 6:S 一 XX。 设 :XX 一 XX 
为 S-A (这 给 出 DERI. fo C). 则 f 诱导 5- 群 概 形 的 典范 同 态 
f :Pic(X'/S) — Pic(X/S), 


WE. 对 任意 3- 概 形 工 及 任意 £C € Pic(X' xs T/T), f 5h (f xsidr)*£ € 
Pic(X xs T/T), 显然 这 定义 一 个 自然 变换 Bie ys 一 Picxys, 由 米田 引 
理 这 等 价 于 一 个 S-AHOERU IIS Pic(X'/5) 一 Pic(X/5)。 

不 难 用 纤维 从 的 语言 给 出 另 一 个 证 明 : t X xs Pie(X'/S) 上 的 可 道 
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Æ L= (f xsidpix: s) Px:js 及 Pic(X/S) 的 泛 性 , 存在 唯一 S- 态 射 
Î : Pic(X'/8) 一 Pic(X/S) 使 得 (idx xs f*Pxjs S L, RW f 是 同 
LE 


对 S = SpecC 的 情形 , 我 们 来 给 出 建立 Pie(X/5) (BI Pic(X/5) 的 
儿 何 结构 ) 的 解析 方法 。 

我 们 先 来 说 明 , H X HWM k 上 的 射影 代数 秘 , 则 有 群 同 构 H' (OX) S 
Pic(X/k)。 令 大 为 关上 的 有 理 函 数 层 , 即 对 任意 非 空 开 子 集 UVU C X 有 
K(U) = k(X). $ C = K*/OX, 称 为 Cousin data 层 。 对 任意 非 空 开 子 集 
U C X, —4H& TH c € C(U) 相当 于 对 U 的 一 个 开 获 盖 {Uii € 了} 给 出 一 组 
BRE f; € K(U;)*, 使 得 在 每 个 交 UnU; (i,j € I) 上 , fi/ f; € OX(UViNU;), 
这 正 是 U 中 的 一 个 卡 迪 耶 除 子 。 而 大 (V)” RAE CU) 中 的 象 对 应 于 
主 除 子 。 由 正 合 列 0 一 OX 一 "一 C 一 0 得 长 正 合 列 


0 — H*(OX) > H*(K*) > H*(C) ^ H'(OK) ^ H'(K*) (14) 


其 中 HT(KC*) = 0, 因为 K* 是 flasque (参看 [H, Proposition 亚 .2.5])。 由 上 
所 述 H? (C) 为 X 的 卡 迪 耶 除 子 群 , 而 H?(K*) 在 H*(C) 中 的 象 为 主 除 子 
全 体 , 故 
H!(X,OX) = Pic(X/k) (15) 

Fi k =C, W Xan 为 的 解析 结构 , 即 带 有 通常 的 拓扑 , 而 Oxa 为 Xan 
上 的 解析 函数 层 。 此 时 若 将 (15) 的 左边 换 为 OX 作为 Xan 上 的 层 的 同 
调 , 则 由 GAGA 定理 ( 见 [Se]) 可 知 (15) 仍 成 立 。 

4 Z J Xa 上 的 预 层 U 一 miZ (对 任意 非 空 开 子 集 U C X) 的 伴 
Bi Ez, WEE AE 


exp 


02Z 0x. > Okan >O (16) 


(16) 得 到 长 正 合 列 , 其 中 H?(Z) = 2riZ, H*(Ox,.) & C, H? (0%) & 
exp 


C*, ifj 0 — 27iZ — C —5 C* 一 0 是 正 合 的 , 故 有 正 合 列 
0 — H'(Z) 5 H' (Ox) > H' (Ox) ^ H?*(Z) (17) 


其 中 el 为 “第 一 陈 类 ”映射 , H1(2) & Hi, (Xon) M H? (Z) = H3,g(Xan) 
是 有 限 生 成 的 阿 贝 尔 群 ，H1(Ox,,) & C9 (9 为 整数 ), 而 由 上 所 述 (及 
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GAGA 定理 ) H'(Ox..) 兰 Pic(X/C)。 由 此 可 见 Pic (X/C) = C9/A, 其 
中 人 A= 互 1(2), 而 Pic(X/C)/Pic0(X/C) 同 构 于 Be(CXan) 的 一 个 子 群 
(其 自由 部 份 即 NS(X)). d$ X 是 光滑 的 , 则 Pic? CX/C) 是 紧 致 的 ( 即 为 
阿 贝 尔 簇 ), 此 时 A C C? 为 格 , 而 解析 映射 C" 一 Pic"(X/C) 由 6- 函 数 
给 出 。 


f) 2. 在 类 域 论 中 我 们 看 到 下 而 的 对 应 : 


Q 虚 二 次 域 玉 了 Q 
Qa, Kav 

: (18) 
指数 函数 椭圆 函数 


Gm/c EC/27riZ 椭圆 曲线 E S C/A 
这 并 不 仅仅 是 类 比 , 因为 对 C ERRA R E, 由 上 所 述 可 见 A = H'(Z) 
为 H! (Orn) SC 中 的 格 , 投射 C 一 C/A & Pie (E/C) S E 由 指数 映射 
诱导 , 而 它 是 由 椭圆 函数 给 出 的 。 


设 S 为 诺 特 EQRJE. T: X 一 S 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 具 
有 儿 何 整 纤维 是 有 一 个 截 口 6: S — X, 则 由 夫 罗 贝 纽 斯 的 典范 性 及 
皮卡 概 形 的 泛 性 有 典范 同 构 Pic(X(?)/5) & Pie(X/S)9, H. Pxoys S 
PE. WEHR KRD VI ZILIUE RC UC E. Exys VESTEM IRIS YPic(X/s)/s : 
Pic(X/S)0? 一 Pic(X/S), 称 为 一 个 移 位 同 态 (Verschiebung, 参看 VI.2 
节 )。 显 然 Vpie(x/s)/s 诱导 一 个 3- 态 射 Vpic(x/s)r/s : Pic(X/S) (0 一 
Pic (X/S), 我 们 滥用 记号 将 Pxys dE X xs Pic (X/S) 上 的 限制 也 记 为 
Px,s, 且 将 Vpicr(x/s)/s 称 为 移 位 态 射 。 


命题 1. 设 5 为 诺 特 Fy- 概 形 , T: X 一 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 具 
有 儿 何 整 纤维 且 有 一 个 截 口 6:3 X, yu 


Vpic(x/s)/s © Fpic(x/s)/s = PPic(X/S) (19) 
证 . 我 们 注意 , 对 任意 了 rp- 概 形 工 上 的 任意 可 逆 层 上 有 FILS Le, Aw 


Y = Pic(X/S), 由 皮卡 概 形 的 定义 和 移 位 同 态 的 定义 有 
(idx xs (Vys o Fyjs))"Pxjs €: (idx xs Fy;s)* o (idx xs Vy/s)’Px/s 


& (idx x s Fy/s)* o (Fx/s xs idy)" PT). 
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= (Fxjs Xs Fyjs) PV. 
= F$ «sy jsPX)s (20) 
= Fx ev Pxjs % Pis 
另 一 方面 , 由 皮卡 概 形 的 群 概 形 结构 的 定义 有 (id x x spy) Pxjs 涯 PXys， 
故 由 (20) 和 皮卡 概 形 的 泛 性 有 W-se Rs=pyr。 证 毕 。 


注意 (19) 给 出 


Vpier (x/s)/s © Fpicr(x/s)/s = PPpicr(X/S) (21) 


2. 群 概 形 的 作用 在 皮卡 概 形 上 的 诱导 作用 


以 下 的 S A WERE. di G 为 3- 群 概 形 , 记 GP 为 如 下 和 群 概 形 : 作 
为 5S- 概 形 GP = G, 而 mae» = maoe, 其 中 态 射 e:GxsG 一 GxsG 
为 交换 因子 (不 难 验证 这 给 出 GP 的 一 个 35- 群 概 形 结构 )。 
命题 2. 设 了 :和 一 9 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 儿 何 整 纤维 和 和 鹤 


口 6:3 >X; T: G> S HARRIARI: p: C xs X> X AA. 
则 p 诱导 Gep 在 Pie(X/S) 上 的 典范 自 同 构 作用 。 


dE. 令 更 =(prp):GxsX 一 GxsX 为 六 所 对 应 的 Aut(G xs X/G) 
中 的 元 。 注 意 由 皮卡 概 形 的 泛 性 有 Pic(G xs X/G) =G xsPic(X/S), 3t 
EMEX pr3aPx,s, 其 中 pros 为 投射 


(G xs X) xc (Gxs Pic(X/S)) & Gxs X xsPic(X/S) > XxsPic(X/S) 

(1) 
由 推论 1 可 见 自 同 构 9 € Aut(G xs X/G) 诱导 G xs Pic(X/S) 作为 
G- 群 概 形 的 自 同 构 Ê. d 01, 05,019 € Aut(G xs G xs X/G xs G) 分 
别 为 (91,g2, x) — (g1, 92,912), (91,92, x) => (g1,92. go), 和 (g1, 92,2) 一 
(gi. 92, (g192)2), t p 是 作用 有 


proo $ o(mg xsidx) = prs 0 pris(6) o pr3(9) : G xs G xs X — X (2) 
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由 引 理 1.2.1 这 等 价 于 910 $9 = $15, 故 


$506, = 61; € Aut(G xs G xs Pic(X/S)/G xs G) (3) 


注意 Bi = pri(9) (i — 1,2), 故 9; = pri (Ê) (i = 1,2). h (3) 可 见 在 
G xs G xs X xs Pie(X/S) 上 有 
(idx xs $15)*pr34Px;s 
& ($15 x s idpie(x/s)) "PriaPx/s 
& (ma Xsidxxspicx/s)) (9 xsidpicx/s))' PrósPxjs (4) 
& (ma x s idx xspic(x/s))' idx xs ®)*prisPx/s 
= (idx xs (Ê o (ma xs idpic(x;s))))' PriaPxjs 


(3), (4) 及 Px,s 的 泛 性 得 


pro o Ês o (m xs idpic(x/s))) = pra o Êo o Ê; (5) 


这 说 明 若 用 Pic(X/5) Wu X, Ê mue D, Go» 取代 G 则 (2) 仍 成 立 , 从 
而 由 引 理 1L2.1 可 知 ô= prao@:GxsPic(X/S) — Pic(X/S) 为 G? 在 
Pic(X/S) 上 的 自 同 构 作 用 。 证 上 毕 。 


注 1. 命题 2 也 可 以 用 预 层 的 语言 证 明 。 由 习题 1L2.7 可 知 p 等 价 于 一 
个 群 预 层 自然 变换 G 一 &utxys。 对 任意 工 < Ob(Schs), 任意 g € G(T) 
给 出 一 个 T-H HH gs € Aut(X xs T/T), Mti i Eur DUE EL T 
9* : Pic(X xs T/T) 一 Pic(X xs T/T), 易 见 这 些 g* 合 起 来 给 出 一 个 自然 
变换 P : GP x (Bicx;s 一 Picx/s。 由 于 Picxys 与 Pic(X/5) 自然 等 价 ， 
抽象 废话 可 见 P 等 价 于 一 个 G? 在 Pic(X/S) 上 的 作用 (习题 2)。 


命题 3 ([L-2]). 设 r: X 一 5 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 儿 何 整 
纤维 和 一 个 截 口 6: 5 一 Xin : G 一 S 为 有 限 平坦 交换 群 概 形 。 设 
p:Gxs X — X Nm, Y 9 X/p- X/G, f: X ^ Y 为 投射 。 则 
有 典范 同 构 ker(f) = GP, 


证 . 对 任意 5- 概 形 T fu Xr = X xs T, 等 等 。 
令 G' — ker(f), 则 易 见 G' 代表 6cbs 上 的 预 层 
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T 5 {£ € Pic(Yr/T)|(f xs idr)*£ & Ox,) 

设 p:L Yr 为 直线 从 , SHE Xr 上 的 拉 回 为 p : L' — L xy 
X — Xr. HEX L/ xp L' S L xy X xy X S Gr xq L's AES E 
pri : L/ xp L' 一 二 给 出 一 个 Gr 在 L 上 的 作用 pri, 这 个 作用 是 线性 
的 (HI pri 与 Gm Æ L' 上 的 作用 交换 ), HA D'/Gv 兰 工 及 交换 图 


GT XT F LIE. d 
| tec |» (6) 


GT xT Xr cL. XT 


其 中 pr 为 GT 在 Xr 上 的 作用 。 反 之 , RARA L — Xr 上 有 与 pr 相 
容 的 线性 作用 pri: Gr xv L' ^ L', WAAKA Gr xv L/ ^ Xr xr L, 
此 可 见 pri 为 自由 作用 , 而 L'/Gr 为 Yr 上 的 直线 从 。 故 有 典范 一 一 
{Yr 上 的 直线 从 } o {Xr 上 的 直线 从 带 有 与 or 相 容 的 Gr 的 线性 
作用 } 
特别 地 , 若 L 对 应 于 上 述 可 道 层 C. 则 (F xs idr)*L S Ox, 等 价 于 
L' S A xr XT。 为 简单 起 见 不 妨 设 T = SpecR, Gr = SpecA, 则 
AJ. 兰 Spec(R[2z])。 一 个 作用 pri 给 出 (pri o pri)* : RIz] 一 T(Gr xr 
L',Ocrxrr) ¥ A@R Rl], 从 而 诱导 线性 作用 pro: Gr xr AJ — Ab. $t 
意 Gr 在 A 上 的 一 个 线性 作用 等 价 于 一 个 工 - 群 概 形 同 态 GT 一 Gor. 
故 有 上 典范 一 一 对 应 
{£ € Pic(Yr/T)|(f xsidr)* £ Ox, ] = Homzr(Gr Gm/T) 


命题 亚 .4.1 可 知 , 后 者 与 Morr(T 一 GP) 典范 一 一 对 应 ,。 故 G GP, 
证 毕 。 


3. 皮卡 概 形 的 李 代数 


设 ABA k 上 的 射影 代数 艇 上 且 有 一 个 人 点 。 令 T = Speck[t]/(£?), 
i:Speck 一 工 为 嵌入 。 由 定理 1 可 知 , X xk 了 上 的 一 个 可 逆 层 C 使 得 
(dx xr i) £ S Ox 等 价 于 一 个 k- 0: T — Pic(X/k) 使 得 poi = 
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Opie(x/x), 由 推论 IV.3.2 可 见 这 又 等 价 于 Lie(Pic(X/k)/k) 的 一 个 元 。 将 
COxxsT W £e X EKER, WMA X 上 的 阿 贝 尔 群 层 的 正 合 列 


oüe Or o i (1) 


IEP v X a 1-r ta. 注意 (idx xx i)* 分裂, 由 (1.15) 可 见 有 正 合 列 


0 一 H!(X,Ox) 一 Pic(X x, T/T) 一 Pic(X/ 一 0 (2) 
但 由 上 所 述 
ker(Pic(X x, T/T) — Pic(X/k)) & Lie(Pic(X/k)/k) (3) 


故 有 自然 同 构 
Lie(Pic(X/k)/k) & H'(X,Ox) (4) 


我 们 下 而 换 一 个 方法 理解 (4)。 

设 5 为 诺 特 概 形 , T: X — S 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 儿 何 连 
通 约 化 纤维 , HAARO. L T = S xSpecZ(t]/(), i: S 5 T HRA, 
Xp — XxsT. WEN Xr 上 的 一 个 可 递 层 使 得 (dx xsi)* £ S Ox, 则 由 
定理 1 易 见 等 价 于 一 个 S-sl o: T — Pic(X/S) 使 得 9oi = opic(Cxy/s)， 
由 推论 1V.3.2 可 见 这 又 等 价 于 Lie(Pic(X/S)/8) 的 一 个 截 口 。 由 此 得 


T(S, Lie(Pic(X/S)/S)) = ker((idy xsi)* : Pi(Xr/T) > Pic(X/S)) (5) 
将 Oxxsr 和 ££ 看 作 关 上 的 层 , 易 见 有 正 合 列 


0— Ox = Gdx x s) > Ox 一 0 (6) 


w L WAWE Exth, (Ox, Ox) H(X, Ox) 的 一 个 元 ; RZ, d$ £N Ox 
通过 Ox 的 一 个 扩张 , 即 有 一 个 Ox- 模 层 正 合 列 


0 一 Ox ig 3 0x —50 (7) 


Xp L EJIRE s XE XC ts = joq(s). 不 难 验证 这 给 出 之 一 个 Oxzr- 模 
层 结构 , 日 (idx xs i)! £ Ox. BEI IMA FL ARTI 


H'(X,Ox)ker(üdx xs i)* : Pic(Xr/T) > Pic(X/S)) (8) 
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3 


(5) 得 日 然 同 构 


T(S, Lie(Pic(X/S)/S)) = TI(X,Ox) (9) 
注意 (9) 对 任意 S 成 立 , 故 有 自然 同 构 
Lie(Pic(X/S)/S) 兰 R'x,Ox (10) 
总 之 有 


命题 4. W S 为 诺 特 概 形 , m : XX 一 S 为 趾 实 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 
儿 何 连通 约 化 纤维 , 且 有 一 个 截 口 , 则 有 Os- 模 层 的 自然 同 构 (10)。 特 别 
dh. Fi X AAA k 上 的 射影 代数 艇 且 有 一 个 所 点, 则 有 自然 的 所 线性 同 
构 (4)。 


习题 


1. WC C 了 为 三 次 光滑 曲线 X84+2X3+4X3 — 0。 证 明 Pie (C/Q) 没有 有 
理 点 , 从 而 Pic(CVQ)(Q)/Pic (C/Q)(Q) 1& (Pic(C/Q)/Pic? (CQ))(Q) = 
Z 的 真子 群 , 并 计算 这 个 子 群 。 


2. 按照 注 1 的 途径 , 用 预 层 的 语言 证 明 命题 2。 


3. 设 为 一 个 代数 闭 域 太 上 的 连通 约 化 射影 概 形 , C 为 X 上 的 可 道 
B. ÆA TX, L) 的 一 个 截 口 等 价 于 一 个 Ox- 模 层 同 态 $ : Ox >L, 
T(X, L) 的 一 个 截 口 等 价 于 一 个 Ox-EUzlib 小 :L 一 Ox, m yoge 
Endox(Ox) 等 价 于 一 个 P(X.Ox) 兰 太 的 一 个 截 口 , 这 给 出 一 个 koX 
线性 映射 Hxc: T(X,L) x FI(X,£ 1) > k, üEW] £ & Ox 当 且 仅 当 
Hx,c O; 
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1. 刚性 
以 下 的 群 概 形 如 无 特别 说 明 均 假定 是 分 离 的 。 


引 理 1 (刚性 引 理 ). 设 S 为 连通 诺 特 概 形 , x : X 一 S 为 具有 儿 何 连 
通 约 化 纤维 的 忠实 平坦 紧 态 射 。 设 Y 为 任意 概 形 而 f : X — Y 为 态 射 ， 
Tdi f 将 7 的 某 个 纤维 映 到 YY 的 一 个 点 , 则 存在 态 射 8 : 3 一 了 使 得 
fom, 


证 . 设 了 将 工 的 纤维 X。 (se S) 映 到 yeEY。 

情形 1: r 有 一 个 截 口 C S o= fo06。 易 见 有 一 个 极 大 闭 子 概 
JÉ Xo C X 使 得 f|x, — óom|x,. ER y 的 一 个 仿 射 开 邻 域 U = 
SpecA C Y, 4 To = S—a(X — f *(U)) C S, W To 为 包含 s 的 开 
R, H. «7! (T0) C FU). ERUR s 的 仿 射 开 子 集 T = SpecR C To, 
则 finm: (D) U m—^4 lA rx (T,0x)2 R (因为 
v 具有 儿 何 连通 约 化 纤维 ) 给 出 , 故 经 过 了 T, 从 而 fis) = 69o7|s-i() 
即 x 1(D) C Xo。 由 此 可 见 对 任意 s € S, d$ f(Xs) 为 一 个 点 , 则 存在 s 
的 开 邻 域 T 使 得 x (T) C Xo, 换言之, S V = {3 E S|f(Xs) 为 一 个 
AJ. 则 站 为 3 中 的 开 集 。 另 一 方面 , 42. V — S—«(X — Xo), mh r P 
JUR X — Xo 是 中 的 开 集 可 见 T(X — Xo) 是 5S 中 的 开 集 , AT V iS 
中 的 闭 集 。 这 样 由 seEV 及 5 连通 就 有 VV= S. Aij Xoo«x (V)— X. 
这 说 明 f —oóom. 

情形 2: 一 般 情形 。 9 X' — X xs X, 则 T = pra: X' 一 关 有 一 个 
RA A. f'—fopr: X' ^Y, W f^ Yr s !(X.) RA y € Y, iiis 
JE 1 可 知 存在 态 射 O: X — Y (ESPÍ'-—2o0'om'.dHrügi V.1.1 可 知 
S H T Hi pn:X' X (rii, 故 存在 态 射 o:SY fif f por 
证 毕 。 
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推论 1 (立方 定理 ). 设 3 为 诺 特 概 形 , X 一 5S,Y — S 为 具有 几何 整 纤 
维 的 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 2 为 连通 诺 特 5- 概 形 , 其 中 天 一 5 和 3 一? 
ARA. MX X xsY xsZ 上 的 任意 可 递 层 M, 存在 XxsY 上 的 可 逆 
ÀR€.XxsZ EWIE FRY xsZ 上 的 可 逆 层 9 使 得 


Mz Prio€ BOxxsYxsz pria GOxkxsvxsz Pr239 (1) 


此 外 , d; Y 一 S 也 有 截 口 , 任意 分 别 取 X > S, Y — S, Z — SH 
ARE Cx, Cv, Cz, W M 在 同 构 之 下 由 Mx = (Cx xsidy xs idz)*M， 
My = (idx xs Gy xs idz)* M 和 Mz = (idx xs idy xs z) M 唯一 


证 . $ C:S—> ZAZ 一 5 的 一 个 截 品 , € = (idxxsy xs Q'M, 
N =M Boxxsyxsz Pri2ET t, 则 


(idxxsy xs C)'N = Oxxsv (2) 


由 定理 VI.2.1 可 知 Pic(X/5) 存在 , 故 有 S288 o: Y xsZ 一 Pic(X/8) 
RYxsZ 上 的 可 逆 层 9 使 得 


N S (idx x $)*Px/s BOoxxsyxsz P!339 (3) 


由 (2) 有 ólvxsccs) = 0. 故 由 引 理 1 (及 Z 连通 ) 可 见 存 在 态 射 多: 2 一 
Pic(X/S) fif] $ = Y o pros 4& F = (idx x v)*Pxys, 则 由 (3) 有 


N S= pris Go cvisz Pr239 (4) 


从 而 (1) RE. 

F Y — S BARD, dalk X — sS, Y > S, Z — S HRA cx, 
Gy K Gz = G. W| Mz = E., X (3) 应 用 (Cx xs idy xs idz)* 可 见 
(Cx Xs idy xsidz)*N =G, ik G & Mx Boyxsz Pr (x xsidy)*£ 1, 
而 在 同 构 之 下 由 Mx 和 Mz 决定 。 再 对 (1) 应 用 (idx xs Gy xsidz)* 
可 见 大 在 同 构 之 下 由 My ME, G 决定 。 故 由 (1) 可 见 M 在 同 构 之 下 
由 Mx, My 和 Mz 唯一 决定 。 证 毕 。 
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推论 2. 设 S 为 诺 特 概 形 而 7 : X 一 S 为 阿 贝尔 概 形 (看 作 加 法 群 概 
形 )。 

i) X 是 交换 群 概 形 。 

i) Wt Y 为 5- 群 概 形 (看 作 加 法 群 概 形 ) 而 了 : X 一 了 为 S- 态 射 , 则 
存在 同 态 h: 天 一 Y RY >S HRNO C= foox 使 得 也 = 大 +Cor (Bl 
f 等 于 一 个 同 态 与 一 个 平移 的 合成 )。 特 别 地 , 着 foox —oy WI f 是 同 
态 。 此 外 , 车 一 5 平坦 且 具 有 儿 何 约 化 纤维 而 f 作为 集合 映射 为 满 
射 , 则 f 是 平坦 的 。 

ii) 设 了 为 5- 概 形 而 f.g.h : T — X H SS. 则 对 六 上 的 任意 可 
逆 层 公有 

(f+g+h)*£L 
&(f +9)°L Bor (f - h)! £ Bor (g + h) £ 8o, f*£ 80r g'£ 1® 
orh £ ! &o, L (5) 

iv) ([L-2]) 设 G — S 为 有 限 型 群 概 形 , 具有 连通 纤维 , p oy C Ye X E 
WEH. W h= po (ide xsox):G — X HAH. p — mx o (h xs idx) 
MEZ GEX 上 的 作用 都 是 平移 )。 特 别 地 , 车 有 一 个 截 口 8:5 一 XX 
使 得 po (ida xs s) HAIRA, W hH GIRA X OS BET EAE (此 时 G 
是 交换 的 )。 


dE.) $ f:XxsX X (r,y)eor-y—-cz—y Wl flxxsox(s) =0， 

应 用 引 理 1 于 pro: X xs X — X ges] f — fo((oom) xsidx) —0. 
i) $ h= f- orn, W hoox = oy. $$ ó: XxsX >Y NN 

(x,y) = h(x +y) — h(x) — h(y), W lox(S)xsx = 0, $|xxsox(s) = 0, 故 

HEW 14 o= 0, BI h AAS. m f — ho com. 

对 后 一 个 断言 , 由 于 平移 是 了 作为 5- 概 形 的 自 同 构 , 不 妨 设 f 为 同 

TAMY 在 S 上 平坦 ,这 由 引 理 I1.2.vi) 和 推论 VL.1.2.i) 立 见 。 
ii) 令 m423 : Y = X xs X xs X — X HPE, mio : Y > X H 

(z,y,z) 一 并 十 等 等 。 由 推论 1 不 难 验证 


miasC = mi5£ Qoy miaC Go, m33£ Qoy pri £^! Go, priL 18 
or PIL! Qoy oy £ (6) 
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HJ (6) 的 两 边 通 过 oxsidx xsidx,idx xsoxsidx 和 idx xsidx xso 
的 拉 回 分 别 相互 同 构 。 将 (6) 对 (fgh): T => Y 拉 回 即 得 (5). 

iv) $ g — p-mxo(hxsidx): GxsX — X, WA go(oc xsidx) = 
0:X— X.mT GS 具有 连通 纤维 , 由 引 理 1 可 知 g 经 过 pri; 而 对 
THERA ox 有 


go (ida xsox) -h —^mxo(hxsox) 20:G X (7) 


TR g = 0, Rl p = mx o (h xs idx). 
现在 来 验证 h AS. RITA 
homg = po (ma xs 0x) = po (mg xsidx)o(idcxsc Xs ox) 
= po (ida Xs p) o (idax sc Xs Ox) = po (ida xs h) 


—mx o (h xsidx) o (ida xs h) 2 mx o (h xs h). (8) 


最 后 , 若 有 一 个 截 口 s : 9 一 X 使 得 po (ida xs s) HAIRA, 注意 
po (ida xs s) = mx o (h xs s) =T, oh (Ts 为 s 给 出 的 平移 ) PJA h th 
是 闭 炭 入 。 证 毕 。 


2. 同 源 


对 任意 交换 (加 法 ) 群 概 形 T: G 一 S, 易 见 na 诱导 的 ways 的 自 
HEERA n (参看 习题 ILI.6). 35 S 是 ZEE, nc 诱导 was 的 
自 同 构 , 从 而 诱导 Obs 的 自 同 构 , 特别 地 当 S 为 诺 特 Z(IIHNOE TU 7 
为 平坦 有 限 型 时 no 为 平展 的 (参看 引 理 I1.2.vi) 及 习题 亚 .1.6)， 从 而 
ker(na) 为 有 限 平 展 群 概 形 。 若 S 是 BB- 概 形 , 则 pa 诱导 Wys 的 零 自 
HA, $ H = ker(pc), H' = ker(Fe;s), 由 引 理 1.1.4 可 见 pr: = 0, 故 
ker(FGjs) C H (注意 wajs 兰 wH/s)。 特别 地 当 S 为 诺 特 概 形 而 m 为 
平坦 有 限 型 且 具 有 儿 何 约 化 纤维 时 , Fays 为 忠实 平坦 , 故此 时 存在 同 态 
$: GP) 一 G 使 得 pe = ġo Fayso 

群 概 形 的 有 限 忠 实 平坦 同 态 称 为 同 源 (isogeny)。 若 存在 同 源 了 : G 一 
G', 则 称 G 与 G' 是 同 源 的 (isogenous), 注意 此 时 H = ker(f) 为 有 限 平 
Jn S-P, H. G' = G/H. ( 见 例 VILLA). 
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上 所 述 可 见 , 车 G 为 域 上 上 的 交换 群 秘 , 则 对 任意 非 零 整数 ”使 
f ch(k) [n na 是 G 到 自身 的 同 源 。 车 ch(k) — p > 0, 则 Fay 是 同 源 ， 
但 pe 不 一 定 是 同 源 , 例如 易 见 pe 是 同 源 而 pe 不 是 同 源 。 


引 理 2. 设 G 为 诺 特 概 形 S 上 的 有 限 型 平坦 交换 (加 法 ) 群 概 形 使 得 对 任 
意 非 零 整数 n. no 是 同 源 。 则 对 任意 3- 群 概 形 G", 若 存 在 同 源 G 一 G' 
则 也 存在 同 源 C 一 Go 


E. Wr f: G 一 G' 为 同 源 , 则 C 也 是 有 限 型 平坦 交换 群 概 形 ， 而 
瑟 =ker( 力 为 3 上 的 有 限 平坦 交换 群 概 形 , 故 可 取 正 整数 使 得 ny = 0. 
4 H' = ker(na), WA H C H', fi ne 经 过 G', 详 言 之 存在 S 
9:G >G fifi na —go f. rt f dll no 是 同 源 易 见 g 是 同 源 。 证 上 毕 。 


令 开 为 9 上 的 所 有 使 得 nao 为 同 源 (Vn z 0) 的 有 限 型 平坦 交换 群 概 
形 组 成 的 范畴 , 则 由 引 理 2 可 见 同 源 是 Ob(€) 中 的 一 个 等 价 关 系 , 称 为 
同 源 等 价 (isogeny equivalence), 此 时 若 X,Y € Ob(€) 同 源 等 价 则 称 X 
Hj Y 4t B3 (isogenous), 记 为 和 一 站。 下 而 将 看 到 S 上 的 所 有 阿 贝 
尔 概 形 都 在 @ 中 。 

We X HW k EA g ÆR NRI, 记 EndiCX) X X H k- RAA 
组 成 的 环 (在 没有 疑问 时 简 记 为 End(X))。 我 们 下 而 将 看 到 Endk(X) 是 
一 个 有 限 秩 平坦 世代 数 。 为 简明 起 见 我 们 用 下 面 的 记号 : 对 X 上 的 一 
个 可 道 层 £, 若 将 其 视 为 加 法 群 Pic( X) 的 一 个 元 , 则 记 为 工 ( 对 有 下 标的 
情形 记 法 类 似 , 但 C" 须 记 作 nL). 

i $, V € End(X), L HX ERWE. $ Ln = (nó + v)'£C, HHE 
M 24i) 应 用 于 nọ +v, à, —6 得 

A PR E E EY E ED (1) 

将 (1) 看 作 的 一 个 二 阶 线性 差分 方程 , 就 不 难 通过 解 差分 方程 将 Ln 表 
357g L' = (6* L + (—0)* L). (+V) L f YL 整 系数 线性 组 合 。 具 体 可 
以 这 样 做 : 记 Mn = Lnti — La. 则 可 将 (1) 改写 为 


Mi - Mi. = é*Lt (-6)L-—L (2) 
将 (2)o8 i — 1 28 n EM, 8$ M, — Mo = nL', 这 可 改写 为 
Lii — Li = M; = ILA Mo (3) 
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将 (3) 对 i 二 0 至 n 一 1 作 和 ,得 
n(n — 1) 
2 


7l 


Ln— Lo= 


L'+nMo (4) 
注意 Mo = Lı — Lo = ($ - v)* L — Y*L, Lo = v* L, RA (4) 并 化 简 得 


A ne- 1) 


(é*L--(-ó)L)-n(ó--v)'L-(1—-n)*L (5) 


特别 地 , 4 ó —idx, v —0, 得 


n(n 4- 1) 
2 


d cui (XE Eur L RA L 0x (C-UX C), WI (5) 化 为 


m 


nxL = L+ D 1x)'L (6) 


Ln — n(n—1)9* L-n(ó-- v)* L--(1n)U* L 2 n?9* L+nLe y 4-V*L (7) 


其 中 Doy = ($ + v)*L - ó*L — v*L, m (6) 化 为 


nXL-—mn?L (8) 
由 (7) 还 可 得 到 
Loy = nLowy (9) 


(7), (9) 及 归纳 法 不 难 推出 , 对 任意 91,…, Pr € End(X) 有 


(mii 十 … 十 mrgr) 世 一 P HL 十 > ninj Lo p (10) 
i<j 
取 LIERE (注意 若 C EFRR L Box (一 DXL 也 是 丰富 的 )， 
则 由 (8) 可 见 对 任意 闭 点 ze X, ny (x) de k FAR (因为 nyel S pe 
在 nx (o) 上 的 限制 既是 丰富 的 又 是 平凡 的 , 参看 习题 L.3.3), 故 nx 是 有 
限 的 , 从 而 是 满 的 。 且 由 (8) 和 命题 IL4.7 有 


deg(nx)[£ -*- L] = [nsCnxCcl=n2oCO (11) 


从 而 deg(nx) =n., p (10) 和 推论 I4.2 可 见 deg((nó4-mwv)* L) 为 n,m 
的 29 次 齐 次 多 项 式 函 数 , 再 由 命题 1.4.7 及 注 L4.6 可 见 deg(nó + mv) 
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Jy n, m 的 多 项 式 函 数 。 注 意 deg(nó) = deg(nx) deg(g) = n?? deg(ó), 这 
说 明 deg(n + my) Jy n, m 的 29 次 齐 次 多 项 式 函 数 。 再 由 归纳 法 就 可 
Jl, deg(n1ó1 十 … 十 Dr 内) H Ni, -Nnr 的 29 次 齐 次 多 项 式 函 数 。 注 意 上 
面 的 结果 除 最 后 一 个 外 都 可 以 推广 到 相对 情形 。 总 之 有 


命题 1. W X 一 S 为 相对 维 数 g 的 阿 贝 尔 概 形 , 91,…, 9r € End(X), 
n,n4,..,np € Z, f = mori nó, £g X ERTSE. W 

i) L 所 对 应 的 PieCX) 中 的 元 L (也 可 理解 为 全 上 的 直线 从 ) 满足 
(6). 

ii) 4; C 满足 VC Lu C48 Lox L), 则 (8) 和 (10) 

iii) deg(nx) = n29, dj ipM n #0 则 nx 是 同 源 。 

iv) 4$ S = Spec(k) (k 为 域 ), W) deg(f* C) 和 deg(£) 为 mi, m; 的 
2g 次 齐 次 多 项 式 函 数 , 二 者 之 间 的 联系 由 命题 4.7 给 出 。 


WX 为 代数 闭 域 k 上 的 9 HER NRE. HERRA p 75 ch(k), 由 
上 记述 px 是 有 限 平展 的 , 从 而 由 命题 1.) 有 


X[p] = (Z/pZ)?? (12) 


(离散 群 概 形 )。 对 任意 m > 0 di Hm = X[p"], rt py. EW ERA Ufa 
f 5l 


0> Hi > Hn >> 万 HH = Hi—0 (13) 


这 说 明 Hm 由 2g 个 元 生成 。 而 p"Hm = 0 H |Hm| = p", 故 必 有 
Hm S (Z/p™Z)”?。 由 Pp 的 任意 性 可 见 对 任意 非 零 整数 7, 若 ch(k) En 则 


X[n] S (Z/nZ)?? (14) 


特别 地 当 ch(k) =0 时 (14) HAER n #0 成 立 。 
di ch(k) = p > 0, 由 上 所 述 存在 同 态 $ : XO 一 X 使 得 px = 
ġo Fyr, t X[F] C X[p]. ti deg(X[F]/k) = p? 可 见 有 无 穷 小 群 瑟 及 
JEH RR r < g 使 得 
X [p] = (Z/pZ)' xk H (15) 
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仿照 上 面 的 方法 , 即 可 见 对 任意 正 整数 m 存在 一 个 无 穷 小 烙 Hm 使 得 
X[p™] = (Z/p"Zy' xx Hm (16) 


记 rx =r, 我 们 来 说 明 rx 是 同 源 不 变量 。 设 了 :和 Y NN kp] VUE 
的 同 源 , 取 s 使 得 p* || deg f, 则 易 见 对 m > s 有 正 合 列 


0 一 ker(f)[p^] ^ X[p™] ^ Y [p^] (7) 


故 由 (16) 可 见 px" « prY"5, 再 由 m 的 任意 性 得 rx € rv; 而 由 引 理 
2 可 见 同 样 有 ry <rx, Am rx —^ry. 

若 7=9, 则 称 X 为 平常 的 (ordinary); 4$ r = 0, 则 称 X 为 其 特殊 
的 (very special), 3 g = 1 WE E Fk Jy 2& 4r 69 (supersingular), —^ g 维 阿 
DKI X 称 为 超 奇 的 (supersingular) 是 指 它 与 某 个 E? 同 源 , 其 中 E y 
超 奇 椭圆 曲线 。 在 ch(k) = 0 的 情形 所 有 阿 贝 尔 徐 都 称 为 平常 的 。 

—^ RR k E DH ap T3 ZR XO 平常 的 (或 其 特殊 的 , 超 奇 的 ) 是 
JE X 8x k (为 大 的 代数 闭 包 ) 为 平常 的 (或 其 特殊 的 , 超 奇 的 )。 


f| 1. d; E HHE p Ox k Ef mz. 则 对 任意 正 整数 
g, E? 是 其 特殊 的 。 故 超 奇 阿 贝 尔 簇 都 是 其 特殊 的 。 当 g « 2 时 , 所 有 
g 维 其 特殊 阿 贝 尔 簇 都 是 超 奇 的 ; 但 当 9 > 2 时 则 不 然 (参看 下 章 习 题 
VIIL3.7), 


fj 2. W k= C, 则 对 任意 9 > 0 HE k- By NRR f: X X. 
H = ker(f) 是 有 限 离 散 交 换 群 概 形 , 且 包 含 于 其 个 X[n] 中 。 由 上 记述 可 
Jh H 由 不 超过 2g 个 元 生成 , 而 这 样 的 有 限 交 换 群 具有 可 数 多 个 , 由 此 可 
见 闪 的 同 流 等 价 类 由 可 数 多 个 同 构 类 组 成 。 另 一 方面 ;大 上 有 不 可 数 多 
个 的 9 维 阿 贝 尔 簇 的 同 构 类 (参看 下 面 的 第 5 节 ), 故 有 不 可 数 多 个 同 小 
等 价 类 。 


习题 


1. WE X HI k Ef LR SA. S 为 上 上 的 有 限 型 连通 概 形 且 有 一 个 k- 
s, Y C X xy S 为 5- 阿 贝尔 子 概 形 ,证明 = Ys xx S (这 可 理解 为 “ 阿 
VAR E Dn] A I AS Be XE Se HU). 
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2. W f: X — Y HEIE p 0f k Ef ugs gelo. 使 得 
f*ioyjk — WX/k HEAR. WEH f ERE Fx us 即 存在 同 源 9 : XAY 
使 得 f =g90Fx/ko 


3. WX HRABI k EFI RE JL ZR. p HRH. p # ch(k). 4& GH Xa 
"PH Jr AS p MOSES JT TE. 证 明 G A X 中 的 察 理 斯 基 秽 密 
SE. Gon: C 的 察 理 斯 基 闭 包 为 闭 子 群 概 形 。) 


4. Wr X HRE 0 的 代数 闭 域 上 的 9 维 阿 贝 尔 簇 。 证明 X 中 的 有 限 
阶 元 组 成 的 子 群 同 构 于 (Q/Z)?9 , 


5. 设 G 为 代数 闭 域 太 上 的 射影 群 概 形 , 其 约 化 结构 为 交换 的 。 证 明 G 
的 零 分 六 的 约 化 结构 为 阿 贝 尔 艇 。 


6. 设 G 为 域 上 的 射影 交换 群 概 形 , H C G 为 闭 子 概 形 使 得 mca|#xH 
Z H. WEW H 为 闭 子 群 概 形 。 


7T. 设 C 为 诺 特 概 形 S. 上 具有 连通 纤维 的 有 限 型 群 概 形 , 4 为 3 上 的 阿 
贝尔 概 形 , X 为 A-F. 证明 G 在 关上 的 任 一 作用 由 一 个 (唯一 的 ) 同 
m GAY. 


第 2 节 XB ERE 


1. 对 偶 


BE S 为 连通 诺 特 概 形 , 对 S 上 的 任 一 阿 贝 尔 概 形 尺 记 叉 为 Pic(X/5) 
的 包含 零 截 口 的 连通 分 支 , 称 为 和 的 对 偶 ( 参 看 例 VL2.1)。 由 定理 VI.2.1 
"4n X — S 是 相对 射影 的 。 若 5 = Speck 而 大 为 代数 闭 域 , 这 说 明 总 ea 
也 是 阿 贝 尔 簇 。 若 ch(k) = 0 则 由 推论 亚 1.2.0 即 可 知 X dei Dt cfe 35 
ch(k) = p > 0, 则 商 群 概 形 H = X/Xia (参看 命题 VL1.6) 为 无 穷 小 群 
(因为 它 只 有 一 个 点 ), 故 有 交换 群 概 形 的 正 合 列 


0 sA SX 3T (1) 


简 言 之 X 是 一 个 一 个 无 穷 小 群 通过 一 个 阿 贝 尔 簇 的 扩张 (但 下 面 我 们 将 
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看 到 H =0). 
车 了 :六 一 了》 为 5 上 的 阿 贝 尔 概 形 的 同 源 , 则 G = ker(f) 为 3 上 
的 有 限 平坦 交换 群 概 形 日 S X/G, 故 由 命题 VI.2.3 有 


GP ker(f : Pic(Y/S) 一 Pic(X/S)) (2) 
特别 地 对 任意 非 零 整 数 7 有 
ker(nx)? & ker(Rx : Pic(X/S) — Pic(X/S)) (3) 


(参看 命题 1.1. 道 ))。 故 Ax AARAA. 
立方 定理 可 见 在 X xsXxsX Lk 


(m xs idg )"Px,s 兰 prisPx/s ®ox ,sxxsx PI23Px/s (4) 


对 5- 阿 贝尔 概 形 的 任意 态 射 fis fo: Y — X, Hi (A) 通过 (Ji, f2) x sidg : 
Y xs È > X xs X xs X fili 3kxX mx o (f, f) = i-e fo:Y >X, A 


((fi+f2)xsidx)*Px/s S (fixsid o)" Pxjs&oy, x (faxsidg)'Px,s (5) 


由 对 偶 态 射 的 定义 可 将 (5) 改写 为 


lidy x s fi + 2)*Py/s = (idy x s fi)*Py/s 80, „x (idy xs fa)*Py/s (6) 


Y 的 加 法 的 定义 , (6) 的 右边 等 于 (idy xs ( 丹 十 及 ))*Pyjs, 故 由 Pyjs 
的 泛 性 有 


RhR*h-heh:RAY (7) 
特别 地 , 由 归纳 法 即 得 
ix 一 mg € Ends(X) (Yn €Z) (8) 
总 之 有 


命题 1. 设 X,Y 为 连通 诺 特 概 形 S 上 的 阿 贝 尔 概 形 , X.Y 分 别 为 它们 
的 对 偶 。 
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i) 对 任意 5- 态 射 户 ; 户 : 工 一 入 有 等 式 (7), 特别 地 (8) 成 立 。 
i): f:X —Y AAW, 则 (2) 成 立 , 特别 地 (3) 成 立 。 


警告 . (7) 仅 对 X 一 了 成 立 而 对 Pic(X/S) 一 Pic(Y/S) 不 成 立 (参看 命 
题 1.1.D)。 


WX xA k EER NIKI, COS X 上 的 可 道 层 , EX X xy X 上 的 
np JR 
Atc — m*£ GOxx,x priC Q@oxxkx PIC (9) 


于 Mz 在 XX 的 第 二 个 拷贝 上 上 有 一 个 纤维 是 平凡 的 , 它 诱导 一 个 ens 
M óc: X — X (XC: c € X H kA, W pele) RE TIL 0x £73, 3E 
P Te 为 平移 yy 十 2)。 车 LE Pic (X/k), 则 由 命题 1.3) 可 见 


TžL 0x L™ S id% L ox L 0x L 0x (Vre X(k) (10) 
dtp is: X X ApftX RI c € X WERN, 由 此 得 óc = 0。 对 于 一 般 
KI L BRIER x € X(k) 4 £' 2 Tz£Goy C3, hT L’ = óc(x) € Pic? (X) 
有 be = 0, WIER y E€ X A T; £ ox C7 & Ox. hitt 

TLQCETICGo.T;£Go,£  (VcCePi(X), z,y € X) (11) 
可 将 Ol) 改写 为 
pe(T +y) = óc(z) &ox óz(y) (12) 
即 óc 是 同 态 (这 由 8c(0) — O0 及 推论 1.2.31) 也 可 看 出 )。 
命题 2. Wb X HEIR k 上 的 阿 贝 尔 徐 ,£ 为 X Ein. S 


Ke —ker(óz) Š X (13) 


i) 若 C 是 丰富 的 , 则 Kz 为 有 限 群 概 形 。 
i) X 也 是 阿 贝 尔 簇 且 dim(X) = dim(X)。 若 C 是 丰富 的 , 则 óc 是 
同 源 , 特别 地 X 与 A 同 源 等 
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ii) WHER n € Zso 有 ker(nx) & ker(nx)?。 商 群 概 形 Pic(X/k)/X 
是 无 挠 的 ( 即 没 有 有 限 阶 的 非 零 儿 何 点 )， 故 可 看 作 NSCX) 的 群 概 形 
结构 o 

iv) ix DC X 为 有 效 除 子 ,C=Ox(D), 若 天 c 为 有 限 群 概 形 , 则 E 
为 丰富 层 。 


证 . 不妨 设 为 代数 闭 域 。 
i) 4 f = (idx xk ix) o Ax od = (iixoi): Kc — X xy X (BẸ 
vo (r,—20)), h Ke 的 定义 有 (i xridx)* Me 兰 OKcxksx， 故 


Ox, S f* Mc S i*(L7! 80x £7) (14) 


F C 是 丰富 的 , 则 因 “ 是 自 同 构 可 见 iC 也 是 丰富 的 , OK, 是 Ke 上 
的 丰富 可 逆 层 , 这 只 有 当 Kz 为 有 限时 才 可 能 (参看 习题 1.3.3)。 

ii) 4 g = dim(X), g' = dim(X,4) = dim(X). 4E X 上 的 丰富 可 
XE L, 由 i) FHRA X/Ke > Å, 故 


g' > dim(X/K;) = dim(X) = g (15) 


而 由 命题 1 IHE E SERO n 有 


ker(ng.,) = ker(Ax x...) C ker(fix : Pie(X/k) > Pic(X/K)) = ker(nx)P 
(16) 
Fi n 满足 ch(k) Tm, 则 由 命题 1.1.1), (15) 和 (16) 得 


m29 < mn29 = deg(ker(hx|y .)/k) < deg(ker(nx )P /k) = n?! (17) 


故 g = g. di ch(k) = p > 0, 由 (1) 可 见 对 充分 大 的 m, 诱导 同 态 
ker(pt?) — H JEW. IIL ker(pr? ，) = ker(prt) mn Área, 故 有 正 合 列 


0 一 ker(p% a) — ker(pg) > H — 0 (18) 


命题 1.1.ii, (18) 和 (16) 有 


deg(ker(px)/k) = p?"*' deg(H/k) < p?" (19) 
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Ak H —0, Wi X = 总 ca, 即 为 阿 贝 尔 簇 。 再 由 g = g 可 见 ce 是 同 源 。 
ii) 有 deg(ker(nx)) = n? = deg(ker(nx)P), 故 由 (16) 可 见 


iii) 


ker(üx|g. .) C X (20) 


从 而 由 (2) 有 ker(ng) S ker(nx)?。 

对 后 一 个 断言 , B a E Pic(X/k)/ X 使 得 对 某 个 正 整数 nn 有 na = 0, 
任 取 a 在 Pic(X/k) 中 的 一 个 提升 纪 W nà € X. h X Je JL A fen] 
nx 是 满 射 , 从 而 存在 be X ff nb = nå, TJ n(à — b) = 0, wh (20) 
有 ü—be X, 从 而 有 a =0。 

(11) 可 见 对 任意 ZEX 有 


iv) 


T.(D) + T-4(D) € |£?| Q1) 


IHER y € X y x € X - T,G(D)) - T-,(D), WHA y € TD) - T-4(D), 
这 说 明 线 性 系 LC? | 没有 基点 , 从 而 给 出 一 个 ks 6: X 一 了 IT(C2)Y) = 
Y. 我 们 来 说 明 o 是 有 限 的 , 用 反 证 法 。 假设 o 不 是 有 限 的 , 则 存在 闭 点 
y EY 使 得 $71(y) 包含 一 条 不 可 约 曲线 C. 因而 c? 在 C 上 的 限制 是 平 
凡 的 , 这 说 明 LC? | 中 的 任意 除 子 或 者 与 C 不 相交 , 或 者 包含 C: 而 由 于 所 
A T, (D) - T «(D) 没有 共同 点 , 存在 一 个 T.(D) 十 T_s(D) 5j C 不 相交 。 
WiC > X HRA. HT X IRR UMA UFD), D 的 任 一 不 可 
约 分 支 E ( 带 有 约 化 的 诱导 概 形 结构 ) 都 是 有 效 除 子 , 而 存在 一 个 T(E) 
与 C 不 相交 , 故 i*Ox (T4 (E)) S Oc. MEM 14.2 可 知 i*Ox (T CE)) 的 
次 数 与 y 无 关 G*OX (D, (E)) WAME (mo (i xp idx))*Ox(E) £y e X 
上 的 纤维 ), 故 等 于 0, 从 而 或 者 T(E) 2 C, s T(E)n C — 0. 定义 
dM Y: Cx E XN (ee) e+e, W Y ERRER T 
g 一 1 (因为 它 至 少 包含 一 个 除 子 Te(E)), 且 是 不 可 约 的 , 故 或 者 等 于 某 
个 T(E), 或 者 等 于 和。 但 后 者 是 不 会 发 生 的 , HARRIER TCX 
都 存在 ce C 使 得 ze T(E), AT c E T(E), 于 是 由 上 所 述 有 
C C T (E), WI T,(C) C E (Vx € X), 显然 不 可 能 。 因 此 对 任意 cc € C 
都 有 T(E) = T-2(E) h E WERA T-(D) = T «(D), 从 而 
ge(-oe) = ge(-c)。 这 说 明 óc(c' — c) =0 (Ye € C), Bl T-«(C) C Ke, 5 
Kz 有限 的 假设 矛盾 。 
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第 VI 章 ” 阿 贝尔 得 与 阿 贝尔 概 形 


o ARHI ó*Oy (1) S £? 是 丰富 层 ( 见 [H, Ex. 亚 .5.7.(d)]), 从 而 
L 是 丰富 层 。 证 上 毕 。 


注 1. 在 命题 2.iv) P, C 为 有 效 除 子 的 可 逆 层 这 一 条 件 不 能 去 掉 。 例 如 
设 马 为 椭圆 曲线 , X = E xx E, L = Ox((0) xx E — E xx (0)), W 
ge = 6og(0) Xk 6og(0)-1 为 同 源 , 但 C 不 是 丰富 层 。 


wr: XS 为 阿 贝 尔 概 形 , 一 个 X 上 的 可 逆 层 C 称 为 在 9 上 
相对 丰富 的 (相对 极 丰 富 的 ), 如 果 对 任意 仿 射 开 子 概 形 S" C S, C 在 
X xs S 上 的 限制 为 3 -丰富 的 (S-E AK) ER C 在 3 上 相对 丰 
富 (相对 极 丰 富 ) 等 价 于 对 任意 仿 射 开 子 概 形 S C S, 对 某 个 m fe BK 
A X xs S' — Py 使 得 对 某 个 n> 0 有 L®8ox"|xxss' 兰 Oxxss'(1) 
(CIxxss' 兰 Oxxss'(1))。 

XX 上 的 任意 可 逆 层 LA R UL ARA TREXE SC X xsX 上 的 可 

Me — m*£ Boxxsx PIIL! Boxxsx PSL | Gos o*£ (22) 


易 见 (o xs idx)* Mz S (idx xs 0)' Me S Ox, th Me 诱导 一 个 S-E 
be: X — X, 它 在 任 一 点 se S 上 的 纤维 与 dc, : X, 一 X, 一致 。 另 一 
方面 同样 有 (idx xs o) Mz & Ox, 这 说 明 óc oox — og, 从 而 由 推论 
1.221) 可 见 $c 是 同 态 。 由 命题 2 可 知 , 若 C 是 3- 相对 丰富 的 , 则 对 任意 
s € S, (óc). H X, 到 Pic(X/S)。 的 零 分 支 的 同 源 。 


引 理 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , 闭 点 ss S 满足 ch(k(s)) —p» 0. W GS 
上 的 局 部 射影 交换 群 概 形 , 工 < Oa H 0: 一 G 的 定义 理想 层 , e € G 为 
s 上 的 纤维 Gs 的 单位 元 , M C Oc 为 e 的 定义 理想 层 , 7 C OG 为 Gs 
HJ XE SCRIBE» OSPEEXOE n d In — peg C Oc (为 ker(p&) 的 定义 
理想 层 )。 则 对 任意 n, 24 m 充分 大 时 有 


M" Oc,.e C (In + J”)OG,e, (Im + J^" )Og. C M"Oc,e (23) 
因此 
lim OG,e/(Tn, + J”)OG,e OG,e (24) 
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证 . 为 方便 起 见 简 记 M = MOG,e, I = Oa. J = JOG, e, UR In = 
五 Oc,。 注意 工 + 了 = M。 

情形 1: S = Spec(k), k Jy (特征 p 的 ) 域 。 记 g = dim(G)。 不 难 约 
化 到 大 是 代数 闭 域 的 情形 , 且 不 妨 设 G 是 连通 的 。 这 样 G' = Grea 为 阿 
MIK. PJE G/G' 为 无 穷 小 群 (因为 它 只 有 一 个 点 ), 故 对 充分 大 
f ni Fojon — 0. 从 而 Fa, 诱导 有 限 满 同 态 4: G 一 G' (因为 
FB :G' 一 GK?") fil i] as). 而 H = ker(q) = GUF"] 是 无 穷 小 群 , HA 
一 个 满 同 态 H x G' 一 G (因为 G' 一 G/ 吾 是 满 同 态 )。 由 此 可 见 G[p"] 
是 有 限 群 概 形 。 

4 H H CGP) 的 零 分 支 (只 有 一 个 点 ), 则 存在 m 使 得 Fr, = 0, 
从 而 1070 = FO) 在 Ocpmle 中 的 像 为 0 BI IC™ C In, & h = 
dim, wayk, W I rf h NEER, MUT 


pwe"cyecrcIo?cgm (25) 


情形 2: 一 般 情形 。 不妨 设 S = Spec(R), 而 s 对 应 于 极 大 理想 P C 
R. WA J= POG,e。 对 任意 n. 由 情形 1 可 见 对 充分 大 的 到 有 I" C 
In +J, i I^^ C Ia 4 J^, A Meet C I, - J^. 5) —3Jj ifi, 由 情形 1 
有 P&T c (TO  J) n I. 注意 Oce 作为 Rp- 模 有 分 解 OG,e = 16 Rp, 
故 JnT= PT = 了 J, 由 此 得 


p5IcIO c IJc P IJ — I(I4- J) (26) 


注意 phJ = J, h (26) 及 归纳 法 得 


L-p»yIcliaJPcHM (27) 
从 而 有 IntI” CM”, kW. 


定理 1. Wb 5 为 连通 诺 特 概 形 而 m :X — S JL N RRE, 则 Pic(X/5) 
ft 1-6 ER MEMI X = Pie (X/S) 是 S 上 的 阿 贝 尔 概 形 。 此 外 ， 
*pX 上 的 任意 5- 相 对 丰富 可 道 层 L, ge : X> È Ni. 

证 . 不妨 设 S = Spec(R), GE HH X 一 PS. x Am Ds 
尔 伯 特 多 项 式 , 则 给 出 一 个 态 射 8 : S 一 Hiübi. WE X 同 构 于 
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Hil, 上 的 泛 子 概 形 X COP" x Hübg 通过 9 的 拉 回 。 由 于 Hilbgm 
是 有 限 型 ZAJE, 可 取 R 的 一 个 有 限 生成 的 世子 代数 Ro 使 得 6 定义 
在 So = SpecRo 上 。 由 于 X 的 群 概 形 结构 由 若干 个 5- 射 影 态 射 给 出 ， 
可 取 hR 的 一 个 有 限 生 成 的 Ro- 子 代数 Ri 使 得 的 群 概 形 结构 定义 在 
Sı = SpecRı Fo $ Xi H XES FAE, WA 51 的 一 个 极 大 开 子 
概 形 S2 使 得 Xi xs, S2 在 S2 上 光滑 (参看 [L1, 命题 XVL3.1]), HA 59 
的 一 个 极 大 开 子 概 形 Ss 使 得 X1 在 Ss 上 的 纤维 都 是 儿 何 连通 的 ( 见 命 
题 1.3.1), 这 样 Xa = Xi xs, 53 HARE ZAE 53 上 的 阿 贝 尔 概 形 , H. 
S 一 Sı 经 过 S3, m X AHT Xs 通过 5S 一 53 的 拉 回 。 由 皮卡 概 形 的 
典范 性 , 只 需 证 明 Pic" (Xa/53) 是 S3 上 的 阿 贝 尔 概 形 , 这 样 就 约 化 为 R 
是 有 限 生成 的 世代 数 的 情形 。 

定理 VL2.1 pn X — S 是 射影 的 。 由 命题 Li) 有 


ker (fipic(x/s)) ker(nx)? (28) 
它 在 S 上 平坦 , 而 由 命题 Ld) 有 nx = ôx, d 
ker(nx) & ker( x) = ker(fipic( x/s))|x (29) 


也 在 S 上 平坦 。 

设 se 5 为 闭 点 , 对 应 于 极 大 理想 P C R, 则 els) 的 特征 非 堆 
(习题 IL4.2), 设 为 p。 对 G = Pic(X/5) 采用 引 理 1 的 记号 , 由 (29) 可 
见 对 任意 n > 0, Oce/In 在 RR 上 忠实 平坦 。 故 由 引 理 1 可 见 OG,e S 
lim Oc,e/(In + J”) 在 Rp 上 忠实 平坦 。 由 形式 完备 化 理论 (参看 例如 
(L1, IX] 可 知 OG 在 Oce 上 患 实 平坦 , Pp 在 Rp 上 忠实 平坦 , 故 Oc, 
在 Rp 上 忠实 平坦 (参看 例如 [L1, 命题 VL.2.2])。 这样 就 有 s dk G 中 
的 一 个 开 邻 域 在 S 上 平坦 (参看 例如 [L1, 命题 XVL3.1])。 由 此 可 见 G 
中 有 一 个 包含 (S) 的 开 子 概 形 U 在 S 上 平坦 。 由 引 理 五 1.6.i) 可 知 
m(U xsU)CG 在 S$S 上 平坦 。 ii U' 2 Xom(U xsU), Wig gi IL1.1.1) 
可 知 U' 包含 X 一 S 的 每 个 纤维 的 零 分 支 。 

任 取 X 的 S- 丰 富 可 道 层 C_ (例如 Ox (1). 则 由 上 所 述 可 见 $c :X 一 
X 经 过 U'。 由 命题 2.) 可 知 对 任意 se S, óc 在 s 上 的 纤维 是 Xs 到 X. 
的 零 分 支 的 同 源 , 从 而 是 平坦 的 , 故 óc 是 平坦 的 ( 见 引 理工 1.2.vi)), 从 而 
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其 像 是 开 集 。 但 由 óc 是 紧 的 可 见 其 像 是 闭 集 , torn X. 的 连通 性 可 见 $c 
是 满 射 , 从 而 X = U', A óc 是 忠实 平坦 的 。 而 m(X xs X) = X, 由 此 
可 见 X 是 Pic(X/5) 的 既 开 又 闭 的 子 群 概 形 。 再 注意 X 一 5S 平坦 , H 
其 纤维 都 是 阿 贝 尔 簇 , 故 为 阿 贝尔 概 形 。 
最 后 ,对 X 上 的 任意 S- 相 对 丰富 可 逆 层 L, 注意 óc 是 相对 射影 的 且 
纤维 都 是 有 限 的 , 可 见 它 是 有 限 的 , 从 而 是 同 源 。 证 毕 。 


由 于 有 定理 1, 我 们 可 以 记 X = Picr(X/S) 为 Pie (X/S) (参看 例 
VI.2.1), 


推论 1 ( 庞 加 莱 完 全 可 约 性 ). WE X HAR k KRINI, Y CX ON 
WRITER, 则 存在 k- NRF Z CX 使 得 YN Z 为 有 限 群 概 形 且 
I u: Y xk 一头 为 同 源 (等 价 于 dim(X) = dim(Y) + dim(Z)). 


4.4 diY — X HRA. RX 上 的 丰富 可 逆 层 C, 易 见 对 任意 闭 点 
yEY A (T; £e Tri c, th ((6c(y)) = 9irc(Y), 换言之 io$coi= pico 
由 于 PC 是 丰富 的 , 由 命题 2.ii) 可 知 Ósc 是 满 射 , 故 io óc EMAS. 
42- ker(i o óc) C X, WA 


Y n Z! = ker(io óc o i) = ker(ój c) (30) 


由 命题 2.1) 可 知 它 是 有 限 的 。 
情形 1: k RAAK. S 2 为 Z' 的 零 分 支 的 约 化 结构 , 则 2 为 
X 的 阿 贝 尔 子 仿 用 dim(Z) = dim(X) — dim(Y) = dim(X) — dim(Y), 
h Y n Z' 是 有 限 的 可 见 ker(Y x Z> X)= YNZ 是 有 限 的 , 再 由 
dim(Y) + dim(Z) = dim(X) FJ, Y xp Z > X EY. 

注意 Z At Z' I Bu T SEROE. 而 Z'/Z 是 有 限 群 概 形 , 故 存在 正 整数 
n 使 得 nzz = 0。 由 此 可 见 nx i ZA Z, 但 nz 是 满 射 , 故 mx vs 
导 满 同 态 Z > Ze XH ZS Z'/(Z'n X[n]). 

情形 2: 一 般 情形 。 记 为 上 的 代数 闭 包 , X = X 8k, Y =Y ey k, 
Z' = Z' 8k k § H = ZNMXIn]。 则 2Z=2'/H 可 以 看 作 X/X|n] = X 
的 闭 子 群 概 形 。 由 情形 1 可 见 Z= Z Ork it X WET 2 中 的 阿 贝尔 
TÉRHYx,Zo XB. Zo X Imp uTsRHYx.zox 
是 同 源 。 证 毕 。 
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一 个 阿 贝 尔 簇 车 没有 非 平凡 阿 贝 尔 子 簇 , 则 称 为 单 的 。 若 X 是 域 K 
上 的 阿 贝 尔 簇 使 得 X Ox k 是 上 的 单 阿 贝 尔 簇 , 则 称 X 是 绝对 单 的 。 
推论 1 可见 任 一 域 久 上 的 阿 贝 尔 簇 同 源 于 若干 个 单 阿 贝 尔 簇 的 直 
FR, 但 一 般 未 必 同 构 于 若干 个 单 阿 贝尔 艇 的 直 积 。 下 面 是 一 个 例子 。 


例 1. 设 Ej Eo C 上 互 不 同 源 等 价 的 椭圆 曲线 (参看 例 1.2), 则 有 
Bi[2] S E»(2] S (Z/2Z)?。 取 2 MIG a € E, 和 az € E», 则 (a1,a2) € 
E, xc E) — Y 生成 一 个 2 次 子 群 概 形 H, 而 X —Y/H 5 Y A. R 
们 来 说 明 X REATARD ZR ISI ELIR «FH cuE AS 设 有 同 构 f: X 
Z = Es xc Ea, 其 中 Es, Ea 为 1 维 单 阿 贝尔 簇 , 即 椭圆 曲线 。 则 投射 
q:Y > X BIBHAS Y 一 Es 等 价 于 一 对 同 态 fi: E 一 Es 和 
f2 : E2 > Ess BF Ei 和 E KEW, fi 和 fo 至 少 有 一 个 等 于 0 (当然 
不 能 都 等 于 0), 不 妨 设 f2 = 0, 即 一 Es 等 于 投射 工 一 五 与 一 个 同 
源 及 的 合成 。 同 理 Y 一 Ea. 等 于 投射 一 Eo 与 一 个 同 源 gi : E2 > Ba 
的 合成 。 由 EnH =0 可 见 Ex — X 是 单 射 , fa 为 同 构 ; 同 理 gi 为 
E, 由 此 得 到 f oq 是 同 构 , 矛盾 。 


命题 3. 设 9 为 连通 诺 特 概 形 , nx: X — S, my : Y 一 5 为 忠实 平坦 相 
对 射影 态 射 , 具有 儿 何 整 纤维 , HP ix :5 一 X, iy :5 一 Y。 
则 有 典范 同 构 Picr(X xsY/S) 兰 Picr(X/S) xs Picr(Y/5)。 

it. 简 记 X = Picr(X/5) 等 等 , 记 Pxjs » Pxjs dt X xs X 的 限制 等 
等 , HE Z=XxsY. $ 


i1 = idx xsiy : X — Z, i2 = ix xsidy : Y —> Z, 


pı =idx Xs Ty : Z —^» X, po = Tx Xsidy : Z —Y e 
Wt gdide4a:Z—Xd.:ZY.h:X—Zm:X—ZH 
îi o Ĥ1 —idg, i» of» =idy, îi o P2 = 0, i2op1 —0 (32) 
i= hti: 2 — xs, P= fi+p : xs 一 2, 则 有 iop —idg, p 
MUR EU] poi = idz, 为 此 只 需 证 明 
(Boi)TPZ,s «TZ, (33) 
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注意 
(ix sid z)* PZ,5 7 idx x sii)" PX js, (ix sidz)* PZ,s 9 (idy x si2)*PY,/s. 

(34) 
4 P = (idx xs î1)*PẸ js 80, ., (idy xs i2)" Pj, s, 则 由 推论 1.1 (X Ê 
连通 ) 和 (34) 可 见 刀 兰 PZ/s, 而 由 (32) 易 见 (Poi) P 兰 刀 ,这 就 证 明了 
(33)。 证 毕 。 


2. 极 化 


对 于 一 个 阿 贝 尔 概 形 T: X 一 5, 由 定理 1 可 见 六 上 的 一 个 5- 相 对 
丰富 可 逆 层 C 诱导 一 个 同 源 óc: X 一 X, 这 样 一 个 同 源 称 为 “ 极 化 ”。 
更 一 般 地 有 


定义 1. Br: X >S HNR. — dii o: X XM) X (tM 
化 (polarization), 如 果 它 经 过 一 个 忠实 平坦 基 变 换 后 由 一 个 相对 丰富 可 
道 层 诱导 ( 详 言 之 存在 一 个 忠实 平坦 态 射 了 一 S XX xsT 上 的 一 个 下 
相对 丰富 可 逆 层 人 使 得 bc = óxsidr : XxsT — X xs T & X xsT); yt 
时 车 o 是 同 构 ( 即 deg(%) = 1) 则 称 其 为 3-446 (principal polarization), 


H.E 0: X — X agi X 上 的 一 个 5- 相 对 丰富 可 逆 层 
诱导 。 在 [M4] 中 定义 极 化 为 一 个 同 源 5 : X 一 于 使 得 对 任意 几何 点 
s : Speck > S (k 为 代数 闭 域 ), ds 由 Xs 上 的 一 个 丰富 可 道 层 诱导 。 这 
比 定义 工 的 要 求 稍 弱 , 而 在 阿 贝 尔 簇 的 情形 与 定义 1 的 要 求 等 价 (参看 
习题 7)。 采 用 定义 1 是 为 了 后 面 建立 模 空 间 的 需要 ( 见 XL1 节 )。 


例 2. Wk E XA k ERRAR, 取 C = Og(0), 注意 we 由 E x4 E 
ERTE Me ( 见 (1.9)) 给 出 , 记 M: (i = 1,2) 分 别 为 Me ER 
射 priz 和 pris : E? > E? 下 的 拉 回 , S C E? 为 极 大 闭 子 概 形 使 得 
/Milgxns € Moļlexıs (参看 引 理 VI.2.1)。 由 黎 曼 - 罗 赫 定理 有 ja(C) = 1, 
ik S = ACE), 从 而 由 定理 VL2.1 的 证 明 可 见 óc : E — Ê Jy pF]. 换 言 
之 óc HERE. 更 一 般 地 , 任意 相对 维 数 1 的 阿 贝 尔 概 形 X 一 5 ( 即 
椭圆 曲线 族 ) 有 主 极 化 ( 详 见 下 节 )。 

但 一 般 的 阿 贝尔 簇 不 一 定 有 主 极 化 (参看 下 章 习题 VIL5.13)。 
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以 下 我 们 专门 讨论 阿 贝 尔 簇 , 尽管 其 中 的 结果 一 般 都 可 以 推广 到 阿 
贝尔 概 形 。 
命题 4. 设 X WIR k ERI g 维 阿 贝 尔 簇 。 

i) 设 X ERTSE £o Ox, d$ 

m*£ % príl Goy,, x pr5£ (1) 

则 H'(X,c) =0 (Vi 之 0)。( 注 意 车 Le Pie? (X), Wh (1.10) 可 见 (1) 成 
立 。) 

i) 记 PS, X X MUERE X x X EU RR dl. 则 


0 dTiizg 


k dii-g (2) 


H(X xy È, PX) S { 


故 XPZ) = (一 1)9。 

iii) dimy Hi(X, Ox) = (9) (vi > 0). 

iv) di X 上 的 可 逆 层 £ 满 是 (1) (M $c = 0), W c € Pic?(X)。 
证 i) 首先 注意 H(X, L) = 0, 否则 有 有 效 除 子 D £00 C X 使 得 
Ox(D) S L, 因而 (D) CX 也 是 有 效 除 子 , h (1.4) 用 (idx, ix)" 得 


Ox(D+iD) &£G&oy £& (idx &ix)'£&0*£ Ox — (3) 


从 而 D c (D) WERT, 矛盾。 
以 下 对 i 用 归纳 法 。 注意 m: X xx X 9 X —A RID (dx 0), d& 
有 单 射 H.E) 一 H'(X xx X m*£). h (1) 及 居 内 特 公 式 有 


HX xy Xm £) € P H(X, £) ex H(X, L) (4) 
j=0 
归纳 法 假设 有 Hi(X,£) = 0. 
ii) 不 妨 设 k 是 代数 闭 域 。 由 半 连 续 性 理论 ( 见 命题 [3.1. 让 )), 对 任意 
仿 射 开 子 概 形 U = Spec(A) C X, 存在 长 度 为 g 的 有 限 生成 的 自由 4- 模 
复 形 L 使 得 对 任意 有 限 生成 4- 模 AM 在 U 上 有 


故 


尼 pras(PXk Bo pr3M) = H'(;; &4 M) (Vi) (5) 


XxkX 
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i) 可 知 每 个 H'(b 84 M) 的 支撑 集 至 多 只 有 一 个 点 0, 故 车 0¢4U 
| L 是 正 合 的 。 以 下 设 0 EU, & PEo=O&o 取 2Z1…zoEA4 使 得 
它们 生成 Ro 的 极 大 理想 , 并 记 Ri = R/(zxiesm) (1 < i < g). 我们 
来 说 明 对 所 有 7 < 9 一 i 都 有 HIL 84 Ri) = 0。 对 7 用 归纳 法 , 注意 
H? (L &4 Ri) C L? &4 Ri, 若 它 不 等 于 0 则 其 支撑 集 为 SpecRi, 但 由 上 
所 述 其 支撑 集 至 多 只 有 一 个 闭 点 , 矛盾 。 故 当 ;< 9 时 它 必 等 于 0。 由 正 
合 列 0 一 R; ,— Ria 一 Ri 一 0 得 长 正 合 列 


x 


e HL 84 Ri) > Hi" (p $4 Ri) 25 HI (E $4 Ria) — 
(6) 
T HHL 94 Ria) 的 支撑 集 只 有 一 个 点 0, 可 见 me AREE, 故 若 
H(L &4 Ri) =0 则 HIH (L 84 Ri_1) = 0, 这 就 完成 了 归纳 证 明 。 
此 可 见 对 任意 i<g 有 H'(L) 20. f H?(D) 40, RW L 是 正 合 
的 , 从 而 由 (5) 有 9°(X,Ox) 宕 HV(L@a4Ro) = 0, 了 矛盾。 我 们 来 说 明 R — 
HAL ) 富 :ks 注意 H9(D)-— coker(d9-! : E 5 L9), n[ W, H?(L' &A 
Rg) = R84 Ry, 但 由 (5) 有 H(L &4 Rg) = H*(X.Ox ), Ti rti 3 ZO f 
(及 kyr = Oy 有 H?(X,Ox) S k (£38 [再 , 亚 .7]), 故 Re AR, 宇 上 ,这 说 
明 R 由 一 个 元 生成 , 从 而 可 看 作 Ro 的 剩余 类 环 。 若 R Ak, WER R i 
剩余 类 环 尼 使 得 dim, R' = 2, 其 极 大 理想 由 一 个 元 a 生成。 记 £ 为 Pxjn 
Æ X xx SpecR' 上 的 拉 回 。 由 正 合 列 0 一 R 5 R' Ro 一 0 有 正 合 列 
0 一 Ox S E 5 Ox 一 0, 而 由 上 所 述 有 五 ?(L 84 R’) S R', 故 有 正 合 列 
0 — HI(X, Ox) > HI(X,E) > H?(X.Ox) — 0; 再 由 塞 尔 对 偶 得 正 合 列 
0 > H*(X,Ox) 一 Homo,(£, Ox) > H*(X,Ox) — 0, 由 此 可 知 存在 
Ox- 模 层 同 态 9 :2 一 Ox 使 得 qlag 是 同 构 。 易 见 (q, p) : E — Ox Ox 
为 Ox- 模 层 同 构 , 这 说 明 € S Ox ex 尽 ， 从 而 由 X 的 泛 性 可 见 投射 
A> R' £k Ra, 矛盾。 
这 样 , 利用 Leray 谱 序列 (参看 [L1, 定理 XL.4.1]) 就 得 到 (2). 
iii) 由 ii) 可 见 工 是 Re 的 自由 预 解 , 故 同 伦 等 价 于 z1,.… zo 的 科斯 
居 尔 复 形 (参看 [L1, p.147]), 因此 不 妨 设 ' 己 就 是 科斯 居 尔 复 形 ， 在 (5) 中 
取 M = Ro 立 得 。 
iv) 任 取 丰富 可 逆 层 £^. 由 极 化 的 定义 可 见 只 需 证 明 存在 闭 点 ZE X 
fifi LS Tz£' Qox L'I, 用 反 证 法 , 设 不 存在 这 样 的 rz。 令 X xs X 上 
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的 可 逆 层 
K 2 m"£' Borar DL | Gox,,x PAIE Sox £) ! (7) 
对 任意 XE Xa, K Æ {£} xk X & XERRA T 
Lis = T? £' 80, L Oorl! (8) 
而 在 X xk {fz}+ 兰 X 上 的 限制 同 构 于 


£o; — T? £' &oy £7! (9) 


(1.10) 可 见 Lis WA i) 的 条 件 , 而 由 反 证 法 假设 有 Lis T Ox. 故 
i); H'(X,£,) = 0 (Vz € X, i 2 0), 这样 由 di) 的 证 明 方法 就 得 到 
x(K) — 0; 男 一 方面 , Lor WWE i) 的 条 件 , 而 由 命题 2.) 可 知 存 在 且 仪 存 
在 有 限 多 个 闭 点 m 使 得 Coz SOx, uti di) 的 证 明 方 法 就 得 到 x (C) 去 0， 
矛盾 。 让 上 毕 。 


引 理 2. 设 XX Ju k EA SEA. k 上 的 有 限 群 概 形 G 自由 作用 于 X 
E, f: X >Y = X/G ARA. up Y Ene AE T 


xX(F*F) = deg(f)x(F) (10) 


证 . 对 上 的 任意 凝聚 层 £ 有 fee Eoy fiOx, 故 有 
f'f.f'£€ = f*£ Box (Ox 85-10, Ox) (11) 
首先 注意 a:G xk 关 一 六 xk 六 诱导 GxyiX82X»xy Xd 
Ox @j-iovy Ox = Ox Bk T(G, Oc) EO% (12) 


其 中 d= deg(f)。 由 于 f 是 有 限 的 , I X FHERR E F A XC) = 
XS-F), 故 车 存在 了 上 的 凝聚 层 E 使 得 FS f.f8. 则 (10) 成 立 。 
Jt m x 的 加 性 及 f* 的 正 合 性 ( 因 f FH), 对 上 凝聚 层 的 任 一 
正 合 列 0 一 如 一 6 一 29 一 0, 车 (10) xp F= E, E, E Zp 
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个 成 立 , 则 它 对 第 三 个 也 成 立 。 再 次 , 当 dim(Supp(7)) = 0 时 (10) 显 
然 成 立 , 我 们 对 dim(Supp(7)) 用 归纳 法 。 对 一 般 的 和 大, 可 取 F 的 一 个 
过 滤 使 得 它 的 每 个 因子 E n UURTEAET SEU BIET i TY E 
的 无 挠 凝聚 层 ( 即 存在 T 上 的 无 挠 凝聚 层 Er 使 得 6 S Er) H x 
的 加 性 , 我 们 只 需 对 和 大 = 和 证 明 (10) 即 可 。 对 充分 大 的 n, 可 取 单 射 
i,Or(—n)9* — fafi Or 使 得 其 余 核 的 支撑 集 不 是 了。 由 上 所 述 及 归纳 
法 假设 可 知 (10) 对 天 = 加 Or( 一 7)84 成 立 , 从 而 对 大 = OT( 一 n) 成 立 。 
对 充分 大 的 ni 还 可 取 单 射 Orn) — E 使 得 其 余 核 的 支撑 集 不 是 
T, 其 中 7 为 E 在 了 工 的 一 般 点 处 的 秩 , 故 由 上 所 述 及 归纳 法 假设 可 知 (10) 
X F =E 成 立 。 证 毕 。 


推论 2. W X Jy k ED g BERI LARA. C Dg X 上 的 可 逆 层 。 
)iccercw cePic(X), 
ii) 存在 € € Pic? (X) 使 得 L' = L Oox E Wi £c RE, 
iii) 设 ó,v € End(X), ii Ln = (nó + v)*C Cn. E), W x(C5) H n 
的 多 项 式 函 数 。 特 别 地 有 
x(£^) = x(£)n? = 2 desc)? (13) 


由 此 及 推论 L4.2 得 


x(C) = E fan (14) 


iv) £ € Pic (X) 当 且 仅 当 L 的 数值 类 为 0, 即 对 任意 可 道 层 £1,.…， 
£g-1 有 [CC se Egzil =Q; 
v) 车 $e End(X) 为 同 源 而 xCC) #0 (i £ 为 丰富 的 ), 则 有 
[0£-*-é*£]  x(&*£) 
d 二 一 一 一 一 一 全 一 15 
e [5:945] x(£) i 
vi) deg(óc) = x(C)?, 特别 地 deg(óc) 总 是 平方 数 。( 注 意 当 命题 2 中 
的 Kc 为 有 限 群 概 形 时 , deg(óz) = deg(Kc/k). ) 
vii) 车 Kc 是 有 限 的 ( 即 óc 为 满 射 ), 则 存在 整数 i= ill) € [0,9] 使 
得 H(X,C) £04 HAUS j =i. JA i(C 1)  g - (C). 
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证 . i) 由 所 设 有 C 兰 C @ox L1. WER r EXH E= L8ox 
T*,.£- € Pic? (X), 故 由 命题 1.2.) 或 命题 L3) 有 (E) 兰 £71. 由 此 及 
(1.10) 得 


TH ET boort TAL. 
&T*£Gox WE Box £71 
ETL@oxrE Go, L 


= T'£Goy, T',C Go, L! Go, L S L? (16) 
Hl c2 = 0, 从 而 óc = 0, 故 由 命题 4iv) 有 £ € Pic" (X). 


i) h i) 可 见 (££ @ox L! € Pid (X), 由 于 2x 是 满 同 态 ,存在 
E € Pid (X) 使 得 


*L Qox L! S E? (17) 
由 命题 1.24) 或 命题 1D) 有 (ESE, 4 L = Lox £, Wh (07) 有 
*L' Go, L7! S *L 80x L7! Go, € 2 S Ox (18) 


WL RE, 

ii) 注意 对 任意 有 限 型 连通 所 概 形 S R X xr S 上 的 任意 可 道 层 M, 
所 有 M 在 S 上 的 纤维 Ms 具有 相同 的 欧 拉 特征 标 x CVs), 特别 地 取 
S = X, np Jos r3 E € Pic (X) 有 X(C) = x(£&0s E)» 按 训 那样 取 人 L 
代替 L, 就 可 化 为 (71)* £ S L 的 情形 , 由 引 理 2 及 命题 Liv) 可 见 X(Cn) 
H n 的 多 项 式 函 数 。 特别 地 , 若 (—1)*£ S L, 则 由 命题 Li), ii) 及 引 理 
2 得 

x(£"^) = x(n% £) = deg(nx)x(£) = n??x(c) (19) 


推论 1L3.2 可 知 x (C^) 是 nn 的 多 项 式 , 故 由 (19) 即 可 知 X(C") 是 的 
g 次 齐 次 多 项 式 。 由 定义 xL”) 的 首 项 系数 是 十 deg(C), 故 (13) 成 立 。 
特别 地 取 n = 1, 则 由 推论 L42 可 见 (14) 成 立 。 

iv) 不 妨 设 大 为 代数 闭 的 。 由 六 的 连通 性 可 见 Pic CX) 中 的 所 有 可 
逆 层 具有 相同 的 数值 类 , 即 Ox 的 数值 类 0。 由 此 可 见 所 有 数值 类 为 0 
的 可 逆 层 组 成 Pic(X/k) 的 一 个 子 群 概 形 H 2 Å. ERE Ox(1), 由 
ii) 可见 H 中 的 所 有 可 逆 层 具有 相同 的 希 尔 伯 特 多 项 式 x = Xox 故 由 


265 


群 概 形 及 其 作用 论 


定理 IV.2.2 可 知 H 是 射影 的 , 从 而 只 有 有 限 多 个 连通 分 支 。 这样 H 在 
NS(X) = Pic(X/k)/ Hg A ARTI, 但 NSQX) 是 无 挠 的 (命题 
2.ii)), 只 能 有 H —0, Hl H — X, 


v)I 


ii) 和 命题 L4.7 及 注 工 4.6 立 得 。 


vi) 先 考虑 Kz 为 有 限 群 概 形 的 情形 , 此 时 由 定义 有 ( 见 (1.9)) 


故 


(idx xx óc)* PX, t Me (20) 


引 理 2 有 


X(Mz) 


deg(órc) = deg(idx xx óc) = XL 


(21) 


如 命题 4.1) 的 证 明 那 样 利用 Leray 谱 序列 , 由 (5) 显然 有 


注意 


尼 pros 人 Me = R'pro,(m*£ &oy,, y prj C!) (Vi) (22) 


m*£ Gox,.x pri £^! & o*(pri£ G0x ix prsg) (23) 


其 中 a = (m, pro) : X xk X > X xk X, H X xy X HHEH, 故 


X(Mc) = 


g 
XO Dix(Rpro Mz) 


i=0 


g 
= XO- x(Ri pro (m*£ Oxxx prt£- 5) 


i—0 


— x(m*£ &ox,, PAL") 

= x(a* (priL Boxx,x pr5£- 1)) 

= x(pri£ &ox,, x prà£ 1) 

= x(E)x(c7!) = (—1)°x(£)? (24) 


其 中 最 后 一 步 用 到 (13)。 由 命题 4i), (21) 和 (24) 即 得 deg(8c) = X(C)2。 
现在 考虑 一 般 情 形 , 可 取 丰 富 可 道 层 E, E 使 得 C 兰 El @ox E, 4 


Emn = € Gox EF, Ómn = óg,, (Vm,n € Z) (25) 
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则 由 命题 L4.7 及 注 工 4.6 可 知 deg(óma) 是 m,n 的 多 项 式 函数 ; 男 一 方 
m, 由 (14) 可 见 Y(m, n) = X(Emn)? 也 是 m,n 的 多 项 式 函数 。 由 上 述 特 
殊 情 形 可 知 对 m,n > 0 有 deg(óma) = v(m.n), 故 对 任意 m,n € Z 都 有 
deg(Óma) = (m, n), W m — 1, n = —1 即 得 deg(óz) = x(C)?. 
vii) $ Kc = SpecR, 注意 óc 是 有 限 平坦 的 , 而 由 定义 有 Me S 
(idx xx be) Pj 故 
(idx xx óc). Mc S Pa Qk R (26) 


命题 4L) 的 证 明 可 见 对 任意 i 有 


R 若 i=g 
0 ”其 他 情形 
注意 (22) pr, 且 可 如 vi) 的 证 明 中 那样 得 到 
dim; Hi(X Xk& X,m*£ GOxy,x pet) 
— dim, H'(X xp X, o*(pri£ &ox,, x prC-)) (28) 
— dim, Hi(X xy X, pri£ Boxxx pic!) 
故 由 命题 4.11), (27) 和 居 内 特 公式 可 见 对 任意 m < 2g 有 


x hic), = { deóc Zm-g (29) 
i=0 


R'pro, Me = oz R'pro, Pyr S { (27) 


0 其 他 情形 


由 此 可 见 有 一 个 P(C) 7 0, 且 此 时 A97 (7 1) z 0, ps fE— j zi 
1M5(C) = 0。 证 毕 。 


通常 将 (14) 和 推论 2.vi) 合 起 来 称 为 R RAKE R- 罗 赫 定理 。 注 
意 推论 2 完全 可 以 推广 到 阿 贝 尔 概 形 。 以 下 两 个 命题 也 都 可 以 推广 到 阿 
贝尔 概 形 。 


命题 5. 设 有: 一 六 为 大 阿 贝尔 簇 的 同 态 , CO X. 上 的 可 逆 层 , 则 
fopcof = pL (30) 
证 . uii Pha Pxjdk Xx X Efi]. 4 F= (f xcidg)* PE. 
则 由 定义 有 (idy x Å PO, SFe BI Me 的 定义 显然 有 
(f xx f) Me S Mrz (31) 
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注意 
(dx xx óc) o (f xx f) — (f xxidg) o (idy xx ($c o f)) (32) 
我 们 有 
lidy xx ór- c) Py * Mpc 

S (idy xx (gc o f))*- 
& (idy x ($c o f))' (dy x f)" P$.) 
= (idy x+ (f o óc o f) Py, 

此 及 Pyjr 的 泛 性 得 (30) 成 立 。 证 毕 。 


(33) 


命题 6. 设 X HR k ER DI PLACAS 则 有 典范 同 构 ux :X 一 X. x 
5j X dx nx 等 同 起 来 , W Pxjn 同 构 于 X. 的 庞 加 莱 层 (如 果 交 换 X xr X 
的 因子 的 话 )。 此 外 , 对 X 上 的 任意 丰富 可 逆 层 C 有 be onx = óc. 


证 .为 方便 起 见 , 对 任意 阿 贝尔 徐 的 同 态 f : X 一 了 及 任意 整数 n, 记 
nf = fonx —ny of. WAW Li) A nf —nf. 此 外 记 exy :XxkY 一 
Y xy X 为 交换 因子 的 同 构 。 

由 于 ex, Pxjy € Pic(X xy X/X), FERWER ux : X > X 使 得 
Gdg Xk ux) * Pe, Sex Pxp, 我 们 来 证 明 ux 是 同 构 。 

任 取 X 上 的 丰富 可 道 层 C, WA ec 是 同 源 (命题 9), 由 引 理 1.2 可 
取 正 整数 AU f: X X48 foóc = nx, T foócof = 
nxof = fong, M ócof 一 nx。 由 命题 5 有 orc — foócof —nf. 由 


(nf x id g)* PS, S (f xx idg)" (nx xr idg)" PE, 
= (f xr idg)" (idx xx ng)“ Pjr 
= (f xk idg )* (idx xx f)* (idx xx óc) Pk ji 
= (F xk f) Me REM pec (34) 
可 见 下 图 交换 : 
id 


Xx,X DE Xx X —Ht,X ux 


[orit | rzuaax [ierni (35) 
^ id ~ F3 ^ eso "5 e 
A Ux p R, YxpXo ott. xu X 
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故 jx onf 二 nf。 由 命题 1 有 deg(nf) = deg(nf), 故 deg(ux) = 1. BH 
Lx 是 同 构 。 
注意 由 此 还 得 到 wx o f — f. sk 


ócouxof -ócof — foóc 
—Áx-—ng-—órof (36) 


此 及 f 为 同 源 可 见 Bc oux = Be。 证 毕 。 


命题 6 可 见 , 任意 阿 贝尔 概 形 X — 5 都 可 以 看 作 一 个 阿 贝尔 
概 形 X — S 的 对 偶 。 特 别 地 若 5 为 Pr- 概 形 (o 为 素数 ), 则 移 位 同 态 
fateyays 显然 诱导 一 个 同 态 QOO) S XO 一 X E ux 可 将 它 看 作 
-ARE XO 一 X, 称 为 X 的 移 位 同 态 并 记 作 Vxys。 简 言 之 Vxys J& X 
的 对 偶 的 夫 罗 贝 纪 斯 的 对 偶 。 这 样 由 命题 VLL. 立 得 Vxjso Fx/s = px. 
更 一 般 地 , 对 任意 非 负 整数 m FR 的 对 偶 给 出 一 个 同 态 Vis : X0 一 
和 。 记 XIV] = ker(V&s) C X9, t px 的 典范 性 有 


Fxjs o Vxys o Fxjs = Fxjs o px = pxo, 9 Fxjs (37) 
故 由 Fxjs 是 同 源 可 见 Fxjs o Vxjs — pxo. VEI inii 1 得 


推论 3. 设 Pp 为 素数 , S 为 诺 特 Fy- 概 形 , X 一 S 为 阿 贝 尔 概 形 , 则 对 任意 
非 负 整数 nn 有 


Všjs s Fxjs =P% ， Fx/s B VX/s = Po”) (38) 
HA 
XF" P = $0", iFP = xev] (39) 
以 及 正 合 列 
0 5 X[F^] 2 X[p^] 2 xe? [v^] 2. 0 (40) 


在 推论 3 的 条 件 下 , 车 五 C X Jy S 上 的 有 限 平坦 子 群 概 形 , 则 由 
(38) M Vays o Fujs = pu (5188 1.1.4) 及 夫 罗 贝 纽 斯 的 自然 性 可 见 


Virslim(ru;s) = Vx/slimtru,s) (41) 
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下 


于 Fxjs 是 同 源 , 对 任意 有 限 平坦 闭 子 群 概 形 H' C. X 都 存在 有 限 平坦 
HIT NOE H CX 使 得 im(Fgys) 2 H'? (uj H = Fxjs(H'?)) 即 可 )。 
将 (41) 限制 在 HO? — 上 就 得 到 Vis = Vx/yslp'r)。 这 样 就 有 


推论 4. Wt p 为 素数 , 5S 为 诺 特 FQ OE. X 一 S 为 阿 贝 尔 概 形 ,五 CX 
为 S 上 的 有 限 平坦 子 群 概 形 , 则 对 任意 有 限 平 坦 闭 子 群 概 形 及 任意 非 负 
整数 nn 有 

Vitjs = Vejsluo» : HEN H (42) 


简 言 之 阿 贝尔 概 形 的 移 位 同 态 与 其 有 限 平 坦 闭 子 群 概 形 的 移 位 同 态 
相 容 。 


例 3. 设 k 为 特征 p o 0 的 代数 闭 域 ,已 为 上 上 的 椭圆 曲线 。 令 G = E[p]. 
则 由 命题 1.i) 和 例 2 有 G 兰 G2。 若 瑟 是 平常 的 (参看 例 1.1), 则 G 含有 
离散 子 群 概 形 H S Z/pZ, th G SGP 可 见 G 含有 子 群 概 形 HP S up, 
但 由 命题 1.1.1) 可 知 G 的 次 数 为 p, 故 有 G 9 (Z/pZ) xx np. 

Fi EON. 由 于 Feu 是 同 源 且 五 与 互 同 源 , 由 上 节 可 知 EO 
M É WUR. Q H = ker(Fpjk), W H cj HP = ker(Fgj,) 都 是 无 
穷 小 的 , 由 命题 亚 .4.2 可 知 H S ap, 故 有 正 合 列 


0 一 ap — Ep] ^ ap > 0 (43) 


(关于 G 的 结构 参看 下 章 例 VIILS.1). 
此 还 可 见 E OUS BUSCA el ds / 一 E, E 为 超 奇 当 
且 仅 当 存在 单 同 态 ap 一 E. 


命题 7. 设 X AR k 上 的 g 维 阿 贝 尔 簇 , £ 为 关上 的 丰富 可 道 层 , 则 
h?(C) #0, AIHER n > 3, £^ 是 极 丰富 的 。 
证 . 不妨 设 是 代数 闭 的 。 我们 仅 讨论 n = 3 的 情形 , n > 3 的 情形 类 
似 。 为 证 明 C? 是 极 丰 富 的 , 需要 证 明 = H(X, L?) 4ygi X 的 点 且 分 
离 切 空间 (参看 [H, Proposition J.7.3])。 

我 们 先 来 说 明 加 (C) Z 0, 即 推论 2.vii) 中 的 指数 i(£) = 0. 注意 若 
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f:Y 一 六 为 同 源 , 则 由 命题 5 可见 Kee AR, 且 由 引 理 2 有 

(IPE On" O(f* £)) = x(f*£) = deg(f)x(£) = (71)? nO) (c) deg(f) 
(44) 

W ilL) = (C). 而 由 推论 2 可 知 对 任意 正 整 数 n, nX£ 与 C” 数值 等 

价 , 故 对 充分 大 的 n, nS C 是 极 丰富 的 , 从 而 h(n% L) #0, 即 i(n& £) = 0, 

取 f = ny 即 得 i(£) = 0。 

这 样 就 有 有 效 除 子 D C X 使 得 Ox(D) & L, 注意 X 是非 奇 异 代数 
sz, 其 局 部 函数 环 都 是 UFD, 故 D 可 分 解 为 素 除 子 的 和 DD = P+… 二 Pn。 
FEE vo € Kz 使 得 T4 (D) 等 于 某 个 P; (i > 1), 将 Pi P; 分 别 换 为 
T,(P,) RT (P) 得 到 一 个 除 子 D', 由 (2.1.11) 可 见 Ox(D') & £; 而 对 
足够 一 般 的 ze X, T(P) 不 等 于 D' 的 任何 其 他 素 除 子 在 任何 平移 Tyo 
(yo € Ke) 下 的 像 。 由 归纳 法 可 取 D 使 得 对 任意 vo € Ke, Tro(Pi) = Pj 
BU i=j Boro — 0 时 成 立 。 由 此 可 见 对 任意 z 关 0eE H T(D)# D, 
因为 芳 T.(D) = D W TZL =L, ATi x € Ke, 再 由 DD 的 取 法 有 x=0。 

对 任意 闭 点 zl oz za € X WAA s € X 使 得 ni € T_s(D), 由 
(2.1.11) 可 见 

T-,(D) + T-,(D) - T-4(D) €|£| (Vz,y € Xa) (45) 


Xp ALS REI y 有 za € T.Q(D) + Tz4,(D). 我 们 来 说 明 存 在 v 使 得 
v9 € T zx(DD)。 若 不 然 , 即 zı € T-,(D) > vo € 7T_z(D), 换言之 ZE 
T-4,(D) = x € T.4,(D), Hl T-4,(D) = 六 2(), 但 由 上 所 述 这 仅 当 
zı = Z2 时 成 立 , 矛盾 。 这 说 明 可 取 z,y 使 得 za € T-.(D)-- T-,(D) + 


3X x. X 通过 pro 看 作 X-BUE, 则 它 有 两 个 -有 效 除 子 D xr X 
和 a(DxxX), 令 吾 cXX 为 这 两 个 除 子 的 等 化 子 ( 见 推论 V.2.3), LH 
是 闭 子 铬 概 形 。 由 上 所 述 可 见 H RAAS O0, dif h(k) = 0 则 H — 0, 
而 车 ch(k) = p > 0 则 H 为 无 穷 小 群 。 在 特征 p > 0 的 情形 , H XE D E 
的 作用 给 出 Y= X/H 的 一 个 除 子 五 = D/H, T L WHT Oy (E) 的 拉 
El, 注意 Oy(E) 是 Y 上 的 丰富 层 。 这 样 就 有 H €W = HO(X,L) 上 的 
一 个 诱导 作用 p. 3$ s € HO(X,L) 是 对 应 于 D 的 一 个 截 口 , 则 ks de p 
下 的 安定 子 群 概 形 为 0, 因为 H Æ D 上 的 作用 是 自由 的 。 由 此 易 见 p 在 
P(WY) 上 的 诱导 作用 是 忠实 的 。 


271 


群 概 形 及 其 作用 论 


4 T = Speck[t]/(£?), W X Æ zı 处 的 一 个 切 向 量 等 价 于 一 个 koe 
T — X Xt T Ip] ex BUS] z1, BI zl 的 一 个 无 穷 小 变形 。 故 pni € X 
的 切 空 间 等 价 于 对 za 的 任意 两 个 不 同 的 无 穷 小 变形 01.02 : T 5 X, 
(T) # ó»(T) W f oo1(T) Z f oó»(T). I vi, vo € Tx, 分 别 为 $1, Q2 
所 对 应 的 切 向 量 , 则 (T) # 92(T) 等 价 于 v 和 ?2 在 大 上 线性 无 关 。 
为 方便 起 见 对 任意 cE k* 简 记 cvo 所 对 应 的 kd T — X Jy có», W 
意 cb2(T) = 92(T)。 记 XX' = X xk T, D' = D xy T, th E JJ n] Wer ft 
意 T- 点 z'y' e X'(T) 有 


T o(D') - T «(D') T BDNE] (46) 


取 x € X'(D) 使 得 61 € T-a (D'), 对 足够 一 般 的 多 有 2 € T-y CD) + 
Torty QD), 故 若 存在 x € X'(T) 使 得 02 Z T-a (D) W V IAN os M 
92。 若 不 然 , BI $1 € T-a (D') > Q2 € T-a (D'), feci z x € T-4,(D') => 
x’ € T-4,(D'), WI T4, D') = T-4,CD'), 则 由 五 的 泛 性 可 见 ói — có» 经 
ib H (Ve € k*), 而 这 仅 当 ch(k) #0 时 才 可 能 发 生 ; 由 于 H 在 PWY) 
上 的 作用 是 忠实 的 , 存在 c € k* E To, eos 不 保持 T- (D^), 矛盾 。 


证 毕 。 


习题 


1. 设 阿 贝 尔 概 形 X 一 S 有 一 个 主 极 化 %。 证 明 对 任意 正 整数 n, 6 诱导 
典范 同 构 X[n] > X[n]P . 


2. Wt k E p > 0 的 代数 闭 域 , E X k Eti Ze. C = Elp] S 
Spec(R)。 则 由 推论 亚 1.3 和 例 3 可 见 R = k(z]/(z), A. H = E[F] = 
ap S Spec(R/(2?))。 证 明 下 列 事实 。 

i) 可 取 c 使 得 其 在 R/(z?) 中 的 像 ze alH) (参看 ILA 节 )。 

ii) $ y X £ Æ Ocom (CP) S RP) = Re@ok P RR, W y € o(E[V]), 
而 (39) AFF 6: E[V] & G/H, 4E} ó^(z) = cy (c € k*). WR x 
还 可 使 c= 1. 

ii) 4 X = Ex, E, M = o(X[F]), tn ii) WER M 的 一 组 基 vi, vo. 
则 X 的 一 个 同 构 于 ap KTR Ho 等 价 于 M 的 一 个 1 4 太 线 性 子 
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空间 kv, 其 中 = eav + cov» (01,02 E 大 不 全 为 0)。 令 X1 = X/Ho, 则 
Fx, je 和 Vp-5 ji 均 经 过 X = X/XI|F]. 

iv) $ Hı = X[p]/Ho C Xi, Ha = X[p|/X[F] & X(F]9), 则 Fx, y 
和 Von, 分别 诱导 o: Ha — HP, Y: Ha — HP, fi vise 在 
o(X|[F](9) S MP PRSA w, wa, W ker(ó) 和 ker(v) 分 别 为 
cw; 十 hw 和 du, d ws 定义 的 a- 子 群 。 

v) 车 ci,c2 70 H. c/c» Z Fyz, W) ker(ġ) # ker(v), 从 而 Xi[F] n 
XP PV] = oy; 而 在 其 他 情形 Xi[F] XP [V] a2. x ttu eut 
不 同 构 的 又 一 个 例子 (参看 例 1). 


3. 设 5 为 诺 特 概 形 。 一 个 交换 群 概 形 X 一 S 称 为 拟 阿 贝尔 概 形 如 果 它 
是 一 个 阿 贝 尔 概 形 通 过 一 个 有 限 平 坦 交 换 群 概 形 的 扩张 ( 即 存在 一 个 有 
限 平坦 交换 闭 子 烙 概 形 H COX 使 得 X/H 为 阿 贝 尔 概 形 )。 记 为 5-40 
阿 贝尔 概 形 的 范畴 。 

i) & X € ob(€), H C X AA RPH BI T ERE EG Y = X/H 为 
[uf LZ DE o uE WIE dE RB SOB H xs Y — X, 故 存 在 有 限 平 
坦 闭 子 群 概 形 G C H xs Y W4 X S (H xsY)/G. 

ii) 证 明 € 中 的 任意 两 个 对 象 有 直 积 , 且 任意 平坦 同 态 有 核 及 余 核 ， 
其 中 余 核 是 有 限 平 展 群 概 形 。 

ii) € 中 的 一 个 同 态 称 为 同 源 , 如 果 它 有 有 限 平坦 的 核 及 余 核 。 详 言 
Z, -AHSS AX 一 了 为 同 源 意 味 着 存在 有 限 平坦 交换 群 概 形 G EU 
实 平坦 同 态 9 :YY 一 G, 使 得 f 经 过 ker(g), HAT X 一 ker(g) 是 有 限 
忠实 平坦 的 。 证 明 同 源 是 一 个 等 价 关 系 。( 提 示 : 设 Xi € ob(€), Hi C Xi 
为 有 限 平坦 闭 子 群 概 形 使 得 Y; = Xi/ Hi 为 阿 贝 尔 概 形 (i= 1,2), WI Xi 
与 Xo 同 源 当 且 仅 当 Ys t3 Yo 同 源 。) 

iv) 设 S 为 Fy- 概 形 (p 为 素数 )。 证 明 对 任意 X € Ob(€) 可 以 定义 一 
个 函 子 性 的 “ 移 位 ” 同 态 Vxys : XO — X, 它 是 有 限 平坦 交换 群 概 形 和 
阿 贝 尔 概 形 的 移 位 同 态 的 推广 , HAE Vxjso Fxjs — px. FxjsoVxjs = 


DPxaoo 


4. 设 X HRAMI k E SE JULI f. D CX 为 非 零 有 效 除 子 。 证 明 
Ox (D) 是 丰富 层 。 
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5. E X HAR k EB DUI f. L, L HX 上 数值 等 价 的 两 个 可 逆 层 。 证 
明 若 乙 是 丰富 的 (或 极 丰 富 的 ) 则 C^ 亦 然 。 


6. V k HRAMI, X 为 上 上 的 9 HEIL VLA, 具有 d? 次 极 化 。 证 明 
X 由 ?tilbx. 的 一 个 有点 代表 , 其 中 N = 39d — 1, x(x) = 39dz9。 


7. 设 X HWI k ERDIKA, o 为 X 的 一 个 极 化 。 证 明 存在 有 限 扩 域 
k Dk R X Ork Edd ug C 使 得 Or idr —óz. 


8. 设 X HRAMI k FNR LAX 上 的 丰富 可 道 层 , G = 
ker(óc), WAIYE n: G — GP = ke(ĝc) C Ñ. X H X G 的 闭 
子 群 概 形 , 则 HP 可 以 看 作 G S GP KRIJE. ini: Ho G X 
A, j: G> HP 为 投射 。 令 了 = X/H, q: X 一 了 为 投射 。 证 明 若 
qonoi=0: H > HP 则 存在 YY 上 的 丰富 可 道 层 C 使 得 q*£' S L, 从 
而 óc = doórc oq. 特别 地 若 ker(qon) — H W óc 是 主 极 化 。 (提示 : 由 
(2.1.2) n] Atl Pic(X /k)/GP = Pic(X/k), 4 V C Pic(X/k) 为 óc 所 对 应 
的 连通 分 支 , V' = Pie(óc)- (V) C Pic(X/k), WA G = GP 在 VW 上 的 
vs gH V'/G & V. 4 W = Picq) (V) C Pic(Y/k), WA HP 在 
W 上 的 诱导 作用 且 W/HP e V, rip H c ker(iP) 在 W 上 的 诱导 作 
用 平凡 , 故 投射 V" — W gid V'/H C Pic(Y /k). E W 中 的 一 个 闭 
点 所 对 应 的 上 的 可 道 层 L, 验证 $c = 90 9e' og。) 


第 3 节 ”i- 进 表示 初步 


1. /- 进 表示 


复数 域 上 的 一 个 阿 贝尔 筷 是 一 个 复 环 面 全 = C?/A, Sé A C C? 是 
一 个 秩 为 29 的 离散 子 群 , 称 为 一 个 格 ( 详 见 下 面 第 5 8). EX. 的 研究 
经 常 可 以 归结 到 对 格 A 的 研究 , 例如 有 限 子 群 、 同 态 等 都 可 以 很 直接 很 
简单 地 得 到 。 但 是 对 于 特征 p > 0 的 域 上 的 阿 贝 尔 簇 , 没有 格 这 样 一 个 
工具 可 以 使 用 , 这 使 得 问题 远 比特 征 零 的 情形 困难 得 多 。 对 于 某 些 问题 ， 
如 自 同 态 环 和 同 态 模 的 结构 , 伽 罗 瓦 群 的 作用 , 有 理 点 , 极 化 等 , - 进 表示 
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是 一 个 可 以 部 分 替代 格 的 研究 工具 。 
BEX 为 代数 闭 域 上 的 g 维 阿 贝尔 簇 ,1 为 素数 且 lÆ ch(), 则 由 
(1.2.14) 可 知 


X[I"]  (Z/I"Z*. (Ym 2 0) (1) 

(为 离散 和 群 概 形 )。 由 于 lx 是 满 同 态 ( 同 源 ), 易 见 lx Ve Sr d as 
L:X[m*] > X["]. (Vm > 0) (2) 
T(X)-— lim X[/"] (3) 


它 显然 具有 自由 ZA (X) S Z9). Au X. 的 泰 特 群 或 泰 特 模 。 
注意 由 五 (X) 至 少 可 以 知道 dim(X )。 

以 下 总 是 用 ! 记 一 个 不 等 于 基 域 特征 的 素数 。 

d G 是 一 个 群 , B 是 GEX 上 的 一 个 同 构 表示 (BAI 
G — Aut (X), 将 每 个 ge G Wes X. 作为 群 概 形 的 自 同 构 ), 则 显然 任意 
g € GARS TX) 的 一 个 2 线性 自 同 构 , 这 就 给 出 G dE (X) & Z?P 上 
的 一 个 Z1- 线 性 作用 , 等 价 于 一 个 同 态 G 一 GL2g(Z1)。 这 就 是 诱导 的 
TE G 的 1- 进 表 示 。 由 定义 易 见 有 典范 同 构 

T(X)/I"T(X) 兰 X[Im] (Vm 2 0) (4) 


F Um XU”) E X PRIER E (习题 L3), 3: y e G de OX) 上 的 
FE 用 等 于 idm (x), W (y) = idx (因为 (y) -idx 在 稠密 子 集 Um XU] 
上 处 处 等 于 0)。 因 此 , e 是 忠实 表示 当 且 仅 当 0 Y Sn 上进 表示 是 忠实 
的 


— 


其 他 代数 对 象 (如 环 ) 在 X 上 的 作用 也 可 能 诱导 在 到 (X) 上 的 表示 ， 
统称 为 上进 表示 。 
设 f:X—Y MER k KANRA, 则 显然 f 诱导 
F] : xp] 2 YR] (vm 2 0) (5) 
且 与 上 相 容 ( 即 对 任意 m A L of] = fn] oL), 故 诱导 一 个 典范 
Zu- Mà [ri] zi 
Ti(f) = lim fI”): n(X) ^ (Y) (6) 
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由 于 Um XI] 在 X 中 察 理 斯 基 稠 密 (习题 1.3), d? f #0 € End(X), 
则 存在 m € Z>o 使 得 f] z 0, 从 而 有 TL(f) 关 0。 这 给 出 加 法 群 的 典 
范 单 同 态 


Hom;(X, Y) — Homz, (TX), (Y )) (7) 


Wm AY 的 维 数 分 别 为 9x,gy, W (7) 的 右边 同 构 于 Z 上 的 所 有 
2gx x 2gy 矩阵 组 成 的 加 法 群 。 

特别 地 取 X = Y 并 令 g = gx. W (7) 给 出 环 Ends (X) Æ M(X) 
上 的 一 个 29 维 2 线性 表示 , BI Ende (X) 的 LRR, 注意 这 个 表示 是 
忠实 的 ( 即 (7) 是 单 射 )。 而 Homk(X,Y) 可 以 看 作 右 Endk(X)- 模 和 左 
Ends (Y )-Bi. 所 以 (7) 也 可 以 看 作 模 的 人 - 进 表示 。 

di X 定义 在 子 域 ko C k 上 ( 即 存 在 ho- 阿 贝尔 艇 Xo 使 得 X S 
Xo Gi, k) T k jÈ ko 的 代数 扩张 , 则 易 见 有 G = Gal(k/ko) Æ Ti CX) fl 
了 1(X)@8Q@ 上 的 典范 诱 叶 作 用 ; 此 时 车 f E Endi (X) EXE ko 上 的 ( 即 
存在 fo € Endro (Xo) 使 得 f = fo ko id), W T(S) 与 G 的 诱导 作用 交 
K (参看 V.4.3)。 这 就 是 [- 进 伽 罗 瓦 表示 的 概念 。 

为 方便 起 见 我 们 用 下 而 的 记号 : 设 5 为 连通 诺 特 概 形 ,G 一 S 为 有 限 
平坦 交换 群 概 形 , p 为 素数 使 得 n = deg(G/5) 有 分 解 n = pm (p+m)， 
W G S G[p'] xs Gim] (习题 工 14), 记 Go = Cip] (G 的 “ 产 部 分 ”)。 


引 理 1. 设 /: X 一 了 为 代数 闭 域 上 的 阿 贝 尔 入 的 同 源 , 则 对 任意 素 
数 1 关 ch(k) 有 典范 同 构 


ker(f)() S coker(Ti(f)) (8) 


证 ， 取 最 小 的 整数 ” 使 得 ker(f)u) = ker(f)|"] = ker(f) n XI] 令 
g = dim(X) = dim(Z)。 对 任意 非 负 整数 对 简 记 fa = f"). kx X] S 
Y(i"] = (Z/1" Z)’, nj IL ker(fn) 与 coker(f,) 有 相同 的 阶 ( 即 在 天 上 的 次 
数 )。 易 见 对 双关 ”> 有 交换 图 
人 区] —— x(m] ——. x(rj5o 
IE: |] |^ (9) 
0—Y["] — Y+] —— v(r]- o 
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ker(fn) = ker(fn+r) = ker(fr) 可 见 (9) 诱导 的 ker(fn) 一 ker(fn+r) 是 
同 构 ; 而 由 coker( 记 +r) 和 coker( 方 ) 的 阶 都 等 于 ker(fr) 的 阶 可 见 (9) 诱 
导 的 满 同 态 coker(fn+r) 一 coker(fr) 是 同 构 , 故 蛇 形 引 理 给 出 的 典范 同 
A ôn : ker(fr) — coker( fn) 是 同 构 。 令 qnaa : coker(fn41) — coker( fn) 为 
1 o Yn] 诱导 的 满 同 态 , 则 由 Sn 的 自然 性 可 见 gs+logn+1 = On. 
故 有 典范 同 构 


ker(f)a) = ker(f)[l"] = lim coker( fn) (10) 


n 


交换 图 


0—ker(f)] —— Xp] A yp] —> coker(fn+1)— 0 


bo bob I 


0 一 ker( 门 [1] —— XI") = 二 Y[^] ——— coker(fn) 一 0 


(11) 
取道 极限 得 典范 正 合 列 
0> M(X) = N(Y) ^ limcoker(f,) — 0 (12) 


由 (10) 和 (12) 即 得 典范 同 构 (8)。 证 些 。 
注意 车 9 : 工 一 和 是 另 一 个 同 源 , 则 诱导 正 合 列 
0 — coker(Ti(f)) 一 coker(Ti(go f)) 一 coker(T;i(g)) ^O — (13) 


与 正 合 列 
0 — ker(f) — ker(g o f) — ker(g)—0 (14) 


一 致 


2. /- 进 表示 与 同 态 模 


命题 l.ldH) 可 知 对 任意 非 零 整数 7 及 任意 f z 0 < Homk(X Y) 
有 nf #0, 换言之 Homi(X, Y) 是 无 挠 ( 即 平坦 ) Z-A. 
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命题 1. Wr X,Y WI k ERN, 则 Hom,CX. Y) 为 有 限 秩 自由 
Z- 模 , 其 秩 不 大 于 4A dim(X) dim(Y)。 此 外 , (1.7) 5 Hie ds 
Hom: (X,Y) & Z; —^ Homz, (T1(.X), T1(Y))) (1) 


是 单 射 。 


dE. 首先, S kH k KRAH, 则 显然 Hom(X,Y) 为 Homk(X 9x 
k, Y Or k) 的 马子 模 , 故 不 妨 设 大 是 代数 闭 的 。 其 次 , 由 推论 2.1 有 单 阿 
MIKIR Xi,- Xr 及 Yi, s Yo 使 得 存在 同 涛 
Xp Xk X Xk Xr >X, YoY xy x Xk Ys (2) 
这 就 给 出 Z- p f pa] 
Homx (X,Y) — Hom,(Xi1 xy x: Xk Xr, Yi xy x Xk Y) (3) 


右边 可 以 看 作 由 所 有 和 矩阵 (Si) (fy € Hom(Xi Yj), 1 «i€«n1«j«s) 
组 成 的 ZR, 这 就 约 化 为 X M Y 是 单 阿 贝 尔 簇 的 情形 。 再 次 , F X 和 
Y 是 单 的 , 则 一 个 同 态 fX 一 工 或 者 是 零 同 态 , 或 者 是 满 同 态 , 即 同 源 。 
这 样 我 们 只 需 考 虑 X 与 Y 同 源 等 价 的 情形 , 此 时 任 取 一 个 同 源 Y > X 
就 可 将 Homk(X,Y) li A Jy End (X) 的 ZFR 这 就 又 化 为 和 = 了 的 
情形 。 

注意 Ende (X) 中 的 非 零 元 都 是 同 源 , 故 有 非 零 次 数 。 记 Endo(X) = 
End, (X) & Q, 为 @Q 代数 。 对 任 一 筷子 模 M C End (X) 简 记 QM 为 M 
在 End*(X) 中 生成 的 @- 线 性 子 空间 。 若 M C Endk(X) 为 有 限 生成 的 
Z- 子 模 , 任 取 M. 的 一 组 自由 生成 元 , 则 由 推论 2.2 可 见 deg : M — Z Jt 
(作为 生成 元 的 思 - 线 性 组 合 的 ) 系数 的 多 项 式 函 数 , 它 可 以 扩张 为 一 个 函 
数 deg : QM 一 Q@。 由 此 可 见 QM n End, (X) C Endo(X) 也 是 有 限 生成 
的 , 这 是 因为 QM n Ends (X) 与 QM 中 的 开 集 {f € QM|deg(f) < 1} R 
有 1 个 交点 0, 故 为 QM 的 离散 加 法 子 群 , 而 m 维 实 线性 空间 中 的 离散 
加 法 子 群 是 秩 < m 的 自由 阿 贝 尔 群 。 

4 g = dim(X)。 由 上 所 述 Endz, (OX) TARER ZH, 且 有 
典范 单 同 态 Endk(X) 一 Endz (T(X)). 我们 下 而 证 明 对 任意 有 限 生成 
的 Z-F# M C Endk(X), 诱导 同 态 

M & Z, — Endz, (NI(X)) (4) 
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是 单 射 。 由 上 所 述 不 妨 设 


M = QM n End(X) C End"(X) (5) 

任 取 M 的 一 组 自由 生成 元 fi ofro MERU, 设 (4) 不 是 单 射 , 则 有 不 
全 为 0 的 ni suns € Zi 使 得 

mTi(fi) +--+ nd(f.)-0 (6) 


由 Endz, (0X )) 的 无 搁 性 不 妨 设 至 少 有 一 个 nj #0 (mod D), 对 每 个 i 
取 mi € Z fif m; = n; (mod 1), 则 有 一 个 m; z 0 (mod D). h (6) 可 见 
f = mifi +: + mr fr E€ Endi (X) 在 Endz, (TS)) 中 的 像 


Ti(f) = (mi nN +: + (Mmr — nr)Ti(fr) € IEndz, (TIX)) (7) 


故 coker(l-) — coker(Ti f)), 从 而 由 引 理 1 可 见 
X[I] C ker(f)0) 兰 coker(Ti(f)) (8) 


这 说 明 f 经 过 lx, 即 存 在 f c Endi(X) 使 得 f = 1f'。 但 由 (5) 有 
f' € M, 与 存在 mj 关 0 (mod D) 矛盾 。 
这 说 明 M 的 秩 不 大 于 49. W M. C Endo (X) 为 秩 最 大 且 满足 (5) 
的 一 个 双子 模 , 则 有 QM = End?*(X), 从 而 由 (5) 有 M = Endk(X)。 故 
End, (X) 是 秩 不 大 于 Ag? 的 自由 阿 贝 尔 群 。 
最 后 , 回 到 前 而 的 一 般 情 形 , 即 有 同 源 (2), 注意 (3) 的 两 边 有 相同 的 
Tk. IMER iS rj x sd Xi Y; Wr EJDERTI 
rank(Hom; (X;, Y;)) = rank(End4(X;)) < Adim(X;)? = 4dim(X;) dim(Y;) 
(9) 
而 车 X; 2 Y; W Homx(Xi,) = 0, A rank(Hom;(X;.Y;)) < 
4 dim(X;) dim(Y;), 故 有 
rank(Homy (X, Y)) = Y "rank(Hom, (Xi, Y;)) 
ij 
< Y 4dim(X;) dim(Y;) 
i,j 
— 4( dim(Xi))( 5 dim(Y;)) = 4dim(X) dim(Y) 
i (10) 
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此 外 由 上 所 述 还 可 见 每 个 典范 同 态 Ende (Xi) & Zi 一 Endz, (D (X;)) 是 音 
Ao (1) 是 单 射 。 证 毕 。 


注意 在 (10) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 所 有 X Yy 都 同 源 等 价 且 (9) 中 
等 号 成 立 。 这 种 情况 是 可 能 发 生 的 , 但 在 绝 大 多 数 情形 (例如 ch(k) = 0), 
Hom (X,Y) 的 秩 严格 小 于 4dim(X) dim(Y). 

ii Hom?(X, Y) = Homk(X Y) & Q, End?(X) = End; (X) Q Q ( 它 可 
以 理解 为 X 的 同 源 等 价 类 的 自 同 态 环 ), 则 可 将 End (X) 看 作 End?(X) 
的 子 环 , 而 将 Hom(X, Y) 看 作 Hom?(X, Y) 的 子 模 。 易 见 Endk(X) 的 
1- 进 表示 诱导 End0(X) 在 Q/- 线 性 空间 TX) SQ S Q 上 的 线性 表示 。 
F X 是 单 的 , 则 任意 非 零 同 态 SX X yi, 故 了 在 End?(X) 中 
的 像 是 同 构 , 这 说 明 End? (X) 是 体 ( 即 任意 非 零 元 是 可 逆 元 )。 

任意 f € End?(X) 在 有 限 维 @- 线 性 空间 V = End?(X) 上 的 左 乘 
作用 为 RERA, 其 特征 多 项 式 xr; € Q[z], HA Jud; f € Endx(X) 
W| x; € 2Z[z]。 由 哈密 顿 - 凯 莱 定理 有 xy(f) — 0. 从 而 f 的 最 小 多 项 
A ( 即 次 数 最 低 的 首 一 多 项 式 使 得 ji(f) = 0) us € Qi] (习题 D,， 且 
di f € End&(X) W p; € Zie]. d$ X 是 单 的 , 则 Ar 是 不 可 约 的 , 因为 
End?(X) 没有 零 因 子 。 总 之 有 


推论 1. 设 X XGA k ERIR DL WER f € End? (X) 的 最 小 多 项 式 
ii; € Q[z], 且 当 f € End (X) 时 Ar € Zlz]。 此 外 , 08 X. Xtra f AO 
时 Ar 不 可 约 。 


当 X 是 单 的 而 Endk(X) 是 交换 环 时 , 由 命题 1 可 见 End?(X) 是 Q 
的 有 限 域 扩张 , 而 由 推论 1 可 见 Endk(X) 在 也 上 是 整 的 。 


3. Rosati 对 合 与 极 化 的 表示 


设 X HARAR k ERRIRIK, £ A X KRAE. 命题 2.6 说 
明 车 将 X 与 X XÉxb ux 等同 起 来 , WA ôL = ór. W Ie = Te — idx 
(Hl y — z)。 用 第 工 节 的 记号 , 由 推论 1.2.) 用 归纳 法 不 难 推出 , 对 任意 
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$1, -r € Mork(X, X) r > 2) 有 
(Ó1 6) L- Moi ój* L-(r-2) oL (1) 
i<j i 
由 此 可 得 对 任意 a, 8 € Endi( X) 有 
Tz(a + B) L =((a + B) oT.) L = (a + B + Ios) + I5(3)) L 
—(o + B)* L + (a + Ia(s))* L+ (B + Ig(s))* L (2) 
+ (a + Igi) L + (B + Iaça))*L — 20* L — 28*L 
仍 如 第 1 节 那 样 记 Lag = (a+p)*L-a*L-p*L, 3 a+ Iag) =a0Tr, 
B + Igic) = B o Tz, a + Ibiz) = Toe) o o, B+ Ial) = Ta(z) o B, 我 们 有 
$La p(2) = T((a - B L — o*L — B*L) — ((o.-- B* L — a* L — BL) 
= TA LP TL - a*L — 8*L 
=" ToL- L) +P ThaL- L) 


(3) 
由 此 得 
Las — àoóLoB--Boóroa (4) 
di C 是 丰富 的 , 则 óc 为 同 源 , 故 可 定义 oz! € Hom?*(X, X), IERT 
WE L, dior =¢ oór € End? (X), Æ End0(X) HH oz oàoór of 
和 idx SARE (4) 中 的 a 和 8, 得 


pr a —-áoópoB-4Boópoa (5) 


$7 oáoóp, oB.idx 
再 和 (4) 比较 得 
(6) 


PL ,- caos; opB,idX — Óór 


简 记 Loiay 为 Lo. 由 (6), 命题 2.4.iv) 和 推论 2.2.iv) 有 


r; 
a, ßB 


命题 2. Wr X HM NKIR, a, 8 € Endk(X), L, L Jy X .Effgupi z, 其 中 
L£ 为 丰富 的 ， 则 Ltomoberof 和 Lag 数值 等 价 ， 即 La — Lo,8 E 
Pid (X). 


MESERIA L, 在 End? (X) 中 令 
à —à,:— ój °0â0 $r (7) 
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则 有 


a 十 5=a+56 aoß=ßoā, =a, Ix 一 1x (8) 
B a e Ga 为 反 自 同 构 ( 且 其 平方 为 单位 自 同 构 ), 称 为 (C 所 给 出 的 ) Rosati 
对 合 。 
E g = dimn(X)。 对 任意 a € Endk(X), 由 命题 1.1.iv) 可 知 deg(a+ 
nx) Jy n fl] 2g 次 多 项 式 ,定义 a 的 迹 为 n 的 多 项 式 deg(a+nx) i n? 
的 系数 , 记 为 tr(a)。 若 取 丰 富 可 逆 层 C 8S1 UC 2: C, 则 由 (1) 有 


(a 4- nx)*L 2 ?L - nL4 4 o*L (9) 


从 而 由 命题 I.4.7 有 


2g 
deg(a + nx)[L -?- L] = eni (10) 
i—0 
其 中 
co — deg(a)[L -®- L], casi — g[L 5 L- Lo], cuj — [L-* L] (1) 
由 此 得 i 
_ cg1 _ g[L" L- La] 
tr(a) = oa ^ [L4Ó (12) 
WE L, 对 任意 a, p € EndiCX) 定义 
(a, B) =traoD) (13) 


则 显然 (,) 是 一 个 ZORU TET, IEI IKA End? (X) 上 的 Q- 双 线性 型 
(rui 6)). ri (12) 和 命题 2 可 见 对 任意 a, 8 € Endz(X) A 


(a 8)- g|L NW 
? [5.-*- E] 


故 (,) 是 对 称 的 。 此 外 由 命题 1.1.ii) 有 Las —2o* L, Ff a # 0 W) a* 工 为 
非 零 有 效 除 子 的 可 逆 层 (命题 2.7), 故 (a:a) > 0, 换言之 6) 是 正定 的 。 
(14) 还 可 见 (,) h L 的 数值 类 决定 , 故 由 推论 2.2.8) 可 见 即使 C 不 满 
是 UE 8E, C) 仍 是 正定 对 称 的 。 


(14) 
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*pX 上 的 任 一 可 逆 层 L 定义 
(o, bjr = (a, Ble := (0r 0a, p) = (a, or: 0B) 2tr(a oor o) (15) 


为 End0(X) 上 的 对 称 二 次 型 。 注 意 (,)z = (,)。 由 命题 2, 命题 1.1.11), dE 
论 2.2.i) 和 (14) 可 见 (ye 当 C 是 有 效 除 子 的 可 逆 层 时 为 半 正 定 的 , 日 
当 £I 丰富 时 为 正定 的 。 总 之 有 


定理 1. 设 X HR k HERRER Wë X 上 的 一 个 丰富 可 道 层 L, W 
dd 给 出 有 限 秩 Q- 代 数 End? (X) = Endk(X)@Q 的 一 个 Rosati 对 合 , 即 

JE (8) 的 反 自 同 构 a à: (其 平方 为 单位 自 同 构 ), 而 (13) 定义 End? (X) 
ee 对 任意 可 逆 层 £^, (15) 定义 End? (X) 上 的 一 
个 对 称 二 次 型 GL. 它 唯 一 决定 C 的 数值 类 , Ho L 是 有 效 除 子 的 可 
道 层 时 为 半 正 定 的 , 当 L 丰富 时 为 正定 的 。 


定理 1 将 End?(X) 的 环 结构 的 研究 转化 为 具有 对 合 与 正定 二 次 型 
的 QQ 代数 的 研究 。 由 命题 1 中 的 讨论 还 可 将 此 进一步 约 化 为 X. 是 单 阿 

贝尔 簇 的 情形 。 

F X 是 单 的 , 则 End? CX) 为 可 除 代数 , 此 时 对 End? (X). 的 分 类 归 
结 为 对 下 述 可 除 Q@- 代 数 D 的 分 类 : D 有 一 个 对 合 oc a 使 得 (a, 6) = 
trp/o(à o B) 为 正定 对 称 二 次 型 。 分 类 的 结果 为 ( 见 [M3, p.201]): 令 K 
Hy D 的 中 心 , Ko C K 为 在 对 合 下 不 变 的 元 组 成 的 子 域 , 则 D 有 四 种 
类 型 : 


(D) D — K = Ko 为 全 实 域 而 对 合 平凡 ; 

(II) K = Ko HAKI, D y K 上 的 四 元 数 代数 , 在 每 个 阿 基 米 德 位 
均 不 分 歧 ; 

(II) K = Ko HAKI, D H K 上 的 四 元 数 代数 , 在 每 个 阿 基 米 德 位 
3r 

(IV) Ko 为 全 实 域 , K D Ko 为 全 虚 二 次 扩张 , 此 时 D 还 满足 其 他 若 
干 条 件 (此 处 从 略 ), 在 每 个 阿 基 米 德 位 均 不 分 歧 。 


上 列 每 个 代数 均 同 构 于 某 个 End"(X) (参看 [02])。 
E 1. 在 一 般 情 形 , End(X) 的 分 类 要 复杂 得 多 , 为 此 须 注 意 以 下 儿 点 : 
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i) 由 推论 2.1 可 知 一 个 域 EB UL ZR fA AX 同 源 于 若干 单 大 阿 贝 
REWER, 换言之 形 如 CX xk… Xk Xr)/H, 其 中 X1,…, Xr 为 大 上 的 
PII N KIR, H C Xi xk… Xk Ar AARTE. Pini X= Y", Ie 
H Y AER RIR, 则 显然 End(X) 兰 M, (End(Y)); 对 一 个 丰富 可 逆 层 
L, Wama Jy r 给 出 的 End(Y) 的 Rosati 对 合 , 则 ór Xk xx ór 给 
出 End(X) 中 的 一 个 Rosati 对 合 A tA. 

i) 一 般 地 有 X = (XQ! xk- xx Xer)/H, WP Xi, Xr 为 互 
^ Tp ds ^5 4r BA APRI UL ZR UA ip i 3 di Hom(X;.X;) = 0) m H C 
Xp Xk Xk Xr" 为 有 限 子 群 概 形 。 我 们 有 End0(X) 兰 Mn, (End?(X4))x 

…x Mn, (End?(X;)), 仿照 i) 的 方法 可 给 出 它 的 一 个 Rosati 对 合 。 
End(X) 是 End?(X) 中 的 一 个 order 。 

iii) 令 玉 为 的 代数 闭 包 , 则 End? (X) 可 以 看 作 End? (X. 8x k) 的 子 

代数 , 可 能 是 真子 代数 (对 CM 情形 可 参看 [LO, A.3])。 


设立 为 代数 闭 域 上 的 阿 贝 尔 艇 。 由 命题 2.4.iv) 和 推论 2.2.iv) 可 
JI L = pe 给 出 一 个 典范 的 加 法 群 单 同 态 


NS(X) — Homy(X, X) (16) 
取 定 一 个 丰富 可 逆 层 L oz! 与 (06) ARRAIA Hs ds 
NS(X) — End*(X) (47) 


W X A (17) 的 像 , B A End? (X) 上 的 对 称 二 次 型 组 成 的 Q@- 线 性 空间 , 则 
己 一 人) 给 出 一 个 加 法 群 单 同 态 NS(X) > B, 从 而 给 出 加 法 群 单 同 态 


$:XeNS(X)— B (18) 


定理 1 up, (18) 将 NSQX) 中 的 丰富 层 的 数值 类 映 到 正定 二 次 型 。 注 
意 op = :ob 与 9L' (作为 End? (X) 中 的 元 ) 一 一 对 应 , 而 由 命题 
2.4iv) 可 见 gr h L de NS(X) 中 的 像 决 定 , 故 由 其 在 B 中 的 像 决定 。 
总 之 有 


推论 2. WX 为 代数 闭 域 上 的 阿 贝 尔 簇 。 
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i) 存在 典范 的 加 法 群 单 同 态 (16), 故 NS(X) 是 有 限 生成 的 自由 阿 贝 
尔 群 , 其 秩 不 超过 Ende (X) 的 秩 ( 故 < 4dim(X)?)。 

i) 固定 X 上 的 一 个 丰富 可 逆 层 L, 则 (16) 与 óz! 的 合成 给 出 一 个 
AAA (17). $ X X (17) 的 像 , B 为 Bnd? (X) 的 所 有 对 称 @- 二 次 型 组 
成 的 Q@ 线 性 空间 。 则 C^ — ()r 给 出 一 个 加 法 群 单 同 态 NS(X) 一 B, 
从 而 给 出 一 个 单 同 态 (18)。 

ii) 4 IL X 的 所 有 极 化 组 成 的 加 法 半 群 , 看 作 Hom (X, X) 的 子 
半 群 。 则 (16) 和 (18) 给 出 半 群 单 同 态 工 一 如 ,其 像 由 正定 二 次 型 组 成 。 


f] 1. g E KRAER kE Hii A hR, 则 由 上 面 的 分 类 可 见 End (E) 的 
秩 只 能 是 1,2 或 4。 在 第 1 种 情形 End (E) S Z; 在 第 2 种 情形 End?(E) 
是 虚 二 次 域 ; 在 第 3 种 情形 End? (E) 是 @ 上 的 一 个 四 元 数 代数 。 在 后 两 
种 情形 称 E i AURR” RECM 型 的 ” 第 3 种 情形 当 ch() = 0 时 
不 存在 , 而 当 ch(k) > 0 时 第 3 种 情形 等 价 于 E 是 超 奇 的 。 


习题 


L. 设 f 是 有 限 维 Q& 线 性 空间 VV 的 @@- 线 性 自 同 态 ,证 明 f 的 最 小 多 项 式 
在 Q[z] 中 , 详 言 之 存在 首 一 多 项 式 o € Q[x] 使 得 9(f) — 0. 且 对 任意 域 
ik KDQ RER v e K[r], F v(f) 20 olv. 


2. 设 X 为 代数 闭 域 E HG HE DL f. 其 Rosati 对 合 由 丰富 层 C 给 
H, Y = X", 其 Rosati 对 合 由 F = priCeoy … @ovprC 给 出 。 令 
R = End*(X), 看 作 有 对 合 的 体 。 证 明 对 R 上 的 任意 7 阶 可 道 方 阵 T, 
"TT 给 出 的 二 次 型 对 应 于 了 的 极 化 。 


第 4 节 AREA SH bk HIE n bei 


1. 阿尔 巴 内 塞 簇 


对 于 一 个 代数 闭 域 EIER X, Pie(X/k) 可 以 看 作 X 中 余 维 
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数 为 1 的 闭 链 (cycle) 类 群 , 在 X 为 曲线 的 情形 , 它 也 是 0 维 闭 链 类 群 。 
对 任意 非 负 整数 ?< dim(X). 我 们 可 以 定义 X. 的 n 维 闭 链 类 群 : 令 G 
为 由 所 有 n 维 闭 子 簇生 成 的 自由 阿 贝 尔 群 , 其 元 素 称 为 n 维 闭 链 , 而 任 
— n+l EATV CX 的 任意 有 理 函 数 fe K(V)* 给 出 G 的 一 个 闭 
链 , 称 为 一 个 主 闭 链 , 令 H C G 为 所 有 主 闭 链 生成 的 子 群 , 定义 n HEBR] 
EKIA G/H. 我 们 知道 PicCX/k) 具有 和 典范 的 几何 结构 ,上 自然 会 问 其 
他 维 闭 链 的 类 群 是 否 也 有 典范 的 儿 何 结构 呢 ? 遗憾 的 是 对 一 般 的 XX, 除 
0 维 闭 链 类 群 外 答案 都 是 否定 的 , 而 对 0 维 闭 链 类 和 群 也 只 有 较 弦 结果 。 


定义 1. 设 失 为 域 有 上 的 代数 秘 (不 必 是 拟 射 影 的 ), 若 存 在 k 上 的 阿 
WARE 4 及 有 理 映 射 ux: XA. 具有 如 下 泛 性 : 对 任意 K- [n] N RA 
A 及 任意 有 理 映射 W: Xo AS 存在 唯一 k- 8 : 4 一 4 使 得 
1 三 9okx, 则 称 A (R (A. nx)) X X fj FT As € A EX (Albanese), W 
为 Alb( X). 


注意 任意 kA o: A A'MpBEGEGROPERS I X ( 见 推论 1.2). 


ik 1. EA re sc p REIR E A 2E RA DH] X SC BAS Fed. (Er n] ELS Bn] D ZA: 
d 2 SE TEES. 不 过 对 于 常见 的 情形 与 上 述 定义 是 一 致 的 。 这 里 不 拟 涉 
及 这 个 较 复杂 且 有 较 强 技术 性 的 问题 。 


引 理 1 (FTN A d 6$ BL] PE, Weil). WX 为 域 太 上 的 紧 致 烙 簇 , Y 为 大 
上 的 光滑 代数 簇 , WA Y 58] X. 的 任意 有 有理 映射 是 有- 态 射 。 


dE. 情形 1: 为 代数 闭 域 。 不 妨 设 站 = SpecR, 其 中 RR 为 有 限 生 成 的 
代数。 令 A— Roy R, w 6:Y-c X Jy kA SERIEN, 将 9 理解 为 从 
—^dEmJFPF$UCY 8 Xi ku. D: Ux U 5 X Asl 
(x,y) ^ é(y) — lz), REM Y xk Y —Spec(A) 8j X 的 有 理 映 射 。 我 们 
先 来 证 明 , 对 任意 yy € Y. o 可 以 扩张 到 yy HARA e up ur KI A) 
(A:Y — Y xx Y 为 对 角 态 射 )。 必 要 性 是 显然 的 。 反 之 若 下 在 (yy) 
的 开 邻 域 U' C Y xx, Y 上 有 定义 , WAA y EU 使 得 (vy) EU, 令 
ply) = bly) t 9(y. y) 即 可 将 少 扩张 到 y. 

TX AES Y x Y AH. e dk AWARE A 1 的 素 理 
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想 上 有 (唯一 ) 定义 (参看 [H, Theorem I.4.7]), 同 理 9 在 民 的 所 有 高 度 为 
1 的 素 理 想 上 有 定义 。 任 取 0€ X. 的 一 个 仿 射 开 邻 域 Uo = SpecB C X. 
设 pe SpecR, P = A(p) € SpecA, W) Ap X UFD, 故人 任意 高 度 为 1 的 素 
理想 Q C Ap 为 主 理想 (参看 [M, Theorems 47, 48] 或 [L1, 习题 X.10])。 
设 Q = (a), 任 取 Rp 中 包含 A*(a) 的 极 小 素 理 想 q. 则 ht(g) = 1。 令 
Q' = Alq), W Q 5 Q ifj €(Q") = ó(q) - blq) = 0. w P(Q) € Uo。 由 此 得 


GB*(B)C N Aq-Ap(24 |[M, Theorem 38] sk [L1, 命题 14.2])， 


QeSpec(Ap) 
ht(Q)=1 
即 更 可 以 扩张 到 P. 


情形 2: 一 般 情形 。 令 天 为 大 的 代数 闭 包 ， 


$= $ 8r idg : Ý =Y 8 k> X =X 8k 


则 由 情形 1 可 知 9 ELEY 上 。 bT Y m X AREK, epo k A 
限 正规 扩张 k C kE O — oe idj 可 定义 为 Kk Y'= Y ouk 一 
X'— X rko h5 V.4.3, 不 妨 设 存在 有 限 k-e G = SpecL 使 得 
Spec(k’) 为 G- 挠 子 。 记 px', py: 分 别 为 G de X,Y’ ERATE, 则 它 
115 o dg U' =U kk 上 的 限制 相 容 。 特别 地 , 令 &€ X' Jg Y" 的 一 般 点 
在 8 下 的 像 , 则 (8'opy')* I (ox:o(ida xxó))* : Ox: > Oy’ 8r L E 
€ 上 的 纤维 相等 。 由 于 Y" 是 整 的 , 可 见 (8'opy')* = (ox: o (ida xx ó^))*. 
故 o'o py: = px: o (ida xx 9^), 换言之 9 t; G IC p HARE. ix FoU VS 
FAH X e X'/G— Y'/G&s Y, 它 是 4 的 扩张 。 证 毕 。 


因此 在 定义 1 中 , FF X 是 所 光滑 的 , 则 “有 理 映 射 > 可 以 改 为 “ 态 
A. 


2. htk áJ JET LEE 


我 们 先 来 考虑 dim(X) — 1 的 情形 。 设 C 为 代数 闭 域 尺 上 专 格 9 的 
非 奇异 完备 代数 曲线 , 则 由 黎 曼 - 罗 赫 定理 , 对 C 上 的 任意 可 逆 层 C 有 
h?(£)-h! (C) = deg(C) — g + 1, 特别 地 着 deg(C) = 0 则 xc = xoc. fk 
deg : Pic(C/k) 一 也 的 核 是 射影 的 , 从 而 NS(C) & Z. & Div"(C/k) c 
Div(C/k) 代表 次 数 为 d 的 有 效 除 子 而 Pic(C/k)" C Pic(C/k) 代表 次 数 
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H d 的 可 道 层 , 则 Pic(C/k) - [[Pic(C/k)? 而 Div(C/k) — TI Div?(C/k). 
d dz0 


4 Da C CxyDiv*(C/k) J Div'(C/k) 上 的 泛 除 子 。 若 4 = deg(C) > 
g, WI C 中 存在 次 数 为 d 的 有 效 除 子 D = P +... + Pa fft Oc(D) SL 
其 中 Pi,- Pa 6 Ca 为 互 不 相同 的 点 (参看 [H, Proposition IV.4.1]), 故 存 
在 稠密 开 子 概 形 U C Da 使 得 UV 一 Div*(C/k) — Y 为 平展 履 盖 , 且 存 
在 稠密 开 子 概 形 U' C Y 使 得 Da xy U' dE U' 上 是 有 限 平 展 的 。 由 引 理 
L1.6 KIGE WARA RAM V — Y 使 得 Da xy V xy U' 为 d 个 
V xy U' 的 拷贝 的 无 交 并 , H V 是 正规 射影 簇 。 这 样 Da xy V. 的 每 个 不 
可 约 分 支 的 约 化 概 形 结构 在 V 上 是 有 限 的 且 与 V 双 有 理 等 价 , 从 而 同 构 
Hd V (因为 V 是 正规 的 )。 此 外 开 子 概 形 UxyV C Daxy V 是 V 的 平展 
T8 15 。 这 样 闭 嵌入 Da xy V CC x,V 给 出 pro: C x4 V >V fj d AH IH 
V — Cx, ATAN d Ad f;:V — C(üu«icd)., CHOCH d 
个 拷贝 在 有 上 的 积 , Ai: C4 — C x C 为 Ai(P -a Pa) = (Pi, Pi, -e Pa) 
(1 «€ i € d), W D' = Ai(C7) & --  Aa(C?) H C x C" 中 的 d 次 
Cd- 有 效 除 子 , H. Da xy V = (ide xk (fis. fa)) 1 (D) C € xx Ve hit 
WA V — Y £t C4, M Y 为 整 的 且 C" 一 站 为 满 的 , 从 而 Pie(C/k)* 
也 是 整 的 , 故 dads = Pi (C/k), ^ Wr fk. 4 C = c/6,, 
其 中 64 的 作用 是 署 换 C 的 因子 , 注意 Oa 的 作用 不 改变 除 子 D', 故 
有 诱导 一 个 态 射 4 : C( — Y, 且 易 见 4 在 一 个 非 空 开 集 上 是 一 对 一 
的 ， 从 而 是 双 有 理 的 。 由 此 可 见 dim(Y) = d。 另 一 方 而 , ih 8e 9-9 i 
定理 有 Po(Du) = d 一 g 十 1， 由 定理 L4.1 Y 一 Pic(C/k)4 为 P9-i- 
A, 故 dim(Pic?(C/k)) = d — (d — g) = 9g。 此 外 , 我 们 有 双 有 理 满 态 射 
C9?/6, > Div*(C/k) 一 Pic?(C/k)。 此 外 还 可 见 对 C 上 足够 一 般 的 9 次 
HAE C 恰 存 在 一 个 有 效 除 子 DC C 使 得 Oc(D) S L, Jim Se ge 
HEA hL) = 0。 

W v : C9/S 一 Div((C/k) 为 投射 。 取 定 一 个 闭 点 Ps C, An: 
Div*(C/k) 一 Pic? (C/k) HES) n(Pi+ P4) = Oc(Pi+ P4 gP), 
上 所 述 它 是 双 有 理 的 。 若 g > 0, 对 任意 闭 点 Poss Py Cru: 
0 一 09/6 为 将 已 € Ca Wes (Pi, Po... Pa) 的 等 价 类 的 态 射 。 我 们 来 
证 明 u= nov o Çp, P 为 闭 嵌 入 。 对 任意 闭 点 P1 € C. 由 上 所 述 不 难 证 
可 取 互 不 相同 的 闭 点 Poss Py A Pi, WE nov f£ (Pi Pj) 的 


Ez 
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一 个 开 邻 域 上 是 同 构 。 而 CPP TE Pi VEO PER «TO (P 
Py P) 给 出 的 Pie?(C/k) 的 平移 , WA Tou = nov o Cp,...,P,， 
由 此 可 见 p dk 附近 为 闭 柑 入 。 这 样 我 们 可 以 将 Pico(CVA) 看 作 “ 由 CC 
生成 的 阿 贝 尔 艇 ”。 
上 所 述 还 可 见 对 任意 正 整 数 d, Piel (C/k) Pie! (C/k) 是 满 射 ， 
特别 地 对 任 一 9 KAART D 存在 闭 点 P € C 使 得 gP ~ D. ms 
曼 - 罗 赫 定 理 可 知 对 于 足够 一 般 的 g KAART D 有 (D) = 1, 故 
对 足够 一 般 的 了 E Ca 有 ho(gP) = 1。 从 而 对 于 任意 Po, P3 € Ca 
存在 唯一 已 € Ca fif Pi - P» P; gP. & Z C Pie (C/k) 为 
(P) xy C971 在 投射 C9 — Div*(C/k) ^ Pic (C/k) 下 的 像 , 则 Z 是 
Pic? (C/k) 的 余 维 数 1 ATIR 故 为 有 效 除 子 。 由 上 所 述 当 P 足够 一 
般 时 Zou) = UP), 作为 除 子 为 9P, 从 而 K*Opiogcyr (Z) € Oc(gP). 

我 们 来 证 明 对 于 上 述 代 数 闭 域 k 上 的 非 奇异 完备 曲线 C, 4 = 
Pic (C/k) 连同 人 : C 一 4 为 C WAREK. B 4 为 阿 贝 尔 
8 uo: CoA! 为 有 理 映射 , 令 v : C4 A 为 YP. Pa) = 
p (P) +- + i (P5), WE A 是 交换 代数 群 , v 诱导 C4/6o 一 A, 但 
C4/Gg 与 A 双 有 理 等 价 , 而 由 引 理 1 可 知 从 4 到 A" 的 任意 有 理 映射 为 
dM. 故 存在 态 射 %: 4 一 A 使 得 凡 = 6o p (作为 有 理 映 射 ); 4 的 唯一 
性 是 显然 的 , 因为 4 由 C 生成 。 

特别 地 , dT g—1, 则 为 同 构 。 

车 g =0, B C = PL, Wa Auen A1b(C) = Pid (C/k) S Speck: 
设 A' HERR u^ : OCA 为 有 理 映 射 , 则 由 引 理 1 可 知 uh Duos 
Wo IER n > 0, 人 诱导 典范 Oc-B e Flos UI Ph 一 PB OU 12.1), 
命题 亚 1.2 可 知 J*P%, ji 同 构 于 一 些 Oc 的 拷贝 的 直 和 , 而 另 一 方面 易 
见 所 有 投射 PI, 一 PB 的 核 (0 < m < n) 给 出 P2, 的 一 个 过 滤 , 其 因 
TH (05,,)99e" & Oc(-2m) (0 < m < n), 由 此 可 知 H*(C, Pj) = k, 
从 而 p^ 将 ker( P, > Piu) 映 到 0, 换言之 J* 经 过 及 故 i (C) 为 一 


上 而 各 结论 对 任意 域 上 的 光滑 完备 曲线 C 也 成 立 , 只 是 需要 C 上 
有 一 个 大 点 P 以 保证 Pic (C/k) 为 精细 模 空间 及 建立 J。 总 之 有 
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命题 1. 设 C 为 域 上 上 亏 格 为 g 的 光滑 完备 曲线 且 有 一 个 ker. 

i) C 中 任 一 有 效 除 子 的 希 尔 伯 特 多 项 式 由 其 次 数 决 定 。 对 任意 整 
数 d, 所 有 d 次 有 效 除 子 的 模 空 间 Div (C/k) 和 d 次 可 递 层 的 模 空 
间 Pic(C/k)4 都 是 射影 簇 , 而 Div(C/k) = H Div" (C/k), Pic(C/k) = 
II Pic(C/k)*, Wb Pie(C/ky e Pi«(C/E? 而 Pic(C/k)9 为 上 上 的 
d 
g 维 阿 贝 尔 簇 。 

i) 从 C9 到 Div*(C/k) HRA (Pr; Pa) = Pi o ps 所 诱 
Wd v:C9/6, 一 Div(C/k) 为 双 有 理 满 态 射 , V URSI. 7 : 
Div*(C/k) 一 Pic*(C/k) — Pic (C/k) 也 是 双 有 理 满 态 射 。 

ii) 存在 群 概 形 的 正 合 列 


0 ^ Pict (C/k) — Pic(C/k) SZ,0 


其 中 马 视 作 天 上 的 离散 群 概 形 。 


iv) 若 9 > 0, 对 任意 大 点 Poss Py. 令 Our © C 一 Co/ey 为 将 
P, € C 映 到 (Pi, Pss. P3) 的 等 价 类 的 态 射 。 m n — novotp,..p, 为 


ARA, 而 (Pic? (C/k), n) 为 C ftp A EP ERR. FSI g= DEN u 
为 同 构 ; 而 当 g =0 时 AID (C) = 0。 

v) 对 足够 一 般 的 大 点 P € C, 4 Z C Pie (C/k) J {P} xr C9! 在 
投射 C? — Div*(C/k) S Pict (C/k) 下 的 像 , 则 Z 是 Pic (C/k) 中 的 有 
效 除 子 且 ZN uC) = {P}, 作为 除 子 为 9P。 令 L= Opio (Z), WA 
u* £(-(g — 1)P) & Oc(P). 


我 们 将 Pic (C/k) 称 作 C ff] JE 9T re 4k (Jacobian), 记 为 Jac(C). X 
意 Pic(C/k) 的 每 个 连通 分 支 作 为 代数 簇 都 同 构 于 Jac(C). 


注 2. 设 C 为 代数 闭 域 上 的 完备 光滑 曲线 , 记 Div(C) = Div(C/k)(k), 
Pic(C) = Pie(C/k)(k), 即 有 效 除 子 半 群 与 除 子 类 群 (皮卡 群 )。 对 任意 
闭 点 P eC, C {P} 是 仿 射 的 , 故 可 令 C — (P) = SpecR。 X o: 
Div(C — {P}) 一 Pic*(C) 为 8(D) = Oc(D — deg(D)P), 则 易 见 ó 诱导 
同 构 Pic(C — (P) 一 Pic? (C). 而 Pic(C — (PT) 同 构 于 RR 上 的 秩 1 局 
部 自由 模 的 同 构 类 群 , 或 R IREK. IHERB n > 0, 有 秩 nn 局 部 
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自由 RR- 模 同 构 类 与 Pic(C — (PJ) 的 典范 一 一 对 应 。 总 之 Jac(C) (或 其 
所 点 的 集合 ) 有 下 面 儿 个 意义 : 

i) C E 0 次 除 子 的 线性 等 价 类 群 ; 

i) C 上 的 0 次 可 逆 层 (或 0 次 直线 从 ) 的 同 构 类 群 ; 

iii) AIb(C); 

iv) Alb(C"), 其 中 C 为 大 曲线 (不 必 是 光滑 的 或 完备 的 ) 使 得 (C?) S 
k(C); 

v) € — {P} 的 除 子 类 群 ; 

vi) C — {P} 的 可 逆 层 同 构 类 和 群 ; 

vii) R 的 非 零 理 想 类 群 ; 

viii) R 上 的 秩 1 局 部 自由 模 的 同 构 类 群 ; 

ix) 及 上 的 秩 n 局 部 自由 模 的 同 构 类 的 代表 集 (n > 0) 
Jt Pe C 为 任意 闭 点 而 C — {P} S SpecR, 


推论 1. E EM RBOI A P IN KIR o 


WE. WroX ER k PRERIO, 不 妨 设 大 是 代数 闭 域 。 由 刚性 引 理 ( 引 
HE 1.1) 不 难得 到 X 是 交换 群 筷 (参看 推论 1.23) 的 证 明 )。 

任 取 关中 的 完备 曲线 C^ (不 必 是 光滑 的 ), 令 C 为 C" 的 正规 化 。 则 
有 双 有 理 满 态 射 C?/G 一 Jac(C) (g 为 C 的 亏 格 ), iar X 的 交换 性 有 
ATSA C?/G， > X. AMAA TAARA o: Jac(C) >X. H3 
1 可 知 9 是 态 射 , 再 由 推论 1.2.1) 不 妨 设 9 是 同 态 。 由 C 的 任意 性 , AX 
中 的 有 限 多 条 曲线 就 可 得 到 一 个 阿 贝 尔 艇 4 及 一 个 满 同 态 多: 4 一 从， 
从 而 由 命题 YI.1.6 有 X 兰 4/ker()。 再 由 引 理 V.2.1 可 见 是 射影 的 。 
证 毕 。 


3. 阿尔 巴 内 塞 簇 的 存在 性 
定理 1. K X HWER k 上 的 代数 簇 (不 必 是 拟 射 影 的 ), 则 ADAX) 存在 。 
证 . 我 们 对 dimCX) 用 归纳 法 , 不 妨 设 dim(X) > 0. 任意 取 定 非 空 光滑 
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HTU CX., IERP NRI A, 由 引 理 1 可 知 一 个 有 理 映 射 / : 
X> A SMTA U SAREH Cfr p). iu Ap 为 
A 中 AD) 生成 的 阿 贝 尔 子 徐 。 首 先 我 们 证 明 存在 N 使 得 对 任意 An 
有 dim(A,) < N. 不 难 取 一 个 局 部 有 限 有 理 映射 Xo X 使 得 AX 可 
以 分 解 为 光滑 完备 曲线 从 p :XX' — Y, 其 中 了 为 光滑 的 。 由 归纳 法 假设 
ADY) 存在 。 令 9 为 了 的 纤维 亏 格 , do = dim(AIb(Y)). 给 定 A, u, ERA 
Hy EY, & k = ky), C = p^ (y), W (br IRER ABC NE) 4 诱导 态 身 
C — AG k', Jii i. Jac(C) — Arke 4 A = coker(Jac(C) 一 
AG k'), WATER q: X 一 4 将 Pp 的 纤维 C 映 到 一 个 点 , 故 由 引 理 1.1 
ARN w: Y 一 A 使 得 gq 二 Wop。 注意 WW 经 过 AU(Y) Skk’, 而 由 引 理 
1.1.5 可 见 Ao = im(Alb(Y) x k' — A") 具有 kk- 阿 贝尔 徐 结 构 , 其 维 数 不 
大 于 do. 4& Ai Jy Ao Æ Ac k' 中 的 原 象 , 则 As. HA USE LZ A ESI ELE 
žk < do +g, m im(X' — A) C Ai, Am dim(A,) € do +g. W d X Ap 
的 最 大 可 能 维 数 。 

对 任意 阿 贝尔 艇 4 RER u: U > A, EX pn: U AJ 
In(X1,...,24) = (z1) 十 … 十 HAzn)。 若 dim(im(un)) = dim(im(qs41)), 
则 易 见 im(u,41) C im(us) — A^, 而 A Jy A 的 阿 贝 尔 子 簇 , 由 于 alU) 
生成 A 有 A = Au 故 诱导 态 射 U” 一 A, (滥用 记号 仍 记 为 un) 
为 支配 的 ,从 而 ya 为 支配 的 。 记 K = kCX7), B X7 的 有 理 函 数 域 。 
W 4,4 使 得 dim(A,) = d, 并 令 K, H im(ua) 的 函数 域 , 则 Kj 可 以 
看 作 K 的 子 域 。 若 4' 为 男 一 个 阿 贝 尔 簇 而 Ww :UV — A XGA 则 
u” = (mp): U > A" = A xy A 给 出 一 个 有 限 扩 张 Kj D Ku. 8 
Ko CK 为 Ky dk K pir fe Ben, WA AK,» C Ko, Ht s gg L1.8 可 
知 Ko 是 Kj WARP 34. Hos A”, u” WR A, p 可 使 IK, 最 大 , H. 
不 妨 设 A= An, 从 而 Kj S k(A) 我 们 来 证 明 CA.) X X 的 阿尔 巴 内 

IHEM JL ZR. A 及 任意 1 :U0 一 AS Ene KO) S Kc 
Ky, S k(A), 这 诱导 有 理 映 射 0: Acn AL > 4, 由 引 理 1 可见 9 实际 
上 是 态 射 。 由 定义 有 doHma — ua. C Óóopn — p. WA o m Kw > Kp nt 
一 决定 。 证 毕 。 


命题 2. Wb X HR k ERRI, 使 得 Pic (X/k) 的 约 化 结构 A = 
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Pic (X/k) 为 阿 贝 尔 簇 (lin k HEART X 在 及 上 光滑 ), 则 有 
Alb(X) & Â = Pi (Xk) (1) 
WAAN ux: X Â m Px M Pay 诱导 。 


证 . 按 命 题 2.6 将 A 与 4 Silo. 1 Po Oo X EMRE X xA 
上 的 限制 , 且 记 PA, 为 Â ftr pede Ax A 上 的 限制 。 由 庞 加 菜 层 
的 泛 性 有 唯一 kÆ ux X Â 使 得 


(ux Xk idA)* PA = Pk (2) 


设 B AMNERE f:X- BO kA." f ATAA 广 B = 
Pic (B/k) 一 Pic (X/k), hF B JIEM NIKIH B o B (命题 2.6), f* 
的 像 在 4 中 , 从 而 诱导 阿 贝 尔 簇 的 同 态 g: B — 4 使 得 


(idx xx g)* Px 4, & (f xx idg)* Po. (3) 
而 9 诱导 阿 贝尔 徐 的 同 态 了 :4 一 Bc B 


(id 4 x 9)" PA jy S (Ô xx idg)" Pp (4) 


由 (2). (3) 和 (4) 得 

(8 9 ix Xx idg)* Pyr S (ux xx idg)* (9 xx idg)* P5, 

= (ux xx idg)* (id 4 xx g)*P5 ji 

= (ux xy idg)* P5, 

= (idx xx g)' (ux xx ida) PS, 

= (idx xx 9) Py i 

= (f xx idg)* P5 (5) 


庞 加 莱 层 的 泛 性 有 f=ĝoux, H. ĝ h g 唯一 决定 。 证 上 毕 。 


故 


命题 2 和 命题 2.3 xr X.Y 为 域 上 的 光滑 射影 徐 则 


Alb(X xy Y) = AIb(X) x Alb(Y ) (6) 
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事实 上 (6) 对 任意 有 光滑 -点 的 代数 徐 X,Y 都 成 立 : 记 Z — X xY, h 
定理 1 存在 AID(X), AIb(Y) 和 AIb(Z), 分别 记 ux : X> Ab(X), ny : 
Y> Alb(Y) 和 uz : Z> AIb(Z) 为 典范 有 理 映 射 。 令 ro € X, yo € Y 
为 光滑 有 点 , 不 妨 设 x (x0) = OAm(x). Hy (yo) = OAnm(v). Mz((xo.yo)) = 
0416(2); W ux Xk uy : Z> Alb(X) xy Alb(Y) 诱导 同 态 f : Ab(Z) 一 
Alb(X) xy Alb(Y), ifj X S X xk (yo) ^ Z AFAA gi: Alb(X) 一 
Alb(Z), Y & (xo) xk Y 一 2 诱导 同 态 ga : Ab(Y) 一 Ab(Z), Ej W 
fo(gı +92) = id am(x)x, Au(v). 而 由 AI(Z) 的 泛 性 有 (g1--go)o fouz = 
uz, 从 而 (g1-- g2) o f —idan(z)s IZ 


推论 2. Wr X,Y WIR k EDUC BLUE OG 大 点 , 则 (6) 成立 , 且 当 
六 ,为 光滑 射影 徐 时 (6) 与 命题 2.3 给 出 的 同 构 的 对 偶 一 致 。 


推论 3 (4$ E X 3? (Torelli's theorem)). 设 C 为 代数 闭 域 上 上 的 光滑 完 
备 曲 线 。 对 于 是 够 一 般 的 点 P E Ca, 令 L= Opio) (Z), 其 中 Z 为 命 
题 1 中 的 除 子 , 则 óc 为 Pic? (C/k) 的 主 极 化 , H. (Pic (C/k), óc) 在 同 
构 之 下 唯一 决定 C。 


证 . 记 A = Pid (C/k), p: C ^ AJ fa li Liv) 中 的 态 射 , 0:C 一 4 为 
命题 2 所 给 出 的 态 射 。 由 命题 1.v), 对 足够 一 般 的 了 有 u* c(-(g71)P) & 
Oc(P). 4 ui : C — Pic (C/k) y u 5j Oc(P) € Pic (C/k) 所 给 出 的 习 
移 的 合成 , 则 由 命题 Lii) 可 见 对 几乎 所 有 的 闭 点 Q € C. Por 在 1 (Q) 
上 的 纤维 同 构 于 Oc(@)。 故 有 以 = óc ea。 但 由 命题 2 (À p^) 也 是 C 
的 阿尔 巴 内 塞 簇 , 故 de 为 同 构 , 即 为 主 极 化 。 

注意 如 (C) > 0, 由 推论 2.2.vii) 可 见 X(C) = 加 (C)， 从 而 由 推论 
2.2.vi) 可 见 A* (C) = 1, 故 Z 由 /唯一 决定 。 由 oc 是 同 源 可 见 A 上 的 
任 一 具有 数值 类 [C] rampa e pg T6 Tz £ (对 某 个 ze Ca), 故 由 óz 
可 以 得 到 某 个 Z = T,(Z) C 4。 以 下 我 们 来 说 明 (4, óc) 在 同 构 之 下 唯 
—HguEC.Mg—0m CePLXg—1Im Cs4, 故 以 下 只 需 考虑 
9 > 1 的 情形 。 


N 


Aki f: ZT A971 H (z1, 25 a) 9 (z1 219-22, 5 219-291)» 
将 C 看 作 4 MEER. IB Z 的 定义 可 见 有 双 有 理 满 态 射 f: 
Z'. ii X = CC- e (C971), 其 点 记 为 (yi s goi) (9i V1 € 
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C9-1), 4& F: X — A971 为 态 射 
Wr a1) > (F'n), (1) + f (2). G1) + f'(823)) (7) 


则 易 见 五 = fof. rmi Li) 可 见 pro (y 0 F : X — A97? 是 满 
deb. HEERE TE U CAT? 使 得 X 在 任 一 闭 点 EU 上 的 纤维 
同 构 于 C. fiii y: C 一 4 是 闭 嵌 入 可 见 im(f) Æ u 上 的 纤维 同 构 于 
C。 因 此 由 f 就 可 以 在 同 构 之 下 决定 C。 证 毕 。 


习题 


1. 设 X HEAR k ERRAI. WEHI k KHERDI k A Alb(X ex 
k") = A(X) Dp k', 


2. 设 X HEAR k FERRIE (不 必 是 拟 射 影 的 ), 证 明 ADX) 具有 
如 下 (有 理 意义 的 ) 泛 性 : 对 任意 RURCHO S 上 的 任意 阿 贝尔 概 形 A 
及 任意 5S- 态 射 M: X xk S 一 4 存在 射影 双 有 理 态 射 S 一 S RE 
一 5'- 阿 贝尔 概 形 同 态 : A(X) xr S' — A! xs S! WE u xs ids = 
po(lu xkids') : X xy S' 一 4 xs S', 


3. 设 X 为 诺 特 概 形 S 上 的 阿 贝尔 概 形 , Y 一 5 为 具有 儿 何 整 纤维 的 光 
沿 概 形 ,UV C Y 为 5- 忠 实 平坦 开 子 概 形 。 证 明 任 一 5- 态 射 U — X 可 叭 
一 扩张 为 Y d X qt Sca. 


4. W X HWRE 5 上 的 具有 几何 整 纤维 的 平坦 紧 群 概 形 。 证 明 失 为 
5- 阿 贝尔 概 形 。( 提 示 : 仿照 推论 1 的 证 明 方法 并 取 有 限 平 坦 基 变换 。) 


第 5 节 附录: 复 阿 贝尔 簇 的 解析 理论 概要 


1. 复 环 面 


BV = Ct, A C V 为 秩 为 20 的 (有限 生成 的 自由 ) 阿 贝尔 子 姓 , 则 
A 是 离散 子 群 当 且 仅 当 A@ 及 = ( 即 人 包含 V 作为 实 向 量 空间 的 一 组 
基 ), 此 时 我 们 称 A 为 V 中 的 一 个 格 。 
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设 人 CV 为 格 ;, 则 站 的 加 法 李 群 结构 诱导 X — V/A 的 一 个 紧 致 连 
通 交 换 复 李 群 结构 , 我 们 称 X 为 (9 维 ) 复 环 面 。 由 李 群 论 可 知 Lie(X) 
为 g 维 交 换 复 李 代数 , 且 X 的 切 从 Tx 平凡 , 即 Tx SX x Lie(X). 1t 
意 由 于 X 紧 致 , Lie(X) 就 是 六 的 所 有 向 量 场 组 成 的 李 代 数 。 

EHRE X 是 可 除 群 , HA X[n] = ker(nx) & (Z/nZ)?, 其 中 
nx :X >X AAA c nr, ARRIE, X 同 构 于 29 个 圆周 51 的 直 
积 。 但 应 注意 , 尽管 Lie(X), lim X[n] 和 和 作为 实 流 形 均 可 分 解 为 直 积 ， 


X 本 身 一 般 却 连 非 平凡 子 复 环 而 都 没有 。 


fj 1. 设 g =2。 通 过 复线 性 变换 , 可 设 A 有 生成 元 (1,0), (0,1), m = 
(Til,7l2), T2 = (721,722). dl T = (Ti)。 一 个 区 的 1L 维 子 复 环 面 等 价 于 V 
的 一 个 1 维 复线 性 子 空间 W, 它 包 含 人 的 一 个 秩 为 2 FE OW OA 
的 一 组 生成 元 v1, vo. 其 中 vi = ai1(1,0) 十 qi2(0,1) 十 Qi37T1 十 Qi472 (aij € Z), 
则 存在 cE C 使 得 v = cv1。 由 此 得 到 


(a11 十 al3711 十 Q14721)(Q22 + a23T12 + 24722) 


(1) 


(a21 十 a23711 + Q24721)(Q12 + Q13712 + Q14722) 


dic AÉUE RE. 则 L, Tij, TijTh (EQ 上 线性 无 关 , 此 时 由 (1) 可 见 vi, vo 
dE Q 上 线性 相关 , 与 所 设 了 矛盾 , 换言之 此 时 X 没有 1 维 子 复 环 而 。 


TX 没有 非 平凡 子 复 环 而 , 则 称 X 为 单 的 。 

我 们 知道 ( 见 [L-5]) 任 一 切 从 平凡 的 紧 致 复 流 形 X. 必 为 形 如 G/H 
的 齐 性 空间 , 其 中 G 为 复 李 群 而 五 C G 为 离散 子 群 , 且 此 时 Lie(G) W 
构 于 X 的 所 有 向 量 场 组 成 的 李 代 数 。 


引 理 1. Wr X 为 紧 致 连通 复 流 形 , 具有 平凡 切 从 , 则 下 列 条 件 等 价 : 


i) X 具有 李 群 结构 : 
i) X 的 所 有 向 量 场 组 成 的 李 代数 是 交换 的 ; 
iii) X 为 复 环 而 。 


证 . iji): 我 们 只 需 证 明 任 一 紧 致 连通 复 李 群 XX 必 为 交换 焙 (因为 X 
上 的 向 量 场 组 成 的 李 代 数 同 构 于 Lie(X))。 考虑 映射 0: X x X X, 
(g.h) =œ ghg ht, 显然 o 是 解析 映射 , 且 当 gh 中 有 一 个 等 于 6 时 


296 


SEVERE BUR ESAE 


Olg, h) =e. Bt e 的 一 个 开 邻 域 UCX 使 得 UV 上 有 局 部 坐标 £1,- En 
4 V-—XxX-ó6-Y(U), W V Jy X x X PRAE, 故 为 紧 致 集 , 从 而 
pri: XxX — X dg V Bs] X 的 一 个 闭 子 集 。 3X pr (e) c 67 (U), 
可 见 达 = 和 -pr(V) 为 入 的 非 空 开 子 集 (因为 ee U^). HERE g € U', 
prj'(g) = {9} x X C 98-1(U), 故 对 任意 (1 <i <n), 67 (U) 上 的 解析 
函数 加 (zi) YE (9) x X 上 的 限制 为 常数 (因为 {9} x X 是 紧 致 连通 复 流 
JE), 这 说 明 ó((9] x X) 为 一 个 点 , 再 注意 olg, e) =e 可 见 ó((9) x X) =e, 
BU g dk X kpe hT X h U' ÆR, 可见 X 是 交换 的 。 

i-i): 4 Ox Jy X 的 所 有 向 量 场 组 成 的 李 代 数 , 则 Ox 可 以 看 
作 一 个 加 法 复 交换 连通 李 群 , 记 为 G。 由 于 Ox 是 交换 李 代 数 , 指数 映射 
exp : Ox 一 Aut(X) HFPA (参看 [L-5])。 而 由 于 X 的 切 从 平凡 , G 
在 基 上 的 作用 是 可 迁 的 。 任 取 ze 和, 则 z 的 安定 子 群 五 CG 为 离散 
FIA X & G/H, 由 于 XX 是 紧 致 的 , 由 上 所 述 H 必 为 G 中 的 一 个 格 ， 
从 而 X 是 复 环 而 。 

ii)—i) 平凡。 证 毕 。 


对 于 一 个 复 环 而 X = V/A, 上 而 我 们 看 到 典范 同 构 Lie(X) = V. 
此 外 可 以 将 了 看 作 X WITRE D, 这 样 就 不 难看 到 典范 同 构 人 S 
m(X) & Hi(X,Z), 其 中 Hi 为 拓扑 空间 的 奇异 同调 。 我 们 注意 H(t, 
Z)  HW(S!,Z) & Z (这 里 Hi 为 拓扑 空间 的 奇异 上 同调 , 由 德 拉 姆 定 
理 可 知 它 与 德 拉 姆 上 同调 一 致 )) 由 X S (51)29 应 用 居 内 特 公式 可 得 
H(X, 2) = (Z)U) 对 所 有 非 负 整数 i 成 立 。 特别 地 , 可 以 将 H'(X.Z) 与 
AY = Hom(A, Z) 等 同 起 来 。 由 此 得 


引 理 2. 对 于 一 个 复 环 而 X = V/A i Weis 
H(X,Z)z AY (ieN) (2) 


其 中 右边 可 以 看 作 所 有 A 上 的 整 值 交错 iJ IR REALE o 


2. 直线 从 


设 X 为 紧 致 连通 复 空间 , 则 X 上 层 的 上 同调 可 由 切 赫 上 同调 给 
出 。 故 H'OX OX) 的 元 可 由 2- 上 链 给 出 , 即 对 X 的 一 个 开 覆 盖 (CU: < 
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i <S r}, 在 每 个 U; QU; 上 给 出 一 个 函数 fi; € OX (U; QU;), 使 得 对 任意 
ijik <r, Æ UNU NUkr 上 有 fafi = fire AEF X 上 的 一 个 直线 
Jk. dí H'(X,OX) AF X 上 的 直线 从 组 成 的 群 , 即 皮卡 群 Pic(X)。 


由 正 合 列 
和 (1) 
(其 中 Zx 为 整 常数 层 ) 及 五 "(X,Ox)=C 得 长 正 合 列 
025 Hi(X,Zx)— H!(X,0x) HX, ON = H?*(X,Zx) (2) 


意 H'(X,Zx) 和 H?(X, Zx) 为 有 限 生成 的 阿 贝尔 群 。 对 任意 直线 从 
本 € Pic(X), a (L) 称 为 工 的 1 ARX. RINER V = H'OG Ox) 为 有 
限 维 复线 性 空间 , 而 在 很 多 情形 , HX, Zx) 在 HX, Ox) 中 的 象 A 为 
离散 子 群 , 从 而 V 在 H(X, OX) = Pie(X) 中 的 象 Pic?(X) & V/A, 这 自 
然 地 给 出 Pic(X) 的 李 群 结构 , 而 PicCX) /Pic? CX) 为 有 限 生 成 的 离散 阿 

贝尔 群 (实际 上 , 此 时 Pic(X) 可 以 定义 为 一 个 精细 模 空 间 , 即 代 表 Pic BR 

子 )。 在 光滑 ( 即 为 流 形 ) 的 情形 , hih ASR = V, $i Pic? (X) 
Ju XR df. dX 不 光滑 , 则 Pic (X) 不 一 定 是 复 环 而 , 例如 复 射影 平 而 
中 的 奇异 曲线 YZ = X? 和 Y22 — X?(X — Z) 的 皮卡 群 都 同 构 于 Gc 
( 非 零 复数 的 乘法 群 )。 

设 X AUM V/A, T: V 一 为 投射 , 则 有 范畴 等 价 
CX Er vL AREE) e {V 上 的 阿 贝 尔 群 层 , 带 有 A 的 作用 , 与 人 
在 V 上 的 作用 相 容 } 


其 中 对 上 的 层 FRAT V ERWE 大 ,而 右边 的 一 个 对 象 9 对 应 于 关 
上 的 层 9/A。 故 对 X 上 的 任意 阿 贝 尔 群 层 FB OY. (参看 一 般 的 同 
调 代 数 教科 书 , 如 [L1, 定理 XII.4.1]) 


E3” = H?(A, H*(V,n*7)) > H"(X, F) (3) 


(这 里 H" (A. -) 为 群 的 上 同调 , 其 定义 可 参看 有 关 的 同调 代数 教科 书 , 在 
[L-2] 中 还 有 一 个 变化 了 的 定义 )。 特别 地 , 若 取 大 = OX. 则 a7 — OV， 
ii € = HV(V,Ov), 即 VV 上 的 全 纯 函数 的 加 法 群 , 不 难 验证 H?(V,O$) = 
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=*, 即 V 上 处 处 非 零 的 全 纯 函 数 乘法 群 。 事实 上 , 对 任意 f € H?(V, OY) 
存在 hc WEE fS e^ Qi zg 为 了 的 坐标 , 则 有 全 纯 函数 
[o^ 2 有 | 有 K h HW 22,- 2n 的 函数 , 由 此 不 难 归纳 地 得 
到 门 。 另 一 方 而 , 对 任意 9 > 0 有 HY?(V,OY$) = {1} (证 明 不 很 平凡 , 参 
看 例如 [GH, p.47]), suf Jc s Kg 


H"(X,OX) € H"(A,E*) (4) 
类 似 地 , 对 任意 4> 0 有 H*(V, Ov) —0 (参看 例如 [GH, p.46]), H*(V.Z)— 
0 (因为 V 同 伦 于 一 个 点 ), MUR 
H"(X,Ox) € H"(A,E) (5) 
以 及 
H"(X,Z) S H"(A.Z) (6) 


H. (1) 给 出 的 长 正 合 列 也 可 以 由 这 些 群 的 同调 给 出 。 

我 们 下 而 具体 地 看 一 下 这 些 同 构 , 特别 是 在 n= 1,2 时 的 情形 。 

Xt L € Pic(X), 则 L 所 对 应 的 H'(A.E*) 的 元 可 以 这 样 给 出 : 任 取 
V 上 直线 从 的 同 构 8: 一 CxV, 则 人 A 在 CxV 的 作用 为 对 任意 
和 EA 给 出 一 个 CxV 的 自 同 构 


A(a, v) = (ex(v)a, v + à) (T) 

其 中 ex € E*, 而 对 任意 入 ,入 EA 有 (和 二 入)(a,v) = 入 (入 (a,v)), 即 
€xex (v) = ex(v + A)ey (v) (8) 
这 就 是 H'(AE*) 中 的 上 链条 件 。 若 将 o RA golf) (f € E), w 
ex(v) 换 为 ex(v)f(v + Afw), 与 ex(v) 相差 一 个 上 边缘 , 这 就 给 出 
Pie(X) 一 H!(A,E*). 而 &(L) € H?(A,Z) 可 以 如 下 给 出 : 对 每 个 入 E 人 


取 hy € E fif e — ex, ha 的 取 法 可 相差 一 个 2rV- 工 的 整数 倍 , 从 而 
对 任意 和 ,入 € A, 上 边缘 


hax = hy (v + A) — haa (v) + ha (v) (9) 
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的 值 为 2rV= 工 的 整数 倍 (因为 e» = 1), f v Te 所 有 FA, yN) = 
zzv 组 成 一 个 2 上 链 (HI Z?(A.Z) 中 的 元 )， 它 给 出 ci(Z) < 
H?(A, Z). 

我 们 下 而 要 用 到 关于 复 流 形 X 的 Dolbeault 定理 : H(X, 9%) S 
H$"(X) (参看 [GH, p.45])。 对 X = V/A 的 情形 有 


R 


Hom(A,C) & Hom(A, Z) 8 C = H'(X,Z) & C & H'!(X,C) (10) 
4 T = Homc(V.C), T = Homc.awi(V. C), WA 
Hom(A,C) & Homg(A ® R,C) € Homg(V, C) To T (11) 
Hep T 2 H*(X, OL) m T= HY(X,Ox). mls 2 得 


H*(X,C)& 2(TeT)& TeTecT oT (12) 


其 中 ^T = H?(X, Ox). 
由 (1) 给 出 的 长 正 合 列 可 知 


im(c1) = ker(H?(X,Z) > H?(X,Ox)) = ker(H?(A,Z) > A27) (13) 


注意 H?(X,Z) > H?(X,Ox) 经 过 H?(X,C), 而 H?(A,Z) 的 元 都 是 实 
的 , 故 由 (12) 可 见 一 个 H?(A.2Z) 的 元 在 (13) 右边 当 且 仅 当 它 在 7T cT 
中 , Bp 


im(ci) = H?(A, Z) N (T &c T) (14) 
不 难看 出 对 任意 已 e H?(X,C), E € T 8c T 当 且 仅 当 对 任意 z,yEV 有 
E(v/—iz, V-1y) = E(z, y) (15) 


而 这 又 等 价 于 Elx, V/—1y) 是 (E) 对 称 二 次 型 。 
上 面 给 出 的 2- 上 链 F(A, X j= = gmh (VA, Ac A) 可 以 得 到 一 
个 反对 称 二 次 型 : 令 

B(A N) 三 udis A) — F(A, 1)) 
z— (hy (v + A)  hy(v) — ha (v + A) — hx (v)) 


(16) 
9x xy 
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注意 了 满足 上 链条 件 

F(A2, A3) 一 下 (Ai 十 Xa,X3) + F(41,À2 + A3) — F(à1,à2) 20 (17) 
将 (17) ŒA (Ci23). 则 由 (C123) + (C312) — (C132) 得 E(A3, A1 + à2) = 
E(A3, A1) + E(à3, 22), 由 此 可 见 五 为 反对 称 双 线 性 的 。 这 样 就 给 出 一 个 
映射 H?(X,Z) 一 互 om(A2A;2), 它 实际 上 就 是 (1.2) 在 i — 2 时 给 出 的 
同 构 。 综 上 所 述 得 
命题 1. 设 复 环 面 X = V/A, 则 有 一 一 对 应 

im(ei) > (E € Hom(^2A,Z)|E 9 R 3 (15) (18) 


注 1. 不 难 验证 存在 一 一 对 应 
H > ImH 
E(V/—1z, y) + V-1E(z, y) E 
(比较 [LO, 838.1])。 故 由 命题 1 可 知 im(ei) 与 下 而 的 集合 一 一 对 应 : 
(V. 上 的 埃 尔 米 特 型 H, 使 得 E = ImH 是 实 交错 形 , 且 五 在 AxA 


下 面 我 们 进一步 来 看 如 何 由 陈 类 给 出 直线 从 。 由 命题 1, 给 定 陈 类 相 
当 于 给 定 E, 而 由 注 1 这 又 相当 于 给 定 1 五 。 对 反对 称 双 线性 型 E 可取 标 
准 基 , ARI A 的 一 组 生成 元 À; (1 < i € 2g) 4E EQ Ag+j) = diðij 
(1& i,j < g), IEP d; 为 正 整数 ， ijik “|dn。 换 言 之 , 在 这 组 生成 元 下 


E RHH KE eD 

L5 ^ ) (19) 
其 中 D = diag(di,do,...), 4 
ha(v) = TH (v, A) 4- by (20) 


其 中 ba (对 每 个 A) 为 任意 常数 , 则 易 见 (16) 满足 (事实 上 , 这 是 (16) ft 
有 的 线性 解 ), 而 (9) 须 为 2rV1 的 整数 倍 , 将 (20) 代入 (9) 化 简 得 到 
HO A2) T RN T bx, = Diiia) € /—1Z (21) 
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ła = yea + H(A, à), 则 (21) 化 为 


1 
Cai + Cas Ot + EN,N) € Z (22) 


这 个 方程 总 是 有 解 的 , 例如 可 对 入 = Xm 取 ex = xm Mg+io TE 

意 (22) 说 明 Im(ca) 对 入 是 加 性 的 ， 可 将 A e Im(e) 扩张 成 一 一 个 C- 
线性 映射 4 : V — C ( 先 任意 扩张 成 实 线性 映射 v: V — C 再 令 
lv) = vw) - V—Ié(v/—1v)). 注意 上 链 {ha} 可 以 用 一 个 上 边缘 ( 即 一 
个 C- 线 性 映射 V — C) 修改 , 故 可 用 ex — V=I%(A) 代替 ca 而 不 影响 
直线 从 的 构造 。 这 样 得 到 的 ex 都 是 实数 。 令 a(A) = exp(2rV 一 Icx), W 
(22) 等 价 于 a(Ai + A2) = eV TrPO 99 a(A1)a(A2), 再 令 


ex(v) = a(A)e 7 H2) *0HO.A)/2 Dd 


则 不 难 验证 (8) 成 立 , 这 就 给 出 一 个 直线 从 , 其 陈 类 为 E, WA L(H.o). 


命题 2 (Appel-Humbert). X 上 的 任 一 直线 从 形 如 L(H.o), 且 唯 一 决 


定 a。 


iE. 先 证 明 o 的 唯一 性 。 d? H = 0 而 a 定义 平凡 直线 从 , 则 由 定义 存 
在 9es* 使 得 gw 十 入 ) = g(v)a( 和 ) 对 任意 v € V, A € A RZ., 注意 
|a(A)| = 1, 可 见 g AR, 故 为 常数 , 从 而 a = 1。 注 意 


L(Hi,01) x x L(Ho,02) SL(Hi 十 五 2,alao) (24) 
S P NU (H.o) 组 成 的 集合 , 则 可 定义 卫 HAIE 
(H1,01)(H5», a2) = L(Hi + H2, 0102) (25) 
而 (H,a) > L(H, a) iiA A p: P — Pic(X), 上 而 所 证 的 断言 
等 价 于 ps. 


下 面 来 证 明 o 的 存在 性 , 这 等 价 于 / 是 满 同 态 。 首 先 , 由 前 述 可 知 
im(c1 o u) = im(c1), 故 只 需 证 明 ker(c1 o u) = ker(c1) (= Pie (X)) 即 
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"f. 4 G 为 所 有 绝对 值 为 1 的 复数 组 成 的 乘法 群 ( 同 构 于 SOS (R)), 易 
J, ker(c1 o y) 兰 互 om(A,G)。 我 们 有 交换 图 


FIAC 一 二  HWA,g) 


|- | e 


H!(X,C) 一 一 H'(X,Ox) 


注意 由 (2) 可 见 exp* : H'(X,Ox) 一 H'(X,OX) 的 象 为 Pic? (X), 而 由 
Dolbeault 定理 可 见 了 是 满 同 态 , 这 就 是 说 对 Pic (X) 中 的 任 一 直线 从 
L, 可 取 (8) 中 的 ex(v) 只 与 入 有关。 由 前 而 的 方法 , 可 取 ex € G, 从 而 
L = L(0,a), 其 中 a(A) =ex。 证 毕 。 


注意 LH, a) 的 一 个 截 口 相 当 于 proa :C x V — V 的 一 个 人 -不 变 截 
口 , 即 一 个 解析 函数 9:V — C 使 得 


Olu + A) 2 a(A)e"H C3*7HO.39/296) (Ye A € A) (27) 


这 样 的 函数 称 为 9 函数 。 


3. 复 环 面 为 阿 贝 尔 簇 的 莱 夫 谢 茨 条 件 


WX HUM. F X 有 代数 结构 , 则 由 GAGA 定理 ( 见 [Se]) 可 知 
其 代数 结构 是 唯一 的 , 此 时 X Aou PI UA AA, ots En UL IR ACE A Jb 
的 , 这 一 事实 不 仅 可 以 用 解析 方法 证 明 , 也 可 以 用 代数 方法 证 明 ( 见 推论 
4.1)。 下 面 考虑 X Ju IS SES Dri E AE TIE o 

我 们 知道 X 为 射影 簇 当 日 仅 当 X. 上 有 一 个 丰富 可 逆 层 , 而 由 命题 
2 可 知 任 一 可 逆 层 形 如 L(H. o), 下 面 将 看 到 LH. o) 是 丰富 的 当 且 仅 当 
H 是 正定 的 , 此 时 我 们 称 及 为 X ff A EE, 

如 果 H 是 退化 的 , 令 


W = Ht = (x € V|E(z,y) -0 Vy € V) (1) 


为 C- 线 性 子 空间 , 且 环 mA 为 环 中 的 格 ( 因 为 五 可 以 看 作 A 上 的 整 
值 二 次 型 的 扩张 )。 若 9 为 LH, o) 的 一 个 截 口 , 则 对 任意 和 E 环 mA 有 
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(v +A) — a(3)6(v) (vv € V), 由 此 可 见 对 任意 v E V, 函数 0(v + w) 对 
w € W 有 界 , 从 而 为 常数 (与 w 无 关 ), 这 就 给 出 VV 二 V/W 上 的 函数 9 
IER O = bop, 其 中 了 :站 一 站 为 投射 。 易 见 0 X9 A — A/(WrünA) CV 
上 的 9 函数 , 相应 的 埃 尔 米 特 型 为 H 在 上 诱导 的 埃 尔 米 特 型 ， 记 为 
H. hEn g, H 退化 的 情形 可 以 化 为 非 退 化 的 情形 来 研究 , 而 在 退化 的 
WE L(H, a) 一 定 不 是 丰富 的 , 因为 任意 工 ( 恕 ,Q)” 即 使 给 出 六 到 射影 空 
间 的 态 射 也 一 定 经 过 X — V/A. 

WR 五 是 非 退 化 非 正 定 的 , 取 w € V 使 得 H(w,w) < 0, 并 取 紧 至 
TR D CV 使 得 V = DA, 则 对 任意 ce C nude D, Ac A 46$ 
cw =d+. HER VEV 有 


law + cw)| -— |6(w + d)|e"ReH r4) -*7H Q.30/2 (2) 


固定 v. 注意 当 Je] — oc 时 , ew + d) = O(1), Re(H(v + d,X)) = O(c), 
H(A, A) = le H(w,w) + Ol), 从 而 (2) 右 端 趋 于 0, 由 最 大 模 定理 有 
8 — 0。 这 说 明 此 时 T(X,Z( 玉 ,a)) = 0, L(H.o) 当然 不 可 能 是 丰富 的 。 


引 理 3. 设 互 是 正定 的 , 则 


dime H?(X, L(H,o)) = vdet E (3) 


证 . 我 们 用 傅 里 叶 展开 来 构造 9 函数 , 为 此 先 将 其 化 为 周期 函数 。 

注意 E 非 退 化 , 可 取 标 准 基 Qu) (1 < i < 2g) 使 得 E AONO EF 
(2.19), 其 中 每 个 di > 0。 所 有 和 i 十 和 gti 生成 人 关于 加 的 一 个 全 迷 向 子 
WE A^. 4 V'— M GR, W VA VIV = 0, 这 是 因为 它 是 V 的 复线 性 
子 空间 , 在 其 上 H 的 限制 为 零 , m H 是 非 退化 的 。 这 样 耻 = V' Gg C, 故 
可 取 VV 上 的 复 双 线 性 型 B (ESI B fü H dk V' x V' 上 的 限制 相等 。 由 于 
H 是 左 线性 的 , 可 见 


H — B|vxv: =0 (4) 
W 0€ H?(X, L(H, o), 则 由 (2.22) 可 取 A' 上 的 加 法 特征 标 x^ 使 得 
o(X) = e7V-1X 0) (VY € A") (5) 
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将 X' 复线 性 地 扩张 到 VV。 令 0*(v) = e-7B6C:0706(v), 则 由 (2.27) 有 


8* (v + A) = a(Aje7 UT -DX)*700-B)0)/2*() (vo € V, Ae A) (6) 


故 由 (4) 和 (5) 可 见 e7?7V 71 O0 8* (v) A A 的 周期 。 4 A^ = Hom(A',Z), 
看 作 Homc(V. C) 的 加 法 子 群 。 由 e-?7 oov) T A 的 傅 里 叶 展 
开 可 得 


0*(v) = bD eye?" V -Yocrx E) (7) 
xe& 
WE A € A, A € A', WI 


(H — B),4) = HON) - BA, X) = -2V-TIm(H(A, A))) 
= IIBGA) 


(8) 


IER AEA, EXA 上 的 一 个 特征 标 和 使 得 A(X) = EN, A) (YX € 
AP). (8) 可 改写 为 

(H — B)(v, A) = 2/.-1À(v) (9) 
将 (7) 代入 (6) 化 简 得 
和 eye?" V -Yoctx )(A)e2rV 一 TXT+X (v) 


xeÁ f ín 
= o(A)e* V 130) y eye?" -Tocex +Â) (u) 
x€A' 
比较 两 边 的 系数 得 
cs a(A)e 1409-21 I Ne a1) 
4 iA S ÁREA HII A Â, 则 由 A 的 迷 向 性 有 交换 图 
0 一 个 > A ，A/A' 一 0 
| | | a2) 
0 一 A/A QÀ— R20 


其 中 7 为 限制 映射 。 由 (11) 可 见 所 有 cx 由 其 在 coker(e) (HA BRI) 中 
的 代表 元 上 的 值 决定 。 我 们 来 说 明 , cx 在 一 组 代表 元 上 的 值 可 以 任意 取 
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(由 此 即 可 得 到 0 函数 ), 为 此 只 需 考虑 对 某 个 xo € A 有 cx —1H 
HA x E Ñ -— {xo +im(E)} 有 cx =0 的 情形 。 此 时 (7) 右 端 由 常 
3o Eeim lexoex 1e?" IC?! 所 界 , 由 (11) 可 见 这 又 由 


常数 . 5 eT™E(A,A)+el|Al] (13) 
Aeim(e) 
MR. WR IME 在 im(e) 上 诱导 的 二 次 型 是 负 定 的 , 这 是 因为 , 任意 入 EA 
HRH ASN +V", HR AN, A € AL 从 而 有 
ImE(A, A) = ImA(X) + ImV/.-1À(A") = Â(A”) 
= B(A", A) = B(A", /—1A") = - H(A", A") 


(14) 


ij A" =0 ?4 Bf? r(À) =0。 由 此 可 见 (7) 的 右 端 在 任 一 紧 致 集 上 一 致 
收敛 。 
这 样 我 们 就 找到 H9 CX, L(H, o)) 的 一 组 基 , 其 元 素 与 coker( 引 的 元 
一 一 对 应 , 即 
dime H? (X, L(H,o)) = 3£coker(c) (15) 
再 注意 coker(c) 兰 coker(elA')2 ( 卡 迪 耶 对 偶 ), 由 (12) 有 正 合 列 


0 — coker(€)? 一 coker(e) 一 coker(€) — 0 (16) 


特别 地 有 (Xicoker(e))? = #coker(e) = det E, 这 就 得 到 (3)。 证 毕 。 
命题 3. 若 H 是 正定 的 , 则 对 任意 m > 3, L(mH, o") 是 极 丰 富 的 。 


证 .为 简单 起 见 设 m = 3。 首 先 注意 , 车 0 € H (LH, o)), 则 对 任意 
abeV 有 
"H(v—2a,X) - x H(v — b, 4) - 3H(v - a-- b, A) - 34H(4,2)/2 


17) 
= 3n H (v, A) -34H(4, 4)/2 (Vv € V,.A € A) 


(2.27), 这 说 明 9(v — a)8(v — b)6(v +a + b) € H*(L(3H,o?)). H51 
Hb 3 存在 9 40€ H(L(H,o), 对 任意 we V 可 取 a,b c V 使 得 
(v — a)&(v — b)6(v +a +b) # 0, 这 说 明 线性 系 H*(L(3H,o?)) 无 基点 , 从 
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而 给 出 一 个 解析 映射 O: X — PE, 其 中 N = dime H*(L(3H, a?)) 一 1。 
以 下 证 明 O ARA, 为 此 需要 验证 O 分 离 点 且 分 离 切 空间 。 

Wp: V — X NUM. B v, v € V flf Oop(vi) =6oploo), WH 
dE y € C* 使 得 对 任意 ó € H'(L(3H,a?)) 有 ó(v») = yó(vi), 特别 地 , 对 
f£3X 0 #0 € H*(L(H,o)) 有 


(vı — a)6(vi — b)0(vi +a + b) = A6(vo — a)0(vo — b)6(vo +a +b) (18) 


看 作 a 的 函数 并 应 用 dlog, 得 


w(v, — a) --w(v; +a+b) w(vo —a)--w(vod-a--b) (Va,b € V) (19) 


Iep w= 图。 这 说 明 dlog SER = w(va +v) (vi v) 是 平移 不 变 的 ， 
从 而 等 于 某 个 dli, JE Ly V. 上 的 线性 函数 。 积 分 得 


0(v + vo) = cel? (v) (20) 


其 中 ceCr,vo = vo 一 vi。 对 任意 和 eA, 将 (2.27) 代入 (20) 4 e7P (99) = 
eO), gp 
7 H(vo, A) — (A) € 22 / —1Z (21) 


由 于 H(A, vo) — H (vo, A) 是 纯 虚 数 , (21) 说 明 HN, vo) — 10) 是 纯 虚 数 ， 
但 x 瑟 (v,vo) — l(v) 是 wv 的 复线 性 函数 , 这 说 明 mH (v, vo) = l(v), 再 由 
(21) 就 得 到 E(vo, A) € Z, 从 而 vo € At Qu A dk V 中 有 限 指数 的 扩 君 ， 
同 构 于 A)。 令 Ao = A 十 Zoo, 则 由 (20) 可 见 9 也 是 格 Ao 的 9 函数 (相应 
FT H M a 的 扩张 ), 而 这 对 任意 0 € H?(L(H, a)) 都 成 立 , 故 由 引 理 3 有 
#(AL/A) = dE(Ng / Ao), 从 而 A = Ao, Bl vo € A, 这 就 证 明了 O 是 单 射 。 

现在 来 看 切 空间 的 诱导 映射 。 取 定 V 的 坐标 2,…,zo。 设 zoEsT 点 
处 的 切 向 量 D = Yam 在 (O op). 下 映 到 0, 这 就 是 说 psD 与 p(vo) £& 
性 相关 , 即 存在 co € C 使 得 对 任意 % € H*(L(3H,0*)) 有 D cie (v) = 
coó(vo). 即 D(logó)(vo) = co。 仍 像 上 而 一 样 取 do) = (v — a)&(v — 
b)6(v +a +b), 则 可 见 函 数 f(v) = Dog ó)(v) 满足 


f(vo 一 a) 十 Foo — b) + f(vo +a -- 6) = co (Va,b € V) (22) 
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由 此 不 难 推出 f 是 线性 函数 , 不妨 设 f(21,…, 2g) = S121 +H Sg2g + S00 
记 c = (cl,…co), 5 = (s1,…,Sg)。 对 f(v) = D(logó)(v) 积分 得 


B(w + te) = e% /2+tf(v)g(v) (23) 


如 同 (21) 的 推导 那样 可 得 te € A^ 对 任意 上 teC 成 立 , 故 只 能 有 < = 0。 
证 毕 。 


命题 3 是 复 流 形 的 小 平 柑 入 定理 (参看 [GH, p.181]) 的 特例 , 我 们 采 
用 上 面 的 证 明 方法 是 由 于 小 平 柑 入 定理 的 证 明 更 难 些 。 


推论 1. 一 个 复 环 而 AX = V/A (V S C) 是 射影 的 当 且 仅 当 它 有 一 个 黎 
曼 型 , 即 V 上 的 正定 埃 尔 米 特 型 H, 使 得 E—ImH 是 实 交 错 型 , H E E 
AxA 上 取 整 数值 。 


这 就 是 复 环 而 为 阿 贝 尔 簇 的 羔 夫 谢 英 条 件 。 


对 任意 格 A, 显然 Â C Homg(V, R) S C? 为 格 , 称 C9/A 为 复 环 而 
X = C9?/A 的 对 偶 iy X. dy X Jr a If. 则 易 见 A 上 的 歼 曼 型 诱 
导 A 上 的 黎 曼 型 , 且 可 将 A 与 AT 等 同 起 来 , 这 就 给 出 一 个 同 态 X 9 X, 
称 为 X 的 一 个 极 化 。 因此 , 一 个 极 化 等 价 于 一 个 黎 曼 型 。 注 意 极 化 的 次 
数 等 于 det E, 是 一 个 平方 数 。1 次 极 化 称 为 主 极 化 。 

PHI E M E, 任意 一 点 P € 互 给 出 的 直线 从 LCP) 都 是 丰富 的 , 从 
而 给 出 主 极 化 , H. L(3P) ZW BH E — Pe. 
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特征 p > 0 的 域 上 的 群 概 形 的 结构 远 比特 征 0 的 情形 复杂 , 有 很 多 
现象 是 特征 0 的 情形 所 没有 的 , 因此 它 的 研究 有 相当 高 的 难度 。 对 于 特 


征 p 的 完全 域 上 的 有 限 交 换 群 概 形 (特别 是 无 穷 小 群 ), 这 可 以 转化 为 丢 
多 涅 模 的 研究 。 


我 们 知道 , 一 个 域 上 的 有 限 交 换 群 概 形 的 范畴 Abor 是 一 个 小 阿 贝 
尔 范畴 (推论 VI.1.2), 而 任意 小 阿 贝尔 范畴 可 以 嵌入 某 个 环 RR 上 的 模范 
MW; Mr 作为 全 子 范畴 (参看 [说 ])。 但 要 找到 一 个 合适 的 环 R 并 不 容易 ， 
而 且 一 般 说 来 嵌入 并 不 是 范畴 等 价 。 经 过 Gabriel 等 学 者 的 艰难 探索 , 发 
现 对 任 一 特征 了 的 完全 域 大 有 一 个 (通常 是 非 交 换 的 ) 环 ,使 得 上 的 
次 数 为 的 寨 的 有 限 交 换 群 概 形 等 价 于 RR 上 的 一 个 阿 廷 模 , 即 所谓 “ 丢 
多 涅 模 ”。 此 后 丢 多 涅 模 就 成 为 研究 有 限 交 换 群 概 形 的 基本 工具 , 更 准确 
地 说 , 对 特征 p 的 域 上 的 交换 群 概 形 的 研究 儿 乎 全 部 转化 成 对 丢 多 涅 模 
的 研究 。 

但 是 在 很 长 的 一 段 时 间 内 , 丢 多 涅 模 理 论 的 建立 方法 都 相当 不 直接 。 
大 致 来 说 有 两 种 方法 : 一 种 方法 是 首先 对 “zz 可 除 群 > 建立 丢 多 涅 模 理 
论 ， 然 后 说 明 任何 有 限 交 换 群 概 形 可 以 嵌入 到 某 个 产 可 除 群 中 作为 闭 子 
和 群 概 形 (参看 [dJ] 或 Laz]); 另外 一 种 方法 是 采用 晶体 上 同调 理论 (参看 
[BBM] 或 [Me])。 这 两 种 方法 都 不 很 简单 。 

另 一 方面 ,对 于 域 & 上 的 有 限 交 换 群 概 形 G 使 得 G 和 GP 都 是 无 
穷 小 的 , 丢 多 涅 模 可 以 简单 地 定义 ， 即 定义 为 Homx(G,W), 其 中 W 为 
k 上 的 “维特 概 形 ”( 见 下 文 )。 然 而 ， 丢 多 涅 模 函 子 的 中 实 性 的 证 明 却 仍 
是 相当 不 直接 和 不 简单 (参看 [dJ]), 直到 最 近 才 有 了 简单 直接 的 证 明 ( 见 
下 文 , 参看 [P] 和 [CL]). 


第 1 节 交换 形式 群 


1. 交换 形式 群 与 p- 可 除 群 


设 5 为 诺 特 概 形 。 如同 ILI. 以 下 我 们 用 Abos 记 所 有 5 上 有 限 
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平坦 交换 群 概 形 的 范畴 。 以 下 固定 一 个 素数 p, 记 Abis C Abos 为 所 有 
次 数 为 p 的 容 的 群 概 形 组 成 的 子 范畴 。 在 Abis 中 可 以 定义 “形式 直 极 
限 ” 


G = limG, (1) 


其 意义 是 Abis PRIIMA Gm >- Os Gua 一 … (m20 
可 任 取 而 不 改变 G), 满足 条 件 
Gn 兰 GnHi[pm] (Vn > 站) (2) 


Jk G 为 交换 形式 群 (commutative formal group)。 注 意 由 (2) 有 Gn = 

Ga [p^] (Vn), di G' = lim, Gy 是 另 一 个 交换 形式 群 , — T Ib f: G" 

是 指 一 组 9- 群 概 形 同 态 fn: Gn 一 Gh (Vn > 0), 使 得 下 图 交换 (Vn > 0) 
Gn — — Gntl 


|^ |i (3) 
Gn me Ga 
W Abs 为 所 有 交换 形式 群 组 成 的 范畴 , 2 Weit A n PE VR o 2 DUE REA] 
fn 是 单 同 态 , 则 f 为 Abs 中 的 单 射 。 若 对 每 个 n, 存在 入 2 n 使 得 对 任 
意 了 > N, F GR) > Gh 是 忠实 平坦 的 , 则 称 了 为 强 满 同 态 , 易 见 强 满 
同 态 是 Abs 中 的 满 射 。 
特别 地 , 对 任意 交换 形式 群 G 可 以 定义 自 同 态 pc =p: G 一 G, 注 
意 P 是 典范 的 , 故 与 任意 同 态 交换 。 如 果 pa 是 强 满 同 态 , 则 称 G 为 六 可 
除 群 (D-divisible group)。 注意 PaL, (Cn) = GnH (Yr > 0,n > 0), i G 
为 六 可 除 群 当 且 仅 当 每 个 pr: Gn+l — Gn AERIS] (Vn > 0)。 如 果 
每 个 Gn 是 无 穷 小 的 (vn > 0), 则 称 G 是 无 穷 小 的 。 


注 1. 4# S = Speck, k XI, WTA G 的 定义 中 取 m = 0, 而 在 同 态 的 定 
义 中 相应 地 改 为 fa : Gn > Gh (Yn). 

车 G 为 产 可 除 群 , 则 对 任意 i > 0, 取 充 分 大 的 n ph, Ve Bor 
坦 同 态 Ga — Gn- 故 可 定义 Gi = ker(p85.), 从 而 也 可 在 G 的 定义 中 取 


we 


1ER H € Ob(216:5) 可 以 看 作 Abs 的 对 象 , 即 对 充分 大 的 7 令 Gn = 
H, 这 样 就 将 Abis 看 作 Abs HJF BN. 
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例 1. 3 k Him G = (Q,/Z,).. W G 可 看 作 5S 二 Speck 上 的 交换 形式 
TE ( 即 令 Gn = Gp"]). "4E 产 可 除 群 。 


f) 2. 对 S 上 的 任意 阿 贝 尔 概 形 X 定义 
PpX := lim (X [p^]) (4) 
它 是 一 个 六 可 除 群 , WO X. M Es R RRE, 
对 于 一 个 交换 形式 群 (1), 由 (2) 用 归纳 法 得 


Gn S Gn+r[p"] (Yn > m,r 20) (5) 
注意 DG, 经 过 Ger] = Gs 从 而 Do, ， 诱导 BKA 
PC， :Gntr/Gn 一 Gr (6) 


将 Gntr/Gn 等 同 于 Gr 的 一 个 3- 平 坦 闭 子 群 概 形 。 再 注意 0651, 经 
过 Cn+r， 可 见 
im(pe.,,) C im(pe,,,) C Gr (7) 


由 于 Gr — S 的 次 数 有 限 , 而 由 (7) 可 见 im (Ph, ,,) 一 S KABE n RIR 
故 对 充分 大 的 n, (7) 中 的 左 包含 关系 为 等 号 , 换言之 Pona 诱导 的 同 
A Gntrti/Gntl 一 Gntr/Gn 是 同 构 。 令 G, = im(pe,,,) (n > 0), WH 
Gnjr C Ou 可 见 OLEO Lu 再 注意 (usn 一 Gf 2> eran 
DUST, VERS 可见 其 核 为 Cran: W Cya I GL 的 核 为 Gn4r/Gn 
G 换言之 Calp] = GL 这 说 明 G" := lim, Ch 也 是 交换 形式 群 。 另 一 
方面 , 由 上 所 述 可见 p: GL, > GL 是 强 满 同 态 , 故 G' 是 产 可 除 群 。 对 
充分 大 的 nn 有 


出 


j; 


I? 


Gntr/Gn = 6 Gntrt1/Gntr = Gi = CrHVGr (8) 


故 Gn+r+1/Gn S Grp 从 而 由 归纳 法 可 见 对 任意 s >r 均 有 Gn+s/Cn S 
Gi. 这 说 明 ker(p;) = Ga: 由 此 还 可 见 im(p&) 除 有 限 多 项 外 都 与 C" 相 
同 , 这 可 以 表达 为 短 正 合 列 


05 G,—5GoG 0 (9) 
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取 定 这 样 一 个 注意 下 面 的 交换 图 中 的 行 都 是 正 合 的 (V7, s > n): 


0—G, ——. Gh, = G0 


l^ | |> (10) 
0 一 G。 一 一 一 Gn+s+r M Gur 
(其 中 is, jr, jstr HIKA), 由 蛇 形 引 理 (习题 1) H ILS S ps coker(is) 一 
coker(js+r) 是 单 射 ; 但 jstr 经 过 Gstr, 大 coker(is) 一 coker(is+r) 是 单 
射 。 由 于 im(7s+r) = im(pe ), 有 


n+s+r 


deg(coker(is)/ 9) < deg(coker(pc,, , .)/5) = deg(ker(p&,,,.)/5) 


= deg(Gn/S) d 


这 说 明 coker(is) 的 次 数 有 上 界 , 因此 对 充分 大 的 s, coker(is) 一 coker(is+r) 
是 同 构 。 令 C = coker(is) (s > 0), W C 给 出 的 交换 形式 群 是 po KRIZ 
(Yn > 0), 同时 也 是 嵌入 i:G' — G 的 余 核 , 这 可 以 表达 为 短 正 合 列 


0 一 G' 一 G 一 C 一 0 (12) 


对 充分 大 的 n, 投射 Gn > CO 是 忠实 平坦 同 态 , 故 f — io, ie :Gn Xs 
G' > G 是 强 满 同 态 , 且 易 见 ker(f) 是 有 限 平坦 的 。 总 之 有 


引 理 1. 设 G = lim, Gn € Ob(Abs). 


i) 对 充分 大 的 n, pec; 有 有 限 平坦 的 核 ( 即 Gn) 及 余 核 。 

ii) 对 充分 大 的 n, C = im(ph) C G 为 典范 的 产 可 除 子 群 , 且 与 无 
K, 而 嵌入 C > G 有 有 限 平坦 余 核 , 它 典范 同 构 于 pe 的 余 核 。 

iii) 对 充分 大 的 n, f = ic, der: Gn Xs G' 一 G AXES IRIS. 而 
Hn = ker(f) 是 有 限 平坦 的 , WA GS (Gnr xs G')/Hn。 因 此 , 任 一 交换 
形式 寿 同 构 于 一 个 有 限 平坦 群 概 形 与 一 个 产 可 除 群 的 直 积 横 一 个 有 限 平 
坦 子 群 概 形 的 商 。 


一 个 同 态 了 :五 一 G 称 为 强 单 同 态 如 果 fn: Hn Ga EAKA 
(Yn 20) Hes ds f: H/H 一 G/G' WAE S 上 平坦 。 易 见 强 单 同 
dE Abs 中 的 单 射 。 
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一 个 Abs 中 的 同 态 称 为 同 源 , 如 果 它 有 有 限 平坦 的 核 及 余 核 。 引 理 
1 说 明 对 任意 G € Ob(Abs), pa 是 同 源 。 对 于 任意 G, H € Ob(Abs), 7 
FER H — G, Wg H 5 G 是 同 源 的 。 3|38 1 说 明 任 一 交换 形式 群 
同 源 于 一 个 六 可 除 群 。 


引 理 2. Wf: H — G 为 Abs PHR, 其 中 G ié p-a ERI o 


i) 若 对 充分 大 的 n, Hn = im(fn) 在 S 上 平坦 , A. Qs = Gn/Hn de S 
上 的 次 数 一 致 有 界 , 则 f 是 强 满 同 态 。 此 时 若 ker(f) 有 限 则 S i y, 
Hat H 也 是 Z- 可 除 群 而 Zrker( 力 =0 则 2 经 过 @, 从 而 给 出 一 个 同 小 
G>H, 

i)? f EIRP, 则 (在 Abs 中 ) coker(f) 存在 且 为 pn] BRIR o 

iii) Æ Abs 中 任意 强 满 同 态 有 核 , 且 为 核 的 余 核 , TIA RS D os o 

iv) 设 g: E FH Abs 中 的 同 态 使 得 gn : En > Fn HARA (Yn > 
0), W g 有 余 核 且 为 余 核 的 核 当 且 仅 当 和 它 是 强 单 同 态 ( 参 看 习题 3)。 


证 . i) 由 deg(Qn/5) 一 致 有 界 可 见 存在 > > 0 使 得 p"Gn C Hn (Vn > 0), 
故 由 G 是 p- RRA Gn = p"Guus C Hors 由 Hn 一 S 平坦 可 见 投 
射 Hn 一 Hn 忠实 平坦 , 故 foi (G8) 一 Gn 忠实 平坦 。 后 两 个 断言 是 显 
然 的 。 

i) 先 考 虑 H 也 是 六 可 除 群 的 情形 , 记 Cn = coker( fn) (Vn), 注意 交 
换 图 


0 0 0 0 

1 l J 1 
0 —H, > Hay ——— Haa > Ha> 0 

fn |i |i |^ 

0 一 Cn > Gntl E. Gn44 > Gn—0 (13) 
0 一 Cn > Cntl a nl > C40 

l l l 1 

0 0 0 0 


中 的 各 列 与 前 两 行 都 是 正 合 的 , 由 蛇 形 引 理 (习题 1) 不 难得 到 第 三 行 也 
是 正 合 的 , 从 而 C = lim, Cn 是 六 可 除 群 。 
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对 于 一 般 的 瓦 , 令 环 C 互 为 引 理工 给 出 的 产 可 除 子 群 , 由 上 所 述 
有 PaRI C' = G/H', 而 由 引 理 1 有 有 限 平 坦 群 概 形 D = H/H' ik 
x D 可 看 作 C' 的 有 限 平坦 交换 形式 子 群 , 对 充分 大 的 mn 有 D C C, 
我 们 先 来 证 明 coker(D — C") 存在 。 取 7 使 得 Dip] = 0, x] no 0 
Dn = (Pn) (D) C Gnr: 则 有 交换 图 


0 一 Gn 一 D, —— D—0 


| | | 


0 一 6 —— Dar —» D30 (14) 


n n 
IL Lm |»? 


0—Ga41 ——95 Dny ——5 D—0 


其 中 的 行 都 是 正 合 的 , 左右 两 列 也 是 正 合 的 。 令 K = ker(pp,,), W 
D, 一 Dny AN K, ik D, > D £l K, Am Dn/Gn > D Ait K/Gr, 
这 给 出 K/Gr 一 D 的 一 个 截 口 , 由 蛇 形 引 理 (习题 1) K = Dr, 
即 (14) 的 中 间 一 列 也 正 合 。 令 En = Dn/D (Yn > 0), 则 由 (14) 中 的 
正 合 性 有 ker(p%,,,) = En 从 而 E = lim, E, 是 交换 形式 群 。 易 见 E 
为 D 一 O 的 余 核 , 日 为 六 可 除 群 。 由 此 不 难 验证 C/D H H — G 的 
AE. 

iii) itg: E > F Jy Abs (Pip. $ g^: E' — F' 为 g 诱导 的 典范 
D- 可 除 子 群 同 态 ( 引 理 1). 

i og 是 强 满 同 态 , 由 定义 存在 N 2 m 使 得 对 n > N, 投射 qn : 
In (Fm) > Fm 忠实 平坦 , 从 而 ker(qn) 在 S 上 平坦 。 注意 9; (Fm) 是 
gn : En > Fn HRA Fm > Fn 的 拉 回 , 可 见 ker(gn) = ker(qn), 这 说 
明 Kn = ker(gn) Æ S 上 平坦 (Yn > N). DI Kip] = Kn N En = 
Ewan] 故 K = lim, Kn 是 交换 形式 群 ,显然 天 为 9 的 核 , 且 9 为 
K > E HIRIZ. 

iv) di g 是 强 单 同 态 则 9 是 强 单 同 态 , A h ii) 可 知 C^ = coker(g') 
FEH PHRI. 4 D = coker(F' — F) (为 有 限 群 概 形 )，C = 
Fa/Epn, 则 由 ii) 的 证 明 可 见 对 全 0 有 正 合 列 


02C,5C,5D—0 (15) 
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取 7 使 得 D[p'] = 0, 则 由 (15) 可 见 po, 经 过 Che W (po, )P 经 过 
CIP, 而 CIP > CD, > CIR, JE BMC. 故 CP 一 CPD, EAKA, 从 而 
p: Cntr 一 Ct 患 实 平坦 , 这 说 明 ker(po, |.) Æ S 上 平坦 。 由 (15) 易 
见 Cow [p^] = Cn (Vn, n' > 0), t C = lim, Cn 是 交换 形式 群 , 易 见 它 
是 E'— F WA (H. E 为 余 核 的 核 )。 

此 易 见 瑟 一 已 有 余 核 当 且 仅 当 E/E' 一 F/E' 有 余 核 , 这 就 约 化 
A E ARER. HH g 有 余 核 C 且 为 余 核 的 核 , 则 易 见 F — C" 
是 同 源 , 从 而 ker(E > F/F") = ker(F' ^ C") C E iè 5- 平坦 的 ; 反之 , 芳 
Eo = ker(E — F/F') 是 5- 平 坦 的 , 则 Eo C F’, 而 由 这 可 知 F'/Eo J& p- 
可 除 群 , 且 由 上 而 的 讨论 方法 可 见 Bo 一 已 有 余 核 , 这 样 就 约 化 为 Eo = 0 
的 情形 , 而 在 这 种 情形 易 见 (Fny1/E)p"] = F,/E, 从 而 lim, F,/E 是 交 
HJERPE EE. 


由 引 理 1 和 理 2 不 难得 到 (参看 习题 VIL2.3) 

推论 1. 设 [iH 9 G A Abs 中 的 同 态 , P: H 一 G 为 了 诱导 的 典 
范 六 可 除 子 铬 的 同 态 , 则 是 同 源 当 且 仅 当 刻 是 同 源 。 同 源 是 一 个 等 价 
2. 塞 尔 对 偶 


设 G jè p- BRIR, 则 对 任意 n, Pany 诱导 满 同 态 Gn+l 一 Gn 且 其 
核 为 Gi, 故 有 正 合 列 


026G,5G —.G—0 (1) 


而 pe... 的 像 为 Gi, 故 其 余 核 为 Gn+1/G1 S Gn, 换言之 有 正 合 列 


PG 


Gn — => Gnyp >Gn>0 (2) 


而 投射 Gayi 一 Gn 的 卡 迪 耶 对 偶 GR 一 Grr (Yn) 是 单 同 态 , 由 (2) 的 
对 偶 可 见 这 给 出 一 个 交换 形式 群 


G' — limGD (3) 
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称 为 G 的 塞 尔 对 偶 。 易 见 有 正 合 列 


PGn41 


0 — 63. — Gipi PG —5 0-09 (4) 


其 中 qa 由 PC : Cni 一 Gn+l 诱 导 。 取 卡 迪 耶 对 偶 得 正 合 列 


D 
0 GPS GD,, I9, gp S GP o0 (5) 
此 可 见 pE, Ves GD., 一 GD 是 忠实 平坦 的 , 故 G^ 也 是 p- 可 除 
和 群 。 易 见 塞 尔 对 偶 是 典范 的 , 即 任意 六 可 除 群 同 态 f: G 一 五 诱导 典范 
HA fi: HH' G', Set sp (GO) eG. MLA 


命题 1. 记 91057" C Abs 为 所 有 产 可 除 群 组 成 的 全 子 范畴 , 则 塞 尔 对 偶 
G e G' 给 出 AZE 到 自身 的 对 合 反 等 价 。 


例 3. 设 为 特征 p > 0 的 域 , 而 G = (Q»/Z»)i 如 例 1。 不 难 验证 
G! S ys; = lim, ups (可 以 理解 为 GmAk 在 单位 元 1 处 的 形式 完备 化 给 
出 的 形式 概 形 Gn)。 


例 4. 对 S. 上 的 任意 阿 贝尔 概 形 X. 由 命题 VIL2.1.3) 可 见 
(ep X) = ep X (6) 
在 这 个 意义 上 塞 尔 对 偶 与 阿 贝尔 概 形 的 对 偶 一 致 。 
引 理 3. 设 f: G 一 H 为 六 可 除 群 的 同 源 , 则 有 典范 同 构 
ker(f*) = ker( f)? (7) 
证 . 首先 注意 , 45 deg(Ci) = p". W deg(Gn) = p"" (Ym)。 同 理 存 在 s 使 
得 deg(Hn) = p"* (Vn). XJ 75 4 X1] n di ker(fn) = ker(f), 而 
ker(p&) C ker(př o f) = f° "(ker(p$)) (8) 


故 deg(Gn) < deg(H,) deg(ker(f£)), 从 而 由 的 任意 性 可 见 7" & s。 由 于 
同 源 是 等 价 关系 , 又 有 s 7, 故 7= s. mare 


deg(ker(fn)) = deg(coker(fn)) (Vm) (9) 
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取 7 充分 大 使 得 ker(f.) S ker(f), 则 对 任意 m,n >r 有 交换 图 
0 一 Cn 0 
|^ | |^ (10) 
0H, FH g- > Hm> 0 


其 中 ker(fn) & ker(fnym) & ker(fm) S ker(f)。 再 由 (9) 可 见 (10) i$ 
导 的 coker(fnym) 一 coker(fm) 为 同 构 。 故 蛇 形 引 理 (习题 1) 给 出 典范 
同 构 

ôn : ker(f) = ker( fm) & coker( fn) (11) 
且 由 ôn 的 典范 性 可 见 诱导 的 投射 quaa : coker(fn+1) 一 coker(fn) Wi 


A qnt106n+t1 = Ôn (参看 引 理 VIL3.1 和 蛇 形 引 理 的 证 明 )。 由 卡 迪 耶 对 
偶 的 正 合 性 有 正 合 列 


0 2 coker( fn)? 一 HP 一 GDP (12) 


H.E p 诱导 的 嵌入 相 容 。 故 由 (11) 可 见 (7) R. WEHE. 


注 2. 在 有 些 文献 中 , 交换 形式 群 的 定义 是 Abis 中 的 一 列强 满 同 态 的 形 
式 逆 极 限 G = lim, Gn, 使 得 每 个 Gn 是 Peny PORA. rh Eat Hop f ur 
见 这 种 定义 与 上 述 定义 等 价 。 在 VIL 节 就 用 了 这 样 的 想法 。 


例 5. i k HRE p > 0 的 代数 闭 域 , X 29 Kk 上 的 9 HEISE LA f. JC p 
阶 元 和 0 组 成 的 群 同 构 于 (Z/pZ)”( 其 中 0<7 < g, I (VIL1.2.15)), W 
P(X) 含有 一 个 直 因 子 (Qp/Zp)p ( 见 例 2), 由 引 理 3 和 例 3 可 知 pp(X) 
含有 一 个 直 因 子 unes. Fr X MÊ 同 源 可 见 p(X) 也 含有 一 个 直 因子 


Hpo o 


VEL 节 可 知 , 24 AX 为 平常 的 时 pp(X) S (Qp/Zp)k Xk Hpo 1% 
X 非 平常 时 (特别 是 当 AX 为 其 特殊 时 ) ep CX) 除 上 述 两 个 直 因 子 外 还 有 
一 个 结构 甚 为 复杂 的 直 因子 ( 它 和 它 的 塞 尔 对 偶 都 是 无 穷 小 的 ), 这 是 我 
们 下 面 讨论 的 重点 。 
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习题 


1. Wb S 为 诺 特 概 形 , 有 限 平坦 交换 3- 寿 概 形 同 态 的 交换 图 


0 4H' > H » H'"—0 
IE |, |" 
09 —CG" 2G > G"—0 


的 行 都 是 正 合 的 , 且 P. faf" 的 核 与 余 核 都 是 5- 平 坦 的 。 uEWDEEJÉ STE 
成 立 , 即 有 典范 长 正 合 列 


0—ker(f’)— ker(f)— ker( f") ? , coker( f^) — coker(f) — coker( f^) — 0 


(提示 : 注意 K = ker(coker(f/) 一 coker(f)) 是 5- 平坦 的 , 为 证 明 6 诱导 
的 ker( f”) > K 忠实 平坦 , 只 需 在 5 纤维 上 验证 。) 


2. W k HRe WE Abos 中 的 一 个 态 射 是 单 射 ( 满 射 ) 当 且 仅 当 它 是 闭 顽 
入 (忠实 平坦 的 )。( 提 示 : 利用 引 理 L1.1 30- Eat Ho f. ) 


3. Wb k AREE p 0 的 代数 闭 域 , 为 上 的 超 奇 椭 加 曲线 。 取 定 一 
个 单 同 态 8o : ap S Speck[2]/(2?) — E, JC z fk ap 的 a- 模 中 ( 即 满 足 
m*(r) = ZX@k1 十 18kX, I M.4 节 )。 4 S — AL S Speck[t], H = aypxkS S 
Speck[v, t|/(z?), h v* (v) = tz 3€ X — Ii v € Ends(H), 则 易 见 同 态 
$ = (ġo xx ids, V) : H — E xx H HANKA, 故 G' = coker(9) 为 5- 平坦 
IM SCIEN. WEIHER n > 0, G'[p"] 不 是 5- 平坦 的 ; 而 pp(9) 在 Abs 
中 的 余 核 为 coker(pp(%o)) xx S. 其 核 不 是 pp(9)。 


第 2 节 维特 概 形 与 维特 环 


1. 维特 环 


设 p 是 一 个 素数 , 则 p- 进 整数 环 R = Zp 有 唯一 极 大 理想 pR, 而 
R/pR & Fp。 我 们 来 看 更 一 般 的 情形 。 
例 1. k K QAR KIR, 使 得 了 在 天 中 不 分 裂 且 无 分 歧 (这 样 的 天 
AE EM). SACK H K 中 的 整数 组 成 的 子 环 , W pA 为 A 中 的 素 
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理想 , 而 A/pA S Fp , $ W = A8 Zp, W W 是 完备 DVR, 其 极 大 理想 
为 pW 而 W/pW Fp , 我们 将 看 到 W 在 同 构 之 下 由 Fpz 唯一 决定 (HH 
与 K 的 选择 无 关 )。 


引 理 1. 设 RR 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 使 得 pR 是 R 的 素 理想 。 假 设 : 
i) k = R/pR 是 完全 域 ; i R 是 p- 进 完备 分 离 的 , 即 R > lim R/p" R Jy 
同 构 。 令 2 : 玉 一 到 为 投射 , 则 存在 唯一 映射 7 — TR :一 尽 使 得 对 任意 
a,b € k 4j r(ab) = r(a)r(b) ( 故 7 诱 导 乘 法 群 同 态 好 = k — {0} 一 R* = 
R-—pR),H por —idj;:k— k, 


AE. 由 于 上 是 完备 的 , 对 任意 a € k np be k fif a= bP, fpi b ER 
使 得 p(b^) = b, W ai = b'P BE p? rf a 叭 一 决定 , 这 是 因为 对 2 在 玉 中 的 
TE—AOJE 0" A b" = b pc (其 中 ce R), 从 而 


p 
bP — hu » E i? — |? (mod p?) (1) 
由 归纳 法 , 对 任意 正 整数 见 AER b E RIER po) = a? 7, W an = b'P" 
模 peti 由 a 唯一 决定 。 此 外 易 见 an = an+l (mod p^*!), 4 


à = lima, (mod p"*1) (2) 
n 


WW à ri a 唯一 决定 。 令 r(a) — à, W p(r(a)) = a. X, 7 与 乘法 运算 交 
换 ( 即 对 任意 a,b € k dj (ab) = r(a)r(b)). 

FW T: k> R 与 乘法 运算 交换 且 po7 = ids, 则 对 任意 a € R, 
iti T'(a) = r'(a" 7)" 及 上 而 的 (1) 式 可 见 Tr(a) Et p^** 由 a WE— dX 
Ton AGER, PI Tr(a) 由 a 唯一 决定 。 由 此 即 得 7 的 唯一 性 。 


zm 


理工 中 的 7 [OU k $4 Rf Ai RHI (Teichmüller lifting). TE 
EA d ORTI TE BRI AERIS os o 

3| 38 1 可 见 对 任意 "ERR 有 7 一 7(p(7)) € pR, 故 由 归纳 法 , 存在 
唯一 一 组 ao, Q1,… ES 天 使 得 


Rl 


r= V mr(on) (3) 
n=0 
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特别 地 , 作为 一 个 户 进 完备 环 由 7(k) 生成 。 
设 a,b E ,我 们 来 计算 7(a) - 7(b). r3] 1 的 证 明 可 知 , T(a + b) 
Ji Po+ 与 (7(a?“) 十 7(bP“))?” 同 余 , 特别 地 ， 


T(a +b) = (T(at/P) + 7(b*/P))P 


= b = p i/pp(n—i)/p d p? (4) 
CHEER i 7 (a ) (mod p^) 
由 此 可 见 有 p 次 齐 次 整 系数 多 项 式 户 (z,y) 使 得 
T(a) 4- r(b) = Tr(a +b) + pT(fı(a!/P,b!/P)) (mod p?) (5) 


4 fo(x,y)-— v y. WHARE p^ 次 齐 次 整 系数 多 项 式 fn (Vn > 0) 
使 得 


T(a) * 7(b) = Yon T ry) (6) 

这 样 就 得 到 7(a) +7(b) 的 - .个 形 如 (3) 的 表达 式 。 注 意 (6) 中 第 mn 项 中 
有 p” KIR, 这 启示 我 们 , 为 方便 起 见 最 好 把 (3) 改 为 形 如 

Errek”) (7) 

我 们 将 (7) 中 的 和 式 简 记 为 (ao, a1,…), 称 为 一 个 维特 向 量 。 这 样 7(a) 


表示 为 维特 向 量 (a,0,0,…), 而 7(a) +T) 表示 为 维特 向 量 (fola, b), 
丹 (a,5),…)。 注 意 按 这 样 的 记 法 ， 


p(ao, a1, ...) = (0, a5. ad, ...) (8) 


而 p(ao,a1,...) 等 于 卫 个 (a0,a1,...) 的 和 。 
设 (a0,Q1,…), (bo, b1,...) 为 两 个 维特 向 量 , 我 们 来 计算 (ao, al,…) 十 
(bo, 51, ...) (即将 它 表 为 维特 向 量 )。 令 


Wn (To; ..., 25) = y» € Z[ro, ...z4] (n-20,1,...) (9) 
i—0 


n 


则 (7) 的 前 4-138 ERU ws (r(a9)? ^. T (a5)? ), BR 
(20,41, ...) = lim w»(r(ao)" ^... r(an)" ) (10) 
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我 们 需要 找到 co,…, cn,.… E E 使 得 
(ao, a1, ...) + (bo, b1,...) = lim wa(r(co)" "T(n" AD 
为 此 需要 下 而 的 引 理 。 


引 理 2. 存在 整 系数 多 项 式 bo(zo;yo), $1(To, yo 21.91). -- Gn (x0 Vos --- 
Zn yn), …, 使 得 


Wn(z0, 9] + Wn (Vo, .…, Un) 


(12) 
— Wn (PolTo, Vo). 5 On (T0, Yo, eph; Un)) (Yn) 
而 $o, Ó1, - 由 (12) 唯一 决定 。 此 外 o; (0 < i € n) 有 下 列 性 质 (分 
别 将 (x0... mi). (yo... Vi) 和 (20 5) 简 记 为 Xi, Y; 和 Zi, 并 且 将 
Oi (vo. yo; vi. yi) 简 记 为 (Xi, Yi). 等 等 ): 
i) 对 每 个 i 
bi(Xi, Yi) — vi — yi € Z[xo. yo. --. Ti—1, vi-i] (13) 


特别 地 po(zo, yo) = xo + Yoo 
ii) 对 每 个 i> 0, 


pi(0, 0, xo, yo. ..., Ti-1. i-1) = i—1 (T0, Yo, --- Ti—1; Vi-1) (14) 


ii) 所 有 o; 具有 余 交 换 律 


bi (Xi Y) = 6. X) (15) 
和 余 结合 律 
Qi(zo. Go(Yo, Zo), z1, $1(¥1, 21),.., £i, pi(¥i, Zi)) (16) 
—ói(do (Xo, Yo), 20, 91(X3, Y1), zi, -Pi (Xi, Y1), z1) 
iv) 对 9i 的 任 一 单项 式 erg yg? -ay (ez 0) 有 
Sy (17) 


j-0 
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特别 地 ,对 i>0 有 mo 二 mb 三 0(mod p); 对 i>1 有 mo 十 mb 十 plmi 十 


m4) = 0 (mod p?), 等 等 。 


AE. 我 们 对 归纳 地 定义 n 并 证 明 (12) RZ. 24 n = 0 时 %(zo,yo) = 
vo -- yo 显然 是 唯一 使 (12) 成 立 的 多 项 式 。 

我 们 注意 n+i(zo, 04a) = ws (az. s 05) +p! Enyi. E (12) 对 
de^ n vr. 要 找 一 个 加 +1 使 得 在 (12) pup n KRA n 1 仍 成 立 , 只 需 
验证 


Up (9; ,Zn+1) + Wnt1(Yo, -- Vna) (18) 


wn (olto yo)", ..., n (zo; Yor $n, Un)?) (19) 
的 差 能 被 pt 整除 即 可 , 因为 这 样 令 这 个 差 为 p" 6s a (xo. yos s naa 
yn+1) 即 满足 将 吧 换 为 到 十 工 的 (12), 而 且 这 显然 是 onya 的 唯一 可 能 的 
不 难 验 证 两 个 简单 的 事实 : 一 是 对 任意 整 系数 多 项 式 S (ti, otm), 
fF (hts)? — £5, tP) 能 被 了 整除 ; 二 是 二 元 多 项 式 (zo py)" —a?" 
能 被 poti 整除 。 由 此 可 见 (19) 与 
wn (olL: yo). --- Pn (LD Vo: - t5. Vh) (20) 
的 差 能 被 pTI 整除 。 但 由 归纳 法 假设 , (18) 与 (20) 的 差 为 pt (Enyi + 
Un41). 故 (18) 与 (19) 的 差 也 能 被 P! 整除 。 
最 后 , 性 质 iiv) 不 难 由 定义 验证 (习题 3)。 证 毕 。 
注意 (11) 等 价 于 对 任意 nn 有 
wn(T(a0)? ^... (as)? ) + wa(r(bo)? ^, T (bn)? ) 
= wa(r(co)" ',...,T(en)P ) 


由 引 理 2, 取 cn = pn (ao, bo, ..., an, bn) 即 可 ， Auc. 


(21) 


(a0; a4, ...) + (bo, b1, ...) = (6o(ao; bo), $1 (ao, bo, a1, b1), ...) (22) 


作为 例子 , 我 们 来 计算 91。 由 定义 有 


(x0 + pzi) + (y6 + py1) = (xo + yo)? + pói(zo.yo.zi,yi) (23) 
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Ó1(10.yo. £1, Y1) = T1 + Y1 Eg Ie E zoyb (24) 


类 似 地 可 以 计算 (ao, a1, ...) (bo, 51...) (即将 它 表 为 维特 向 量 )。 与 引 
H 2 类 似 地 有 UE HAN) 


引 理 3. FERRME Volto, yo), V1(xo. Yo, 21; V1); -—. , Va (xo. yo; -> 
Zn,yn), …, 使 得 对 任意 非 负 整数 nn 有 


Wy (zo, ..., En)Wn (Yo, ---, Yn) = wn(Vo(xo; yo), --. Vn (xo. Y0, ---, En, Yn)) 


(25) 
而 Vo. Vi. … 由 (25) 唯一 决定 。 此 外 v; (0€ à €n) 有 下 列 性 质 
i) Yo(z0, yo) = Zoyo, 而 对 每 个 i> 0 有 Wi(zo,yo,0,0,…,0) = 0。 
ii) 对 任意 ?> 0 有 
Palto yo... $i,yi) = 0 (mod (x1, ..., vi, iaa vi)) (26) 
iii) 所 有 vi 具有 余 交 换 律 
Wi(Xi, Yi) = vi (Yi, Xi) (27) 
和 余 结 合 律 
Vi(zo, Wo(Yo, Zo), £1, Y1 (Y1, 21),..., £i, Yi(¥i, Zi) (28) 
—WVi(V'o(Xo, Yo), zi, V1(X1, Y1), 22; Wi(Xi, Yi), zi) 
由 此 可 得 


(ao, a1, saa) v (bo, b1, ae) 一 (v'o(ao, bo), 1(ao, bo, a1, 01), ...) (29) 


(22) 和 (29) 得 


推论 1. it k WERE p > 0 的 完全 域 , R,R' 为 完备 离散 赋值 环 , 极 大 理想 
分 别 为 pR M pR', H. R/pR & R' [pR' & k, WA ME— H F f: R— R 
与 泰 希 米 勒 提升 相 容 ( 即 f o TR = Tw). 
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因此 , 对 任意 特征 p > 0 的 完全 域 k, 在 同 构 之 下 至 多 有 一 个 (特征 
0 的 ) 完备 离散 赋值 环 FEE R/pR S k, 如果 这 样 一 个 环 R FFE, 则 称 
其 为 尺 的 维特 环 (IRER 维特 向 量 环 ), 记 为 W(k)。 下 而 将 看 到 维特 环 的 存 
在 性 。 注 意 由 引 理 1 有 泰 希 米 勒 提升 7 :kk 一 W(k)。 


2. 维特 概 形 


Wk 为 特征 p > 0 的 完全 域 , 上 而 的 过 程 启示 我 们 : 可 以 构造 一 
个 ptk DVR R 使 得 R/pR S 有。 构造 的 方法 如 下 : 作为 一 个 集合 ， 
R= 了 Tok ( 即 太 上 的 所 有 无 限 向 量 (ao, ai...) 的 集合 ), 而 它 的 加 法 和 
乘法 分 别 由 (1.22) 和 (1.29) 给 出 。 我 们 来 验证 是 一 个 交换 环 , 为 此 需 
验证 加 法 结合 律 , 乘法 结合 律 和 乘法 分 配 律 (加 法 和 和 碌 法 的 交换 性 是 显 而 
易 见 的 )。 


命题 1. 对 任 一 非 负 整数 n, 令 An = Zlzo,…, £n]; Wn = SpecAs. X 
X a* : An — An 9 An (其 中 An $ An S Z[ro, 05. 9o. yn]) 和 
m* : An — An Q An FAA h a* (xi) = ói(ro. Yo, -Li yi) A m*(z;) = 
Yi(x0, Yo, 2i, yi) 给 出 的 环 同 态 。 则 o 和 m* 给 出 Wn 一 个 有 单位 元 
的 交换 仿 射 环 概 形 结构 ( 即 其 加 法 a 和 乘法 m 分 别 由 a* RH m* 给 出 )。 
此 外 ， 


i) 对 任意 m 2 n, 由 包含 同 态 An 一 Am 给 出 的 投射 dmn : Wm 一 Wn 
是 环 概 形 的 忠实 平坦 同 态 ; 

ii) HER m 2 n, H zi Xi man (Vi > m—n), zi |= 0 (Vi < m-n) 
定义 的 环 同 态 Am > An 所 对 应 的 闭 嵌 入 inm : Wn 一 Wm 是 加 法 群 概 
形 同 态 ; 

iii) 由 zo > zo, zi 0 (Vi >0) 定 义 的 环 同 态 An 一 Ao 所 对 应 的 闭 
IKA Tn : Wo 一 Wn 与 乘法 交换 , 日 为 投射 qao : Wn 一 Wo 的 截 口 。 


证 . 令 卫 = 4@QsQko m]. HE ri wi (0 < i < n) 定义 一 
TRE f: An 一 An, WE fo = f ido: B > BJ. E SH E 
c ak : B — BGB Qrozi,..9091...] M m5: Bo B&B, 其 中 
ag(zi) = zi + yi, mp (Ti) = viyi (Vi), 则 显然 aj M mg 给 出 SpecB 一 
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AARRE. dag = a*Gidg: B —> B& B, my = 
m* &idg: B — B 8B, Wh 513 2 M51% 3 A a5 o fo — (fo 9 fg) o a5. 
mq 9 fo = (fo & fo) o mh, 这 说 明 ag M my 给 出 SpecB 一 个 有 单位 元 
的 交换 环 概 形 结构 。 由 于 As 是 ZP, 这 就 说 明 a* 和 m* 给 出 的 加 
法 和 乘法 满足 有 单位 元 的 交换 环 概 形 的 所 有 公理 。 

其 余 断 言 由 引 理 2 和 引 理 3 及 归纳 法 立 得 。 证 毕 。 


称 形式 道 极限 W = lim Ws 为 维特 概 形 (Witt scheme), 称 每 个 Wn 
为 截 尾 维特 概 形 (truncated Witt scheme), 并 称 Tn 为 泰 希 米 勒 提升 。 注 
意 所 有 投射 dmn : Wm 一 Wn 合 起 来 给 出 形式 环 概 形 同 态 qn : W 一 Wn; 
所 有 7x: Wo > Wn 合 起 来 给 出 一 个 提升 7 : Wo — W, 也 称 为 泰 希 米 勒 
提升 ; 而 Wo 同 构 于 AZ 的 环 概 形 结构 。 

对 任意 n> 0, 由 定义 显然 有 


n : 
WUn(0, 21, ..., 24) — Dpiz? = pusa-i(xi,.. r2) € Z[ro,..,v4] (1) 


将 此 代入 (1.12), 由 引 理 2 得 


pi(0, 0, 21, y1, 24, Yi) = Qi—1 (T1, gas mio yi) (Vi » 0) (2) 


类 似 地 , 由 引 理 3 得 


Vi (0, Yo, T1, 1; -s Li, Vi) = Pi—1 (£1, yo 2,1; Ti yi-1). (Vi >0) (3) 


由 (2) 可 见 


Vato —0, Vri= rii (Vi > 0) (4) 


所 定义 的 态 射 Vas: Wn > Wn 为 (加法) 群 概 形 的 自 同 态 , HESSE PE 
A Ya 一 Wn, 而 由 (3) 可见 Vn 的 象 为 Wo 的 理想 子 概 形 。 易 见 有 正 
合 列 


ion Vn 


> Wn > Wn mo, Wo 0 (5) 
注意 Vn 对 所 有 n 是 一 致 的 , 所 以 给 出 形式 加 法 群 概 形 自 同 态 站 :W 一 
W, 其 象 为 W 的 形式 理想 子 概 形 , 而 余 核 同 构 于 Wo。 称 Va V. 分 别 
为 Wn 8l W fi 4c 48 H (Verschiebung), 


0 — Wo 
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简 记 pw = pw, : Wn 一 Wn。 注意 在 命题 1 的 证 明 中 fo 给 出 环 概 
形 的 同 构 , 可 见 
Pw (wi) = pw (fo(zi)) = fo(pzi) = pfo(vi) = pwi (Vi) (6) 
代入 wi 的 定义 ( 即 (1.9)) 得 


SO p (piyz; Y ^ = wi(piyzo, —. piyzi) = (Phy wi)(2o, ai 
j=0 
za (7) 


， “一 了 十 1 
= pui(ro, ...,2;) = > Paa 
j=1 


此 可 以 归纳 地 得 到 
Piy, To = pro, pyy,zi = (1 — p^ 1) + pri, —— (8) 
我 们 来 验证 


Piw,„Ti = vb, (mod p) (Vi 0) (9) 
对 i 用 归纳 法 , i= 1 的 情形 由 (8) 可见。 设 i> 1, 则 由 归纳 法 假设 , 对 任 
意 0<j < i, 存在 y; € Zlzo,…, 25] 使 得 pyy (25) = 25 4 + pys, 由 此 易 见 
(piyz;) ^ aj. (mod p^), 代入 (7) 得 


—i+1 
Hy 


ppi zti = —p" ab rers - (piyz;)" D) pat. KEP 


三 Wiz? 1 p^") 


(10) 


此 即 得 (9). 
我 们 来 计算 Wa 作为 加 法 糙 概 形 的 李 代 数 。 如 取 坐 标 wi (i — 0, 1, ...), 
显然 有 左 不 变 向 量 场 So- (i = 0,1,…)。 注 意 


à Ow; ə a j pii 0 
oP 一 一 11 
ti z Ox; ðwj d Ow; 9 
由 此 得 
8 1 2—1 一 1 
Bra 1 prp — pao pro wo 
azr 0 p pa pa "i 
Dra = 0 0 p Pe Ps -1 Jwz (12) 
b : à 
Dra 0 0 0 p” Dus. 
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令 n 
1 ap b a ab A 
—1 m—t-4 
0 1 xh s 
Tusqe 4 Do ome dm (13) 
0 0 0 E f 


则 (12) 右边 的 方 阵 为 Ddiag(1,p,…,p")。 我 们 所 要 得 到 的 向 量 场 须 是 定 
义 在 马上 且 不 能 被 了 整除 的 , 故 可 取 为 diag(1,7 p") (527... 52-) = 
Tr (39-,..., aS) 的 分 量 , 即 为 


ð ð 


(14) 
总 之 有 


命题 2. 关于 维特 概 形 有 下 列 事实 。 

1) 对 任意 n, 由 (4) 定义 的 移 位 态 射 Vn: Wn 一 Wn 为 (加 法 ) 群 概 
JER AR; 其 象 为 dns (Vai). 是 Wn 的 理想 子 概 形 ; 核 为 ion(Wo); 
余 核 同 构 于 Woo 

i 所 有 V, 合 起 来 给 出 W IHE ras Sp V: W  W. 为 形式 加 法 群 
概 形 自 同 态 ; 其 象 为 W 的 形式 理想 子 概 形 , 而 余 核 同 构 于 Wos 

iii) 对 任意 7, (8) 和 (9) 成 立 。 

iv) 对 任意 n, Wn 作为 加 法 群 概 形 的 李 代 数 有 生成 元 组 (14)。 

注意 对 任意 有 单位 元 的 交换 环 R, 一 个 态 射 SpecR 一 Wn 等 价 于 一 
个 向 量 (a0, Qa1,…,an) (a; € R), 由 命题 1 和 命题 2 立 得 
推论 2. 对 任意 有 单位 元 的 交换 环 R, 记 Wn(R) = Mor(SpecR 一 Wn), 
W(R) = linW,(R), 在 W(R) 中 按 (1.22) 和 (1.29) 定义 加 法 和 乘法 , 则 
给 出 WR) 一 个 有 单位 元 的 交换 环 结构 。 此 外 ， 

i) 对 任意 m > n, (a0;Q1;…;Qam) 一 (40;01,…,an) 定义 的 投射 dman : 
Wa (R) E W,(R) HAHN, H. dmn (Ym) 合 起 来 定义 一 个 环 同 态 QnR: 
W(R) 一 Wn(R); ifj (ao.a1,...,an) = (0, ..., 0, a0, a1, ...,a5) 定义 的 嵌入 
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ii) 由 a 一 (a,0,...,0) 定义 的 嵌入 Tag : R — WAR) 与 乘法 交换 , H. 
所 有 Tan 合 起 来 给 出 的 嵌入 Tr: R — W(R) 也 与 乘法 交换 。 

iii) 由 (ao,a1, ..., an) ^ (0.a0, ..., a4 1) 定义 的 映射 Vo : Wn(R) 一 
Wn(R) 为 加 法 群 自 同 态 ; IRA dn cposR(Wa-iC(R)), 是 Wn(R) 的 理想 ; 
核 为 ion a (WoCR)): 余 核 同 构 于 Wo(R)。 

iv) 所 有 Van 合 起 来 给 出 的 映射 Vg : W(R) ^ WR) 为 加 法 群 和 月 同 
ds 其 象 为 WR) 的 理想 , 而 余 核 同 构 于 Wo(R)。 


称 WR) 为 有 R 的 维特 向 量 环 其 中 的 元 称 为 RR 上 的 维特 向 量 而 称 
Wn(R) 为 一 个 截 尾 维特 向 量 环 , 其 中 的 元 称 为 尺 上 的 截 尾 维特 向 量 。 称 
TnR 和 TR 分 别 为 Wn(R) 和 WR) 的 秦 希 米 勒 提升 ; 称 Var 和 Vr 分 别 
为 Wn(R) 和 W(R) fpe yr lobos 

下 面 考虑 特征 2 >0 的 情形 , 注意 Wa Fp FE, 上 的 一 个 有 单位 元 
的 交换 仿 射 环 概 形 , 为 方便 起 见 我 们 滥用 记号 , 将 它 仍 记 为 Wa, 并 仍 称 
为 截 尾 维特 概 形 。 由 (9)89Fp 得 到 

Dw,to—0, Pw,Ti = T1 (0cixnm) (15) 
再 由 站 的 定义 ( 即 (4)) 得 
DW, = Fw, JF, oV—Vo Fw, /Fs (16) 
总 之 有 (参看 [M2, Lecture 26]) 


推论 3. S EXE n fii Wna O Fp 为 Wn, W (15) 40 (16) 成 立 。 


Wk HEIE p 的 完全 域 , o :一 为 天 罗 贝 纽 斯 同 态 (HI a aP), 
则 c 诱导 W(k) 的 一 个 自 同 构 (a0;Q1,…) > (ap. ad. ...), 也 记 为 o (HI 
记 (ao, a1,...)7 = (ap, ad, ...)) 并 称 为 W(k) 的 夫 罗 贝 纽 斯 。 而 Wn 的 移 
位 态 射 给 出 加 法 群 自 同 态 (a0, a1...) 一 (0, ao, a1,…), 称 为 移 位 同 态 。 由 
(T) 或 (15) 可 见 p(ao. a1, ...) = (0,6, a7, ...), 故 投 射 Wk) 一 Wo(k) = k 
的 核 为 pW(k), 由 此 立 见 W (Kk) 为 产 进 完备 离散 赋值 环 , 从 而 是 的 维 
特 环 。 


推论 4. 任 一 特征 p 的 完全 域 有 维特 环 W(k), 它 可 以 刻画 为 所 有 
维特 向 量 (ao0, a1,…) (a: € k) 组 成 的 环 , 其 加 法 和 乘法 分 别 由 (1.22) 和 
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(1.29) 给 出 。 此 外 ,的 夫 罗 贝 纽 斯 可 以 (唯一 地 ) 提升 为 W(k) 的 月 同 构 


(ao, a1, =) fos (a6, aj; ..-); 而 p(ao. ai, e) = (0, ab, ah, -)o 


以 下 在 没有 疑问 时 都 将 Wi @ E, 简 记 为 Wn, 并 对 任意 m 2 0 id 
Wan = Wn lE wrr] WAIE, 


Wn,m = Spec(Fplzo, ---, £n] / (287, sah) (17) 
若 固 定 一 个 特征 p 的 域 k, 则 记 W, = Wn 8k, Wan = n,m OE (Vm 之 0)， 
注意 每 个 Wn,m 为 有 限 交 换 群 概 形 , Woo S ap, H. Wn,m 可 以 看 作 Wht1m 
或 Wnm+1 的 闭 子 群 概 形 。 


引 理 4. 对 任意 m,n > 0, Va 所 诱导 的 群 概 形 H DEN Vn,m : Wn,m = Wn, m 
等 于 Vy /ko 


证 . RA k= Fp 的 情形 。 注 意 Fw mp1/Fp 经 过 Wan; 诱导 忠实 平 
3H [i] zt Gm : Waina s Wins 它 和 嵌入 im : Wam — Wami 的 合成 等 
T Pw mi /Roo 由 (16) 有 


Vn,m+1 9 Fw, m+1/Fp = PW (18) 
由 交换 图 
gm Vn,m 
Wmt1 x Wa m 下 Wm 
IE |^ | (19) 
Fw, m4 Fi Vs 
Wn,m+1 一 一 Wm m4i — Wy mi 
DE 
imo Vom 9 Qm = DW, m4 (20) 
另 一 方面 , t 5 88 IL1.4 有 
Vw, /Fp 0 FW, us /Ep = PWn,m (21) 
故 类 似 地 有 
im o Vw, /Fp O Qm = DW, m41 (22) 
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比较 (20) t (22), TEX im 是 单 射 而 Gm 是 满 射 ， 可 见 Mon zs Vw, /Fp 
证 毕 。 


命题 2.1) 和 引 理 4 有 
Wj[V] =S coker(Viw,, Jk) = Ga/k (23) 


ik a(Wn) —1 QE SC. 14.2). 因而 
Way, [V] = coker(Vw, „/k) =% apm+i (24) 


此 可 见 a(Wn,m) —a(W,p,,) =1。 总 之 有 (记号 见 IILA.1) 


推论 5. $ k = Fp, W) 
i) 每 个 Wm € Ob(&tbint), 特别 地 Wo.o = Opi H. Wn,m HIKA 
Wn+i,m 或 Wy maa 作为 团子 群 概 形 , 而 Wn,m 的 概 形 结构 由 (17) 给 出 。 
ii) (23) 和 (24) 成 立 , H. a(Wn) = a(Wn,m) = a(WPm) = 1. 


习题 
罗 贝 纽 斯 由 复 共 辆 诱导 。 
2. K 5 QX rs RCK AZE KPAG., x ps3 
(mod 4) 满足 pR = P? (其 中 PC RR 为 素 理想 )。 $ RlmR/P', kin 


或 者 ReL[/p.:R R-L-. 
3. 验证 引 理 2 中 的 断言 i-iv)。 
4. 给 出 引 理 3 的 完整 证 明 o 


第 3 节 丢 多 涅 元 与 丢 多 涅 模 


1. 丢 多 涅 模 的 建立 


设 k 为 特征 > 0 的 完全 域 , 大 为 大 的 代数 闭 包 。 对 任意 G € 
Ob(91b14), 令 H = Gra, H' H C 的 零 分 支 , 则 因 必 是 完全 域 有 C S 
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H xy H', H H dc k FFER, 故 (G S k)ea = H 8r k ERA p Ist 
的 离散 群 概 形 , MAT TEE (Z/P Z)i. 的 离散 群 概 形 的 直 积 。 这 
FE (H Ər k)P 同 构 于 一 些 upr 的 直 积 , 由 此 可 见 HD 是 无 穷 小 群 , 故 
H € Ob(&lba9 (y, 亚 .4.1)。 同 理 , H'P 也 可 以 分 解 为 一 个 平展 群 概 形 和 
一 个 无 穷 小 群 的 直 积 , 总 之 有 典范 直 积 分 解 


G = Gi xy Gil xy Gint (1) 


n inf 


其 中 Ginf € Ob(gtoint), G, € Ob(8Ibft.), Gint € Ob(2bint 。 由 例 VI.1.6 
可 知 G 等 价 于 天 上 的 一 个 离散 群 概 形 连同 Gal(k/k) 的 一 个 作用 , s 
等 价 于 群 环 R = Z[Gal(k/k)] 上 的 一 个 有 限 长 的 模 ; 而 Got 的 卡 迪 耶 对 
偶 也 是 如 此 , 这 两 者 都 较 容 易 处 理 。 我 们 下 面 主要 考虑 Ab, 注意 它 是 
阿 贝尔 范畴 , 且 卡 迪 耶 对 偶 给 出 它 到 自身 的 反 等 价 。 

设 G = SpecR € Ob(atbinf), 则 因 k 的 弗 罗 贝 纽 斯 是 自 同 构 , Go = 
SpecRO™) 即使 对 m < 0 也 有 意义 , 而 任意 v € R 可 通过 典范 同 构 
RO" 兰 尽 看 作 RO 的 元 , 在 没有 疑问 时 仍 (滥用 记号 ) 记 为 zx, 这 样 
R 中 有 元 VERa, 简 记 为 Vz。 注意 对 充分 大 的 整数 nn 有 Foy, = 0， 
Vér 三 0。 将 G 看 作 加 法 群 概 形 , 其 加 法 记 为 aco 

ii W —WG&k,W f :G — W AAS, Mf ALEA Wn = 
Speck[ro, ...,a]. 4 £ = f* (£n), 注意 f 5 V X, 由 命题 2.2 可 见 


ac(x) 2ó4(V"*xz&Gy1,19,V"^*z, V"-i*z&1,19,V^71*z, ..., 281, 1942) 
(2) 
由 命题 2.1 可 见 若 将 z 换 为 f*(v;) (i< n) W (2) 也 成 立 。 


EX 1. 设 G = SpecR 为 有 限 交 换 (加 法 ) 群 概 形 使 得 Ve 二 0, 一 个 元 
rc Rua (2) 则 称 为 G 的 丢 多 涅 元 此 时 如 果 REA 六 代数 由 z, 
V*z, V?*z,... V"*z 生成 , 则 称 z 为 G 的 丢 多 涅 生成 元 。 


命题 2.1 可 见 上 述 定 义 与 n 的 选择 无 关 。 

记 ADE C Abik 为 所 有 使 得 VE 如 — 008 Ee n pr ff) G 组 成 的 全 
子 范畴 。 对 任意 G € Ob(2tej), 由 上 所 述 可 见 车 f: G> Wn 为 同 态 则 
F (En) 为 G 的 丢 多 涅 元 ; 反之 , 车 7 为 G 的 天 多 涅 元 , 令 f:G 一 Wn 
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为 由 f*(n) = Vau (2) (0 & i € n) 所 定义 的 态 射 , 则 由 Wa 的 加 法 和 站 
的 定义 可 见 了 是 同 态 , 记 为 fe f. 

W D(G) = D(G/k) C R AWARE EMRA, 由 上 所 述 有 典范 一 
一 对 应 D(G) — Hom(G, Wh)。 对 任意 z.y € D(G), 


(fz,fy 
———À 


E ÉD ) W.xW,—2 W, (3) 


也 是 k- Feds 故 (Se + fu) (En) € D(G), WA v d v. di Wy 的 加 
法 的 定义 可 见 


z+ y= pa(V r, Vy, V^71*z, Vy, 2y) (4) 


此 外 还 有 ~x = —15(r)e D(G) R 0 € D(G). h52 2.2 np 
xz+y=y+r, (rbiy)kz-zd(ydz) 
x+0 =z, x+ (—x)=0 (Vr,y,z€ D(G)) 
这 说 明 D(G) f 十 为 一 个 加 法 阿 贝尔 群 。 
注意 一 个 元 c € Wa(k) 可 看 作 一 个 k-& Spec(k) 一 Wn, 任意 
x € D(G) (对 应 于 fe: G 一 Wn) 与 cE Wn(k) 合 起 来 给 出 一 个 k- ERR 
JADEN 
G & Spec(k) x, G. LE Wp x Wn —— Wn (6) 
它 所 对 应 的 丢 多 涅 元 记 为 cxz。 FF c = (Co, C, c»). 由 维特 概 形 的 定义 
易 见 
exa 一 da i d pu +--+ enpr (7) 
特别 地 , 车 c = = Cn = O M cxe — cg xz。 故 对 任意 ce 及 zeD(G) 
fj ex € D(G). 
DIF x € D(G) Wj V*x € D(G) H. z? = F*x € D(G), ifi (7) & 
见 对 任意 c € Wn (k), 


F*(exz) — c" xF*z, V*(exr)= c XxV*z (8) 
定义 W (k)-AX28t (一 般 是 非 交 换 的 ) 


A-— A(k) :-W(Kk)[F, V|/(FV —p, V F—p, Fa—a? F, Va ac V Vae W(k)) 
(9) 
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上 面 的 讨论 说 明 D(G) 具有 一 个 4- 模 结构 (加 法 为 十, W(k) 与 D(G) 的 
乘法 为 x, FV 与 D(G) 的 乘法 分 别 为 F* 与 V* 的 作用 )。 


定义 2. 一 个 丢 多 涅 模 (Dieudonng module) 是 指 一 个 W(k)- 有 限 生成 的 
左 4- 模 。 对 任意 G € Ob(AbIK), 称 D(G) 连同 上 述 4- 模 结构 为 G IR 
多 涅 模 。 


注意 任意 ze a(G) (W, 1.4.2) 对 应 于 一 个 同 态 G 一 Gaze X Wn[V]， 
ik a(G) C D(G)。 男 一 方面 , 4; x € D(G) 满足 Var = 0, 则 由 feo 
Vayk = Vw, jk o fe — 0 RD, fe Aik WAV], 故 


o(G) = {x € D(G)|V5j.m = 0} = {x € D(G)|f. Z Wa[V]} — (10) 


特别 地 , 当 Vayk = 0 时 有 D(G) = a(G); 而 当 G 是 o- 群 时 有 a(G) S kO" 
(r — a(G)), 其 中 处 的 每 个 拷贝 看 作 A-I A/AQS V), 

对 ABK 中 的 一 个 同 态 f : G = SpecR — G' = SpecR', -代数 同 
态 广 : 尽 一 下 满足 广 D(G)) c D(G), 从 而 诱导 4- 模 同 态 D(C) 一 
D(G), 也 记 为 f*. di f Abi H = ker(f), 则 对 任意 v € ker(D(G) 一 
D(H), 显然 fe: G > Wn 在 五 上 的 限制 为 0, i fe 经 过 G', 从 而 
v € f'(D(G); 另 一 方面 , 显然 f" (D(G)) C ker(D(G) 一 D(H)), tk 
f*(D(G")) = ker(D(G) => D(H)). 

特别 地 , d; H S oy, WEE 4- 模 正 合 列 0 一 D(G/H) ^ D(G) ^ 
D(H), 故 由 命题 11.4.3 及 归纳 法 可 见 D(G) 作为 W(%)- 模 具有 有 限 长 度 。 

Ti G = Wan, 则 由 上 所 述 可 见 D(G) 作为 (以 + 为 加 法 的 ) 加 法 
群 同 构 于 Endi(G) 的 加 法 和 群 结构 , 故 可 将 二 者 等 同 起 来 。 令 vo € D(G) 
为 对 应 于 ida € Endr(G) 的 元 , W D(G) 的 4 模 结 构 给 出 一 个 4- 模 同 


(avo) o v = av, W q 为 环 同 态 。 总 之 有 
命题 1. k k HRH p> 0 KEAR, G E Obu). 4 D(G) C R9 G 
的 丢 多 涅 元 的 集合 , 则 


i) 一 个 D(G) 的 元 x 等 价 于 一 个 大群 概 形 同 态 fe: G 一 Wn (满足 
fz (zn) = x). 
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ii) D(G) 具有 Uc) 4- 模 结构 : 任 两 个 元 £, y € D(G) 的 和 Zz 二 vy 由 (4) 
给 出 , 零 元 为 0, 任意 x E D(G) 的 负 元 为 -x; 对 任意 c= (c0,c1,…,Cn) € 
Wn(k) 及 x € D(G) (AEF fe : G 一 Wn), 积 cxz 由 (7) 给 出 ; Fo = 
FE pT =a 区 人 二 Ve rT 此 外 , 对 任意 cEk 及 XED(G) 有 cx ED(G)， 
它 等 于 (P ")xz. D(G) 作为 W(k)- 模 具有 有 限 长 度 。 

ii) 对 任意 m > 0, W d : Wn,m > Wn WIRA, W f iof 给 出 一 个 
加 法 阿 贝尔 群 的 同 构 : Endi (Ws) > D(Wn,m), ifj a — o~ (axi) 给 
HARHA Ak) 一 Endk(Wn,m)。 

iv) Xt f : G = SpecR 一 G' = SpecR Jy Ab pig pops, W K-A Z 
HS 广 : 尽 一 下 典范 地 诱导 4- 模 同 态 广 : D(G" 一 D(G), 故 D 可 


看 作 从 AOE 到 4- 模 的 范畴 Ma 的 反 变 函 子 。 此 外 , 若是 满 射 则 有 下 
合 列 
0— D(G') —> D(G) > D(ker(f)) (11) 


v) (10) 成 立 , 特别 地 车 Vayx —0 W D(G) =a(G); ifj? G 为 a- 群 时 
有 D(G) & (A/A(F, V))?" (r = a(G)). 

vi) Wn 具有 如 下 泛 性 : Od ERCGSG MR k 5 Fy, 任意 G = Spec(A) € 
Ob(2t65) 及 任意 满足 Vor = 0 K x € D(G), 存在 唯一 所 群 概 形 同 
d f: G Wn 8k E f* (8n) =x. 而 Wnm = (Wnr 9 E,)[F"*!] 具有 
如 下 泛 性 : 对 任意 完全 域 大 2 Fp, 任意 G = Spec(A) € Ob(2t6inD 及 任意 
满足 VEA 0m FGk e =0 y x e D(G), 存在 唯一 所 焙 概 形 同 态 
f:G 一 Wnm @ 上 使 得 f*(zn) =T. 


命题 1 可 见 若 G = SpecR WEA Wim 的 闭 子 群 概 形 , 则 R 作 
为 代数 由 D(G) 生成 , 且 极 大 理想 M = ker(0*) C R 由 D(G) 生成 ; 反 
Z, 若 REA kim D(G) 生成 , W G TRAA Wim EA BET HE 
概 形 。 


2. 委 多 涅 模 函 子 给 出 的 范畴 反 等 价 


记 99 c 994 为 所 有 在 W) 上 长 度 有 限 的 4- 模 组 成 的 全 子 范畴 ， 
MI c 99 为 所 有 Fu V 的 作用 都 寒 零 的 4- 模 组 成 的 全 子 范畴 。 命 题 
1 给 出 ( 反 变 ) 丢 多 涅 模 函 子 D: Abin 一 My, 我 们 下 面 证 明 它 是 范畴 反 
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等 价 , 关键 是 下 列 事实 。 


命题 2. Bek HWRE p > 0 的 完全 域 , G = Spec(R) € Ob(2tbinD, 则 G 可 
嵌入 其 个 Wi m 作为 闭 子 群 概 形 。 


证 .由 命题 M43 可 约 化 为 a(G) = 1 的 情形 。 由 命题 亚 .4.3 可 取 闭 子 
THE H C C 使 得 G/H S oy, 注意 a(H) < 1, 故 由 归纳 法 只 需 证 明芳 
H A n-lm-1 的 闭 子 群 概 形 , 则 G IRA Wn,m 作为 闭 子 群 概 形 。 注 
意 G 有 闭 子 群 概 形 H' = GIF] n GIV] = oy, 且 一 个 同 态 f :G 一 Whn,m 
是 单 射 当 且 仅 当 它 在 H' 上 的 限制 是 单 射 , 因为 若 ker(1)n H' = 0 则 
a(ker(f)) = 0, 从 而 由 命题 DL4.3 有 ker(f) —0. 
4 Go H H > Wr-i,m-1 M H > G 的 推出 , 则 Wy i-i 一 Go 和 
G 一 Go WIERA, 而 Go/Wn-1,m-1 S apo 注意 Wn-1m-1 29 Wn,m 的 
闭 子 群 概 形 , 令 Gi; 为 Wn-1,m-1 > 帮 1Him-14 M Wn-1,m-1 > Go 
的 推出 (4, j = 0 ER 1), 则 Go 可 看 作 Go; 的 闭 子 群 概 形 , 且 有 正 合 列 


0 一 Wa-itim-144 > Gij > 05 5 0 (i, j=0,1) (1) 


4 Gi j = Spec(Ri j), Wn-1+i,m-1+; = Spec(Bi,;) (i,j = 0,1). 注意 Gi, 
是 Wy m-1 = Gio 和 Wai —t Wim 的 推出 ， 故 有 行 正 合 的 交换 网 : 


0 >Wn,m-1 > G1,0 > ap 一 0 
| | IL 2) 
0 一 Wn,m > 644 A, ap 一 0 


m 0) 及 Fw. E m = 0 可 见 FoU, = 0。 由 推论 2:513) 可 知 Bi; S 
k[yo; ---, Yn- ao b "S "rus 由 Gi 无 穷 小 (及 大 是 完全 域 ) 可 见 
Ris 形 如 klur ww ]/ (y. mh) 而 Qu 的 长 度 等 于 Wn-itim-i+ 
的 长 度 加 1。 故 Ria 的 代数 结构 只 有 两 种 可 能 的 情形 : 或 者 


m42 „mH mi 
Ria = klyo,..., Yn]/ (yO E sm ) (3) 


或 者 
EET 


(m4-1 m- 
Ria k[yo,.synsi]/(6 -Yh Vna) (4) 
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但 (3) 是 不 可 能 的 , 因 和 否则 ker( F7), 的 长 度 为 (m 十 D)(n 十 1), 等 于 
Wn,m C ker(Fr ^.) 的 长 度 , 从 而 Wr,m = ker(Fes 4%), 这 样 POY 二 0 
将 给 出 G1.o C ker(FC 和) = Wa, 与 Gio > op 是 满 射 矛 盾 。 

另 一 方面 , Giai 也 是 Wn-1,m > Goa 与 Wn,m-1 > Wn,m 的 推出 , i 
有 行 正和 的 交换 图 : 


0 >Wn-—1,m > Goa > ay 0 
| | ls 加 
0 一 Was ii Gi4 A ? Oy 0 


(1) M Viimse =O 可见 Vor, = 0, We Fei, = 0.08 (5) 取 卡 迪 
耶 对 偶 得 行 正和 的 交换 图 ; 


0 一 ap > GP, > Wi. > 0 
IE IE | (6) 
0 一 ap Gh Was > 0 


其 中 4 和 4 忠实 平坦 。 注意 coker(Fwp, jj) S ker(Vw, m/k)? 有 长 度 
ml HOFWE 4 = 0, 而 WD, 有 长 度 (m -- 1) (n 4- 1), 故 作为 大 代数 
n+i 


BP, = k[yo, Ym] /(WR ies umm). IETT I RP, 的 如 代数 结构 只 有 
两 种 可 能 的 情形 : 或 者 


n42 n41 n41 
Rpr = kosova vf st ) (7) 
或 者 
n4i n+1 
Rp, S k[yo, V mai]/(0 i Unya) (8) 
但 (7) 是 不 可 能 的 ， 因 和 否则 B' = kb, g-m] C AP 为 C = 
coker(FE Vk) 的 结构 环 ,而 Fw, ye = 04118 BPa C B', AT G' S Wam 


(因为 它们 有 相同 的 长 度 ); Foo, — 04 t AGa C B', 从 而 投射 9 经 
过 WP, 与 ap > GR, 矛盾 。 

因此 (4) 和 (8) 成 立 。 令 Ho = coker(Fap, jr), 则 由 (8) 可 见 Ho 有 长 
HE m+2, i H? S Gia[V] 的 长 度 也 是 mm 二 2。 由 (4) 和 Was C Gia 可 
见 HP 的 结构 环 同 构 于 k[ysgu]/GR y), i Caa[V][F] = HP e o2. 
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但 由 a(Wim) = 1 可 见 Gs a [V] [F] QW, s = ap, WHS Gia [VIF] > ap 
为 满 射 , 这 给 出 ^ 的 一 个 截 口 , 从 而 有 Gia Ws xkape tT GC Gii 
H. a(G) = 1, 由 命题 亚 .4.3 可 见 G 一 Whim R G — ap (实际 上 前 者 成 
立 )。 证 毕 。 


命题 2 可 得 到 下 列 推论 。 
首先 , 注意 Wam 的 结构 环 作为 了 -代数 由 mosca € DOVa n) Æ 
命题 1 可 见 G 的 结构 环 R 作为 所 代 数 由 D(G) 生成 。 

其 次 , d? a(G) 21. $ H C G 为 同 构 于 ap 的 唯一 团子 烙 概 形 , 可 取 
x € D(G) 使 得 z 在 D(H) 中 的 像 非 零 , 故 ker(fz) 没有 同 构 于 ap 的 闭 
TRADE. 从 而 ker( 廊 ) = 0, Bl. fe Jg BH: 反之 , 车 有 2 eE DG) 使 得 
fz AAKA, 则 由 推论 2.5.3) 可 见 a(G) = 1。 由 此 可 见 车 a(G) = 1, W 
R 作为 六 代数 由 o. V*z, ss Vw™z 生成 ; 此 时 车 Fori = 0, Ve — 0, 则 
G "pt. Won 作为 闭 子 群 概 形 ; 而 车 还 有 C 的 长 度 为 (m o 1)(n + 1) 
WRA G — Waum 为 同 构 。 特 别 地 , W k = Fp, G = WR n, W Fri — 0, 
Vos =0 P. G ff REX (m -- 1)(n +1), i WR S Wn,m (我 们 在 下 节 
将 给 出 一 个 特殊 的 这 样 的 同 构 )。 

TEX XedgeukU)4? i: Ho G 为 闭 子 群 概 形 , 则 4- 模 同 态 Uo: 
D(G) > D(H) 为 满 同 态 。 对 任意 ap S H' C H, 可 取 x € D(G) 使 
得 它 在 D(H’) 中 的 像 mz v 0., W c = i*(x) € D(H). XIEX y € 
D(H), 车 其 在 D(H') PRIRA g = ez (c € k), 则 由 命题 Liv) 可 见 
y + (—ex') € ker(D(H) > D(H')) = D(H/H'), 对 G 的 长 度 用 归纳 法 ， 
可 设 D(G/H') 一 D(H/H') 是 满 射 , 故 存在 z' € D(G/H') C D(G) 使 得 
i*(z) 2yd(—-ex), & z — z' t ex, WA 


成 ， 


i*(z) = i*z' 4 ci*x = y 4 (—cx') 4 cx' = y (9) 


此 及 命题 liv) 可 见 D 是 正 合 沙子 。 此 外 , 显然 D 保持 直 和 , 且 由 定 
义 显然 可 见 对 任意 G,G € Ob(2lbiaf), D 给 出 的 映射 Homx(G',G) 一 
HomA(D(G), D(G')) 是 加 法 群 同 态 , 故 刀 是 阿 贝 尔 范畴 的 加 性 正 合 反 变 
RT. 


此 可 见 D(G) 作为 4 模 的 任 一 合成 列 的 每 个 因子 都 同 构 于 A/ 
A(F, V), 而 14(D(G)) — (6). 
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特别 地 , 车 H —im(Foy) (看 作 G 的 商 群 概 形 ) 则 D(H) = FD(G): 
而 车 H = im(VYeA) (看 作 GO) 的 商 群 概 形 ) 则 DH) = VD(G)O)。 故 
£ H = G|F] ^n G[V] m D(H) € D(G)/(F.V)D(G), 注意 此 时 a(H) = 
a(G) ( 见 (1L4.2.1)), 再 由 命题 1.v) 可 见 D(H) & (A/A(F, V); 车 取 
D(G) 的 一 组 元 21... taqa) 使 得 它们 在 D(H) "pite D(H) 的 一 
组 大 基 , 则 由 归纳 法 可 见 D(G) 作为 4- 模 由 Zz1,…,zZa(G) 生成 。 特 别 地 
35 a(G) — 1 W D(G) 作为 4 模 由 一 个 元 生成 (这 就 是 “ 单 生 成 ”这 个 术 
Wh) W k = Fp, G = Wn,m, 则 由 (F+, V^) DON S) —0 X 
lA(D(WA m)) = (Wn,m) = (m + 1)(n + 1) 立 得 


D(Wn,m) = A/A(F™®+1, Vn) (10) 


再 由 命题 1. 道 ) 可 见 这 给 出 环 同 构 Endr, (Wn,m) € A/A(F™H, Vn), 
车 是 的 代数 扩张 ( 亦 为 完全 域 ), 则 由 (10) 可 见 有 典范 W (k) E 
构 D(Wn,m Gy k'/k') 8 D(Wy m /k) Sw) W(k'), 从 而 由 命题 2 可 见 对 
任意 GE Ob(biaf) BIA D(G 8x k' /k^)  D(G/k) 8w) W (k) MZA 


推论 1. 设 大 为 特征 了 > 0 的 完全 域 。 

i) 4 G = Spec(R) € Ob(2t6)), W RR 作为 和 代数 由 D(G) 生成 , 且 
la(D(G)) = (G). 

ii) D : 9tbint — 990, 为 阿 贝 尔 范畴 的 加 性 正 合 反 变 函 子 。 

iii) 对 G = Spec(R) 7: 0 € Ob(2tbinr), 下 列 条 件 等 价 : 
1)a(G)—1; 

2) D(G) 作为 4- 模 由 一 个 元 生成 ; 
3) 存在 ze D(G) 使 得 RR 作为 大 代数 由 所 有 ez 生成 ; 
4) G TIRA EA Was 作为 闲 子 群 概 形 。 

iv) 4? G € Oblogp 满足 a(G) = 工 及 FER = 0, VO = 0, 
1(G) = (m+ 1)(n +1), WI G = W, s; 此 时 有 环 同 构 D(G) = End; (G) = 
A/A(Fnr, y). 换言之 D(W, s) 由 所 有 cua? (0<ign,0<j<m, 
Cij € k) 按 加 法 十 的 和 组 成 。 特 别 地 有 WE n S Wnm, 故 


dim, Lie(Wn,m/k) 2 n--1, dimy Lie(WD,, /k) 2 m 4-1 (11) 
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v) 若 完全 域 k 是 大 的 代数 扩张 , 则 对 任意 G E Ob(tbinf) 有 典范 
W (k^)-Bili D(G &y k'/k") = D(G/k) 9w) W(Kk'). 


我 们 下 面 构造 地 给 出 Dt. 设 M € Ob(9U,), Bt n, m fig FHM = 
V"*!M = 0, 并 设 M 作为 4- 模 由 7 个 元 生成 , 则 存在 4- 模 满 同 态 9 : 
(4/4(FEmHVn+l))er — M, 注意 (4/A(F™t1,V"™+1))@" 的 长 度 有 限 ， 
故 ker(g) 是 有 限 生成 的 4- 模 , 有 是 显然 有 天 "+lker(g) = V"*!ker(g) = 0。 
Wt ker(g) 作为 4- 模 由 s 个 元 生成 , 则 存在 A-W h: (4/A(F™+1， 
V7))95 — ker(g), 这 样 就 有 4- 模 正 合 列 


(4/4(Fm+l,Vn+l))9s 一 , (A/A(Fm+1, Vnt1))er 12, M50 
(12) 
命题 Li) 和 推论 Lii) 可 见 h 由 一 个 同 态 及: WY, 一 Wi 给 出 , 令 
G = ker(h), 则 G € Ob(2t6inD, 且 由 推论 Lii) 有 D(G) & coker(h) & M. 
设 f: M 一 M HMA 中 的 同 态 , 则 由 上 所 述 可 取 G" € Ob(gteint 
使 得 D(G') S M'。 由 命题 Li) 可 知 有 同 态 o: G' ^ Wim 使 得 D(9$) = 
fog. 由 


D(ho$)— D(ó)o D(h) 2 fogoh—0 (13) 


TIL ho — 0, th o Ait ker(h) = G, 从 而 给 出 一 个 同 态 f: 一 G, B. 
显然 有 D) = f. 特别 地 , 若 f£ Ate pg. 则 由 此 可 见 也 是 同 构 , 从 而 G 
在 同 构 之 下 由 M 唯一 决定 。 再 由 上 述 构 造 过程 可 见 若 取 定 G, G', Wi f 
f 唯一 决定 。 这 就 给 出 D 的 逆 D-1, 即 D-M) = G, Df) = f. 
总 之 有 


定理 1. 对 任 一 特征 p > 0 的 完全 域 k, KHT D: Abin 一 M4 为 阿 贝尔 
范畴 的 反 等 价 , 其 逆 DE 由 上 述 构造 过 程 给 出 。 


上 述 构造 过 程 还 可 见 


推论 2. 设 G = Spec(R) € Ob(Abint): 则 一 个 理想 了 C 斑 定 义 一 个 闭 子 
群 概 形 当 且 仅 当 工 由 (其 中 的 ) 丢 多 涅 元 生成 。 


BI 1. 设 大 为 代数 闭 域 , M € Ob(90,) 的 长 度 为 2, D (M) = G. 车 G 不 
是 单 生成 的 , 则 只 能 有 M = (A/AQ. V))9?, Am G = o5. d a(G) — 1. 
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HUM 的 一 个 生成 元 z, WA F?r = V2z = 0, 而 由 lA(M) = 2 可 
存在 不 全 € pW(k) 的 wb € W(k) 使 得 aFz 4 bVz = 0。 有 3 种 可 
的 情形 : i) a € pW(k), 此 时 由 aF € AF? 可见 M & AJA(F?, V), 故 
G = Wo1 S o2; ii) b € pW (k), lis rti bV € AV? W y, M & A/A(F.V?), 
M G = Wio & aB; iii) a,b g pW(k), 不 妨 设 5 = —1, 此 时 有 pz = 

F(bVz) = a^F?r = 0, i pM = 0, 从 而 M 可 以 看 作 太 线性 空间 ， 
而 Vz=aFz(ae 大 为 0 在 大 中 的 像 ) 由 代数 闭 可 取 c € k 使 得 
cuz a, 则 对 z' = czz 有 


REGE 


Va! = cVz = cc" 1 Ez = F(c?x) = Fr (14) 


取 v! 代替 x 作为 M 的 生成 元 , 就 可 见 M S A/A(p, F — V), h ER 
构造 D-! (M) 的 过 程 可 得 G 兰 Spec(k[z]/(zz), 其 群 概 形 结构 由 (参看 
(2.1.24)) 


p-i 
v6) 28. LL Yr qe ett (15) 
0*(z) 20, (-1)*(z) 2 一 7 
给 出 (z € D(G))。 
ux EO k bmp ee, G= E[p], 则 由 dims Lie(G/k) — 1 %& 
GP SG 可 见 M = D(G) 为 情形 省。 总 之 990, 中 长 度 为 2 的 对 象 的 同 
构 类 共有 4 种 : 


(A/AQ V))€?, A/A(F?,V), A/A(F,V?), A/A(F — V, p) (16) 
'EAFDSE NER REEE ( 同 构 类 ) 分 别 为 
a2, Wo,1 SS ap, Wi,o & aD, 五 四 ] (17) 


其 中 E 为 超 奇 椭圆 曲线 。 


3. 丢 多 涅 模 的 推广 


设 k HFE p > 0 的 一 般 域 , G E Ob(265D, 则 仍 可 定义 D(G) = 
Hom(G, Wn), 其 中 Wn = Wnr 8 ko gti W (k) 不 一 定 是 离散 赋值 环 ,其 至 
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不 一 定 是 诺 特 环 ; 而 由 于 o 未 必 存 在 , 丢 多 涅 元 的 定义 (2.2) 须 改 为 


ag (a?) ) óa.(V"*x && 1, 1 Gy V"*z,Vn- I*g(P Qp 1, 1 Qp V^-1*z(P, .... 
LP”) Sk 1,1 8p sP” )) 
(1) 
其 中 rP) r8, 1e RP)。 在 一 般 情 形 即 使 对 bf, D 也 未 必 是 范畴 
反 等 价 。 

在 大 是 完全 域 的 情形 , 尽管 定义 (2.2) 对 G € Ob(2tbit) 也 有 效 , 但 
D(G) 一 般 不 能 决定 G 的 同 构 类 (参看 命题 VLL), WEF k 是 代数 
闭 域 , 则 D(G) n w G 的 同 构 类 , 这 是 因为 此 时 G Je Pu BORJE, 
故 一 个 同 态 G 一 Wi 等 价 于 G 作为 加 法 群 到 Wn(%) e Z/P 的 一 
ESSE RUE m,n 有 Hom(Z/p"Z, W, (k)) = Wivin(mn)(k) (3 
实 上 这 对 任意 域 R AF a € Z/p"Z 为 一 个 生成 元 , WI— A Fd 
f : (Z/p"Z) 一 Wn 等 价 于 一 个 阶 < p” 的 点 f(a) € Wn(k))。 车 取 
k = Fp, Wh o = idk 可 见 F dk D(Z/p"Z)) 上 的 作用 等 于 id, 再 由 
FV =p WIL V zc D(Z/p"Z)) 上 的 作用 为 p: (这 也 可 直接 看 出 ), 故 有 


D((Z/p"Z)) ¥ AJ/A(p", F - LV -p ¥ A/A(F- LV") (2) 


由 基 变 换 可 见 这 对 任意 域 k 都 成 立 (参看 习题 1)。 
F Ge Ob(Abg ae), WA V. 不 是 蛙 零 的 , 上 述 定义 不 适用 。 为 对 一 般 
的 G € Ob(&lbik) 定义 丢 多 涅 元 和 丢 多 涅 模 , 可 以 采用 下 而 的 方法 。 

我 们 需要 改变 变 元 的 次 序 , 将 mos sss zn 分 别 改 记 为 zw -200 HAE 
Rm > n, W ma : Wm > Wn 为 包含 同 态 诱导 的 投射 (注意 它 不 是 同 
d). 4 RC Z[[ro.21, ...]] 为 所 有 形 如 


f=a+fo+fit+:.. (a€Z, fi € viZ(ro, 21, ...,vi] Vi) (3) 


的 元 组 成 的 子 环 ( 易 见 形 如 (3) 的 展开 式 由 f 唯一 决定 ), 看 作 W 的 函数 
环 。 令 
Gn (Zo, Yo, nsn) = Pn Tn, Yn, --- 0; Vo); Yn (20. 90; En: Un) (4) 
= Vu(Zn.Un.-s Zo, Yo) (Vn) 
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由 引 理 2.2 可 见 Ón4A (to; Yo, 5 Zn41 2441) On (xo; yo. --- Tn, Un) € (£544; 
yn+1); 类 似 地 , 由 引 理 2.3 有 wnt1 (m0. yos --- En+1, Ung) 7 Un (o: yo; -> En, 
Un) € (Sati Und); 故 有 极限 


$ —limó,, Ý —limi, e ROR (5) 


Gk Ro Rp sz; eld les fi ei y). 且 由 引 理 2.2 和 引 
3p 2.3 有 余 交 换 律 


GKXi, 万) = à(Yj, Xi), OX Y5) = PY, Xi) (6) 
(其 中 X; = (zi mass), 等 等 ) 和 余 结合 律 


(zo, G(Yo, Zo), £1, (Ys, Z1), ...) = G(G(Xo, Yo), zo, (Xa, Y1), 1, .—.) m 
V (zo. $(Yo, Zo), £1, 6(Yi, Z1), ...) = V(O(Xo, Yo), 20.9 (X3, Y1), z1, ---) 


而 W 的 形式 环 概 形 结构 由 


ay (Ti) = PTis Yis Zi+1, Yit 7), MWw(Ti) = V (zi. Yis dips Viens w) (8) 
0*(z;) = 0, (-1)* (5) = —z; (vi) 
给 出 。 记 Woom = W 8 Fp[F™], W Woo,m 的 加 法 自 同 态 id 一 Y 的 核 H 


由 理想 了 = (zo — 21,21 — 29...) C È £l, i o € R/I 9g xo 的 像 , 则 五 
的 加 法 上 


aj (x) = ó(z, v, ...) (9) 


给 出 。 由 引 理 2.2.iv) 可 见 Ónaa(zo. yo; En+1, Yn+1) — Qn(xo, Yo, 2n; 
Un) € (Zn+Hlyn+l) 的 每 项 的 次 数 > pc n(p — 1), MOS 782) XU n 有 
(rz, 2, ...) = 加 (zz 2), 换言之 (9) 的 右边 是 有 限 和 , 这 说 明 H 是 有 
限 群 概 形 。 易 见 H usa. 

对 于 一 般 的 G € Ob(2tb.), — la f: G — W 8 上 等 价 村 一 组 
k- 态 射 fn : G 一 Wn (Yn > 0), 满足 相 容 性 dwrDno fna = fn (Yn 2 0), 
使 得 dmn 0 awn O (fm Xx fm) = fn o ac (Vm > n). HEARRE I, 对 于 
G € Ob(3065i..) 也 可 以 定义 D(G) 为 Homx(G,W 9 k), 这 样 就 可 以 对 任 


342 


PIE AZIR 


意 (加 法 ) 群 概 形 C = SpecR € Ob(Abik) 统一 地 定义 丢 多 涅 元 为 Rp 
满足 


a&(z) = gz@kl 1@kz rzQ@kl1B@kV*zV2zQ@kl1G@kV2rc…) (10) 


的 元 , 而 所 有 丢 多 涅 元 组 成 丢 多 涅 模 D(G) 兰 吾 omk(G, & k). d? k iè 
代数 闭 域 , 则 由 定理 1 和 上 而 的 讨论 可 见 D 是 忠实 的 。 

d k 是 完全 域 ,下 Ae k 的 代数 闭 包 ， 则 对 任意 有 限 交 换 k-e 
G = SpecR, 由 定义 易 见 


D(G/k) = D(G &y kK/k)89*/9 c Re k (11) 


此 及 D(G 8p k/k) 在 天 同 构 之 下 决定 G 8p k n] Ws d 


D(G & k/k) = D(G/k) wx W (k) (12) 
则 D(G/k) 在 所 同 构 之 下 决定 C. 


引 理 1 (“ 超 范 德 蒙 德行 列 式 ”). dE p 为 素数 , m,n 为 正 整 数 , 令 


T, Tn 
Ld e 
a(n m : " : € Fp[zi, ..., m4] (13) 
M ae 


则 有 


Joao t) — (-1)n- 172 [i (Ti + Acgyiti ga +- + Ana) 
1<i<n 
Aitte AnEFpm 


(14) 
证 明 很 容易 , 留 作 习 题 (习题 6). 


命题 3. k k HARER, W D : Abir — 9x9, 为 阿 贝 尔 范畴 的 反 等 价 。 


3E. 由 上 记述 只 需 证 明 (12) 对 任意 G € Ob(&bix) 成 立 。 不 妨 设 大 一 了 mr 
( 为 素数 )。 由 于 D(G &x k/k) 在 W(k) 上 是 有 限 生成 的 , 存在 有 限 扩 
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张 k' Dk 使 得 D(G 8r k/k) = D(G &x k' /k') 8w) W (k), 故 只 需 证 明 
D(G 8r k'/k") = D(G/k) 8w) W (Kk) 即 可 。 
4 r =0" € Gal(k/k), 则 


D(G &y k/k)” = p(G r k/k) (15) 


H. Tk 为 Gal(k'/k) 的 生成 元 。 令 n= [K' : k]. HAER v € D(Gexk'/k'), 
DEN 


4 十 TU 十 T20 ++: rw € D(G 8r k'/k') = D(G/k) (16) 


任 取 k^ 作为 天线 性 空间 的 一 组 基 Cis Cn Q ci € W(k') 为 e; D ded o 
勒 提升 (1 < i < n), 并 令 


—1 


vj = Civ+T(CiV)+ -+r (civ) = avte rut- eI Tn io € D(G/k) 

(17) 
由 引 理 1 可 见 det(cf — ) Bi p IEF, 故 可 取 ar, -an € W(Kk') 使 得 oil 十 
一 十 anvn 模 了 与 v Fl. 这 说 明 D(G/Ek) 8w) W (k^) 模 了 生成 DIGG 
Ri/p)， 从 而 由 中 山 正 引 理 有 D(G/k) 8w) Wk’) S D(G 8r k/k’). 
证 毕 。 


j—i 


我 们 可 以 进一步 建立 “几何 化 ”的 丢 多 滥 横 理论 。 
引 理 2. 设 5 为 诺 特 概 形 , X 一 5 为 平坦 相对 射影 群 概 形 , 节 一 9 为 相 
对 拟 射 影 群 概 形 , 则 存在 局 部 拟 射 影 5- 概 形 Homs(X. Y) 代表 Schs 上 
的 预 层 

Homx,y/s : To Homz(X Xs T, Y Xs T) 

更 一 般 地 , dq Y' — 5 为 相对 拟 射 影 概 形 而 h :一 是 S-E, 则 存 
在 局 部 拟 射影 5- 概 形 代 表 Schs 上 的 预 层 

T — (f € Morr(X xs T,Y xs T)|(h xs idr)o f omxxsT = ((ho 
my) Xsidr) o (f xr f)) 
证 ， 只 需 证 明 后 一 个 断言 。 不 芒 设 X 一 S 是 射影 的 且 有 射影 概 形 
Y 5 S (Y' > S) WAY (Y?) A Y (Y) 的 稠密 开 子 概 形 。 令 T = 
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Mors(X,Y), f : X xs T >Y xs To 9412 84. (参看 定理 V.2.2.iv)), 则 

To 的 开 子 概 形 五 = To — pro(f (Y — Y)) 显然 代表 Schs 上 的 预 层 
glorxy/s : T 9 Morr(X xs T,Y xs T) 

Ade 


$ = (h xsidz)o f o (mx xsidzo) : 

$! = ((ho my) xs idm) o (f xm f) : 
( 即 分 别 为 (2,2) = hf (za^)) 和 (2 2)  h(f(x)f(2))), To, Ty C X xs 
X xs Y' xs To 分别 为 8, ó' ff] sd, Wirt] Do 8 X xs X xs To 可 见 它 是 
X xs X xs Y' xs To 的 闭 子 概 形 。 注 意 prisa: To > X xs X xs To 是 同 
构 , 可 见 o 由 Ty 决定 (等 于 praaoprig,). IE Fw A6 X xs X xsY xsTo 
的 闭 子 概 形 且 决定 oo hH IV.2.3 npAp Ts 和 Tew 在 To 中 有 等 化 子 
To, Àj W,—^* TS X xs T —^ Y xs 了 满足 (hxsidr)o f omxxsr = 
((homy) xsidr) o (f xv f) 当 且 仅 当 它 对 应 的 5- 态 射 了 一 To 经 过 也。 
由 此 可 见 7; n To 代表 所 述 的 预 层 。 证 毕 。 


X xs X xs To 一 Y xsT (18) 


设 3 为 诺 特 (Z/P"Z)- 概 形 (7 为 正 整 数 ), G € Ob(&b1s), 不 难 证 明 存 
在 正 整数 N, 使 得 任意 35- 形式 群 概 形 同 态 f:G 一 W x5 满足 


Q(n--N)n € AW, 4x o (jnHN Xs fn+N)= fnoaG (Vn) (19) 


证 明 如 下 。 令 d = deg(G/S), 4; S = Speck (k WIR), 可 约 化 为 有 4 
数 闭 的 情形 , 注意 分 解 (2.1) 中 的 GE 和 Gi 都 满足 V4 = 0 Gt. 
满足 F^ = 0, 可 见 对 任意 m > N = p, Ómaa(zo yos dmi Ym+1) 一 
Óm (Xo. yo, ---; Em, Ym) 的 任 一 项 在 (zm+lym+Hi) 中 且 次 数 > N, 故 对 任意 
同 态 f:G—woki 


acf" (xo)) = BN(f*zo, f*yo,.., f*£N, f*YN) (20) 


从 而 (19) 成 立 。 对 一 般 情形 不 难 约 化 为 S$ = SpecR, G = SpecA, R X 
阿 廷 局 部 环 的 情形 , 取 ” 使 得 R 的 极 大 理想 P 满足 Pr = 0, 由 上 述 域 
上 的 情形 可 知 存 在 N 使 得 对 任意 m > N, gli(zo,yo,…ZmHl ym+1) 一 
Óm (ro. yo. -...Zm; Um) 的 任 一 项 s 可 以 分 解 为 > 个 因子 的 积 sl …:sr, 其 
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中 每 个 si € (£a, Ya, Vm Uma) 且 次 数 d. te (f xs f)' (s) Ei P X 
0, 即 在 PA tH, 从 而 (f xs f)*(s) € (PA) = 0, 这 说 明 (20) 成 立 , 从 而 
(19) 成 立 。 

这 样 , 由 引 理 2 np A. pz T > Homr(G xs T,W x T) 是 可 代表 的 。 

上 面 我 们 看 到 , 若 3 = Speck (k 为 完全 域 ), 在 一 般 情形 D(G/k) 不 
一 定 能 决定 G didam 但 D(G/k) WA: 4 k X k 的 代数 闭 包 ， 则 
D(G/k)(k) = D(G &x k), 由 上 所 述 D(G 8r k/k) 决定 G p k HHX, 
从 而 在 代数 同 构 之 s G Ork k WAAR R; 由 于 RR 作为 有 代数 由 
D(G 8r k/k) 生成 , Gal(k/k) 在 D(G/k)(k) 上 的 作用 决定 它 在 R 上 的 作 
用 , 由 命题 VI.1.5 可 知 这 决定 G 的 同 构 类 。 总 之 有 


定理 2. Wr S 为 诺 特 (2Z/p"Z)- 概 形 , G € Ob(9tb;s), WA 5- 拟 射影 概 形 
D(G/S) 代表 Gchs 上 的 预 层 

Somo wxs/s : T — Hom7r(G xs T.W x T) 
且 有 下 列 性 质 : 

i) W 的 乘法 诱导 D(G/S) 一 个 (c) W x 5- 模 概 形 结构 ; dT S 为 
Fy- 概 形 , 则 W AES FV 诱导 D(G/S) 的 W x S-EZETE FH dal e 

ii) 4? S = Speck (k 为 完全 域 ), W G 一 D(G) = D(G/k)(k) 给 出 一 
Ay [af 91 Z gt AE D] Js "IE E 4r PER D : Abir — MY o 特别 地 若是 代数 闭 域 
或 有 限 域 , 则 D 为 阿 贝 尔 范畴 的 反 等 价 。 

Jk D(G/S) 为 G 的 丢 多 涅 模 概 形 。 

丢 多 涅 模 的 定义 还 可 以 推广 到 交换 形式 群 上 。 设 5 为 诺 特 (Z/p Z)- 
概 形 , 对 任意 G = lim Gn € Ob(Abs), Xx X D(G/S) = lim D(Gs/5), 易 见 
它 具 有 形式 Wx5- 模 概 形 结构 。 此 外 , 显然 Abs 中 的 一 个 同 态 f:G 一 GG 
典范 地 诱导 一 个 形式 W x 5- 模 概 形 同 态 D/S) : D/S) ^ D(G/S). 

di X — S 为 阿 贝 尔 概 形 , 定义 

D(X/S) = D(pp(X)/S) (21) 
( 见 (1.1.4))。 特 别 地 若 S = Speck (k 为 域 ), 定义 
D(X) = D(e» X) = D(X/k)(k) (22) 
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注意 它 是 有 限 生 成 的 W(k)- 自 由 模 。 
4i S = Speck 而 大 为 特征 2 的 完全 域 , 易 见 D(G) = D(G/k)(k) H 
有 4- 模 结构 。 例 如 , 由 (2) 可 见 


D((Q»/Zp)k) ¥ A/A(F — 1,V — p) (23) 


对 充分 大 的 nn 有 正 合 列 D(G,) *5 D(C) 一 D(G.) > 0, 故 由 中 山 
正 引 理 可 见 D(Gny1) 由 D(Gs) 在 D(Gn+ti) 中 的 任意 提升 生成 , 由 此 及 
归纳 法 可 见 D(G) 作为 W(k)- 模 是 有 限 生成 的 。 此 外 易 见 D 作用 于 一 个 
短 正 合 列 给 出 4- 模 短 正 合 列 。 若 上 是 代数 闭 域 或 有 限 域 , 则 由 定理 1 和 
命题 3 可 见 任意 G € Ob(2tb,.) 在 同 构 之 下 由 D(G) 完全 决定 。 

特别 地 , 车 G 为 pos BARES Wh ps: Ga 一 Gn 是 满 同 态 可 见 
p: D(G) 一 D(G) 是 单 射 , 故 D(G) 作为 玉 ()- 模 是 自由 模 ; 反之 , 在 大 是 
代数 闭 域 或 有 限 域 的 情形 , 由 定理 1 和 例 2 SEXUS p- D(G) 一 D(G) 是 
单 射 , 则 对 充分 大 的 mu p: Gua 一 Gn 是 满 同 态 , 故 G 为 产 可 除 群 。 总 
之 有 


推论 3. 设 5 为 诺 特 (Z/p"Z)- 概 形 , 则 有 Abs 到 形式 W x SAJE Rt 
的 反 变 加 性 函 子 D, 与 基 变 换 交换 。 若 k 为 特征 p 的 完全 域 , 则 对 任意 
G = lin Gn € Ob(Abx), D(G) = D(G/E)(k) 具有 AALAN HAH R 
生成 的 WEAH 4 Ab, C Abr 为 所 有 ADE 中 对 象 的 形式 直 极限 组 成 
的 全 子 范 蝴 , 则 D 给 出 Aog 到 Ma 的 一 个 全 子 范畴 的 反 等 价 且 保 持 短 
正 合 列 。 车 是 代数 闭 域 或 有 限 域 , 则 D 给 出 bs 到 Ma 的 一 个 全 子 
范畴 的 (保持 短 正 合 列 的 ) 反 等 价 , 且 此 时 一 个 对 象 GE Ob (tb) H pn] 
除 群 当 且 仅 当 D(G) 为 自由 WA. 


注 1. 在 有 些 文献 中 , 丢 多 涅 模 函 子 D 定义 为 一 个 共 变 函 子 (例如 [Laz 
p. 91]), 而 在 另 一 些 文献 中 , 丢 多 温 模 函 子 则 定义 为 一 个 反 变 函 子 (例如 
[Dem, pp. 63-71]), 这 两 种 定义 的 等 价 性 可 以 通过 对 偶 给 出 ( 见 下 节 )。 在 
本 书 中 我 们 采用 的 是 反 变 理论 。 

习题 
1. BE k WEHE p > 0 的 完全 域 , 扩 域 六 上 也 是 完全 的 。 对 于 一 个 A(S- 
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Ei M, Æ Mi; = Mw) W (k) FEX F, V fr EHI 429 F(v&w(xa) = 
F (v) 8w) a^, V(v &w(x) a) = V(v) w(x) a7 RIERA Me 一 个 
A(k)- 模 结构 , 且 对 任意 G € Ob(9lbi) 有 D(G &x K'/k) & D(G)i. 


2. Wk HEHE p >0 的 完全 域 , 证 明 AQ) 作为 W(k)- 模 是 自由 模 C68 H 
由 生成 元 1, F*, V, i— 1,2,.). Git: 考虑 A(k) SQ, 利用 习题 1 并 注 
意 Ap) 为 交换 环 。) 


3. B k HEFE p> 0 的 完全 域 , 证 明 任 意 G € Ob(gtointo) 可 以 嵌入 一 个 
户 可 除 群 G' € Ob(&bk) 作为 闭 子 群 概 形 。 (提示 : 先 证 明 对 任意 正 整 数 
r,s, AJA(F" — V$) 是 一 个 产 可 除 群 的 丢 多 涅 模 。) 


4. Wr k Jy PEE p >o 的 完全 域 , M,N 为 A(k) Eng md. S MO 
N = M 8w) N, tfj F, V 的 作用 : F(v @w(r) w) = F(v) 8w) F(w), 
V (v Gw.(k) w) = V(v) Gw(k) V(w). 验证 M O N thi X ERE. 


5. 注意 Pw us 的 像 是 Wn C Wnti (Yn > 0), 可 见 对 任意 完全 域 > Fp, 
DrVn+i 诱导 让 群 概 形 的 忠实 平坦 同 态 万 : Wim =j Wn,m (Vm > 0)。 

设 了:G 一 G' tn 中 的 满 同 态 , 使 得 ker(f) 为 o- 群 。 证 明 对 任 
意 同 态 9 : Wnm > C, f 5 gop 的 拉 回 同 构 于 Wnti 与 一 个 a- 群 的 直 
积 。 (提示 : 参看 命题 2 的 证 明 。) 


6. 证 明 引 理 1。 


T. t k HRE p > 0 的 域 而 9 > 2。 举 例 说 明 存在 9 维 其 特殊 阿 贝尔 入 
不 是 超 奇 的 。 


8. 用 命题 2 和 习题 5 的 方法 计算 Bzt(ap, Wy) 和 Ext(W, 05). 
第 4 节 对 偶 与 拟 极 化 


1. WD, 的 委 多 涅 生成 元 


以 下 固定 一 个 素数 p, 且 记 大 为 特征 p 的 域 。 
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在 推论 3.Liv) 中 我 们 已 经 看 到 WPm Ws 下 而 我 们 明确 给 出 一 
个 “标准 的 ” 同 构 WD, — Wo, 即 给 出 WP 的 一 个 特殊 的 于 多 涅 生 
成 元 。 为 方便 起 见 取 有 = Fp, 并 记 Wiim 的 结构 环 为 Bn ( 见 (2.2.17))。 
我 们 的 途径 是 间接 的 : 先 取 定 WPm 的 一 个 午 多 涅 生成 元 , 再 将 其 作为 
Bos 上 的 了 -线性 泛 函 而 确定 。 

4 H —WP,[V][F] (Hl WD, 中 同 构 于 ap 的 唯一 闵 子 群 概 形 )， 则 
HP 典范 同 构 于 Woo 的 同 构 于 op 的 商 群 概 形 , 其 丢 多 涅 生成 元 可 取 为 
Ya ”一 ab. 故 由 命题 3.1i) 可 见 可 取 WPa 的 丢 多 涅 生成 元 y 使 得 
ylab") = 1。 记 Dy € Dif fr(Bn,m, Bnm) X y 所 对 应 的 左 不 变 微分 算 子 
(参看 定理 TIL 1.1.1)). 

当 n =m = 0 时 , 注意 Woo S ap, 由 命题 3.1.iv) 和 命题 亚 .4.1 
有 a(Wo,o) S D(Wo,o) 兰 Lie(Wqoo/k), 由 a*(20) = zo & 1 +18 zo 可 见 
Dy,(x$) = ixt ^, B) Dy = adc. HIET I y 作为 Boo 上 的 大 线性 泛 函 满 
足 y(zb) = 9a. 

对 于 一 般 的 n,m, 注意 


Vi*y(a2" ^) 一 y(Fi*Vn*ap" 7) - y(V"*a?") =i (0 « i < T 


F'*y(a7" ,) = y(Vi*Vn-9*25") 2 yV) 21 (0<i<n) 


n—i 


(1) 


H. Vy (Fy) 可 看 做 BD, ; (Bim) 的 元 。 若 yV aR) = e 将 
y Su y + (Vy) 就 可 约 化 为 VaR) = 0 的 情形 (注意 y + 
(—cV*y) = (y & (—cV*y)) o aj); 类 似 地 车 y(V7U*a2^) = c, Hi y RA 
y t (-cF*y) ik Wu 462 y(Vo-D*207) = 0 的 情形 。 由 归纳 法 最 终 可 以 
约 化 为 


yla? i) = yV”) = (V*y)(z£ ) = 99; (Vi<n,jr<j) (2) 


的 情形 。 以 下 我 们 证 明 在 此 情形 有 


M 1 $ ji=...= ja =0, jo =p” 
xt) = 3 
RE) lo uem P 
对 任 一 单项 式 
a= 7 -rin € Bum (4) 
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d(a) = jo + pÀi + t p" ja (5) 
对 任意 d € N, 4 B2, C Bs 为 所 有 ad 次 单项 式 生成 的 有线 性子 空 
间 。 易 见 这 定义 了 Bnm 的 一 个 分 次 -代数 结构 。 由 引 理 2.2.iv) 可 见 
ar(zn) 三 各 (Zo0@11@7zo2m@l1@zn) 中 的 任 一 单项 式 o c B 满足 
d(o) + d(B) = p", th a* Jg 4Y d se 
对 (4) 中 的 单项 式 a 可 记 


ay, , (0) = 2. mg my O06... (6) 
OX io,...,in «pmt 


其 中 Qio,.in € Ban. Wt (3) 成 立 , 则 由 (6) 有 
0,...,0 (7) 


由 此 可 见 D,(o) 的 任 一 单项 式 的 次 数 等 于 deg(a) — p" . 此外, 由 (1) 和 
(3) 可 得 


T* id Jil 1 基业 二 jo = p” 
d gx i { 0 ”其 他 情形 (8) 


由 此 可 见 Dyrxy(a) 的 每 一 项 的 次 数 等 于 deg(a) — p"—". WA 


Dvry(Bam) C Bam (Vd,r) (9) 
特别 地 , 当 d<p"" 时 有 Dvry(B4) — 0. 
现在 来 证 明 (3). 首先 注意 车 i: G1 = Spec(R 一 G = Spec(R) 为 
Abia 中 的 闭 柑 入 而 了 = ker(i*) C R, 由 定义 可 知 i?* — iP : RP 一 RP 
为 六 代数 同 态 , 其 像 为 


(8oi*|d € RP} = (a € RP Jaf) = 0) (10) 
特别 地 , 着 G = Wa 而 G1 C G2 Foy Wg, W Gi = Was-i H. 
i: Gi > G 的 卡 迪 耶 对 偶 可 看 作 Vo jx 的 余 像 , 它 同 构 于 记 :G2 — GP 


的 像 。 故 
V*(RP) = (o € RP|o((xb oz) 一 0 (11) 
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由 丢 多 涅 元 的 定义 有 
awp (y) = óm(V"*y 81,18 V"*y,...y 1,16 y) (12) 


注意 u = ap, : Bun 9 Buon > Bnm (awp, 的 对 偶 ) 为 Bnm 的 乘法 ， 
而 (12) 的 左边 等 于 y o pu, 故 对 任意 m. 2 € Bn,m 有 


Dy(£x') = po ġm(Dvm»y 81,1 8 Dvm=y, ..., Dy 81,18 Dy)(r&z') (13) 
( 见 定理 M.1.Liii))e I z = c . 则 由 (2) 和 (13) 可 见 
Dy,(xb x") = 2 xb Dy(z’) (14) 
类 似 地 , Nr = a (i> 0) 可 得 
Dy x’) = af Dy) (vi> 0) (15) 
由 (14) 和 (15) 用 归纳 法 得 


pd] y" a^) 


- [scio pum afie” a Lors" Dya) 车 jo 0 
Mizo 2; ty" DG?) Fi jo — 0 


(16) 


特别 地 , 对 任意 单项 式 =f al RAER j >0 H y(t” a) = Dyle" 2) = 
0, H4 a^ 1A ylh c) — Dy(xb a) = 0。 这 样 对 于 (3) 的 证 明 仪 
EIF jo,…, jn < D" 的 情形 。 

下 面 对 n 用 归纳 法 , 来 证 明 (3) 对 m < n 成 立 。 由 归纳 法 可 设 (9) 
对 > 0 成 立 , 由 (16) 和 通过 (13) 用 归纳 法 可 见 (9) 对 > = 0 也 成 立 。 
因此 , 35 (4) 中 的 单项 式 a 的 次 数 不 等 于 p" 则 Du(a) 的 各 项 的 次 数 都 
不 等 于 0, 从 而 (o) = 0。 这样 只 需 考 虑 deg(a) = p" 的 情形 。 若 j > 0， 
WH n > m TA deg(a) = p” R% n= m B jo = -= jm-1 = 0, jm =1 
时 成 立 , 但 由 上 面 y 的 取 法 有 y(zm) = 0。 故 只 需 考虑 jn = 0 的 情形 。 

4 vy =y”, m (2) 有 


y (35 ;) = bi Dom (Ü0&ixn—l 0<j <m) (17) 
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注意 YE Bp, 所 定义 的 WD, 的 商 群 概 形 为 Fecoyx 的 像 , 其 卡 迪 耶 对 
偶 为 Wn,m 的 由 理想 (xo) 定义 的 闭 子 群 概 形 , 故 其 结构 代数 由 Z1,…, En 
生成 。 大 m < n, 由 归纳 法 假设 有 


TT [1 车 和 =…= 加 =0, 刻 =2" 18 
Ll) ls xum» d 
注意 y (a) = «(V*o), 故 (18) 给 出 
m 1 jdija-—e-—ijai-—0 jo =p” 
ql 9 
Aeolus cans (19) 


i—0 


Ff m =n, WA jos jai < P” BY. ILC 22) = 0, 这 就 完成 了 归 
纳 证 明 。 

对 一 般 的 n,m, 由 于 Wm TIRA Was 作为 亲子 群 概 形 , 由 (8) 
可 见 (3) 仍 成 立 。 总 之 有 


定理 1. 记 Bn,m 为 Wnm 的 结构 环 , 则 (3) 定义 的 线性 泛 函 ye BD, 为 
WP m 的 丢 多 涅 生成 元 。 此 外 ， 
i) 对 任意 0<i<n 和 0<j<m,z=Viyr e DWD,) X WD, 
的 满足 
z(zP )=6ir6js (Yr <n, j <m) (20) 
KEELE. 
ii) (14) 和 (15) 对 任意 2' € Bus 成 立 。 
iii) Bnm 具有 分 次 Po- 代数 结构 
(p^*1—1)(p7*1—1)/(p-1) 
Bam = ae Bo (21) 
d=0 
其 中 每 个 单项 式 o = aq cato 为 次 数 dla) = doe pia 4- pis 的 齐 次 
元 , 而 Bd, 是 所 有 d 次 单项 式 生 成 的 Fy- 线 性 子 空间 。 对 y, V*y, V?*y, 
s Vy 的 任 一 单项 式 6 有 


Ds(Bi,)C Bn, ®® (vd) (22) 
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Kald d < deg(8) 时 有 Da(B1,,) = 0. 


定理 1 有 助 于 理解 天 多 涅 元 与 微分 算 子 的 关系 。 注 意 To, En 为 独 
立 变 元 , 若 记 微分 算 子 


1 ð .pm-i . 
Dis um lo € Dif fe, (Bam Fp) (23) 


则 定理 1i) 说 明 Boos 上 的 E -RPE Vy” 可 以 理解 为 Di (V0 < 
iXn,0xjxm). 

特别 地 , 注意 Wo S Gaz, 故 Bom S i 而 Wo,m = oma 
的 加 法 由 ar(z) = zg@1+1@z 给 出 。 由 此 易 见 引 理 L22 中 的 Do? 
(0& i € m) 都 是 左 不 变 微分 算 子 ， —— t; € BOm 满足 


t= ia OLiS msj <p) (24) 
故 由 定理 Li) d; ti = V"7*y (0 <i <m), 从 而 由 引 理 L2.2.) 得 


(三 (GT 人 
(25) 
将 此 与 定义 3.1 比较 即 可 见 Am 与 Bm 在 Bl。 上 一 致 。 总 之 有 


推论 1. 记号 如 定理 1, 则 Ys (02: d 38 2G did 看 作 Bos 上 的 Fp- 
性 泛 函 等 于 (23) 中 的 微分 算 子 Dijo 特别 地 , Ds = Wrio 的 结构 环 同 
构 于 Fp[yo;…, 9n]/ (uo: -. v5). 其 加 法 由 

a*(yi) = Ai(yo81,199o, 91891,1991... y; 81,189 y;) (Og<ign) (26) 
给 出 , 其 中 A 为 引 理 工 1.2.i 中 的 多 项 式 。 此 外 ， 


Ni 三 内 (mod (p,yb....yb)) (Og<ign) (27) 


其 中 上 为 引 理 2.2 中 的 多 项 式 。 


例 1. 由 (2.1.24) 可 见 在 Fp 上 有 91 = A1, 但 对 于 较 大 的 mw On 与 An 不 
相等 。 
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2. 丢 多 涅 模 的 对 偶 


B k HEIE p KIEA, G € Ob(Abkine): RIEKE D(G) 和 D(GP) 
的 关系 。 

IER a € k, 4 fa € Endr(Wnn) 为 avs 所 对 应 的 加 法 群 概 形 自 
同 态 , 则 有 fél) = fi(V"*z4) = a?“zo, 由 定理 1 可 见 fP*(y) = ay, 
这 说 明 按 v, — y 给 出 的 同 构 6: WP, > Wan fP = fao Tim D H 
加 性 和 归纳 法 可 见 对 任意 € W(k), b: : Wa, 一 Wn,n 的 卡 迪 耶 对 偶 也 
是 bo 

任 取 单 同 态 i: GP — Wr, W iP : Wr, 一 G 为 满 同 态 , 且 任 意 同 
d GP 一 W @ 上 经 过 Wnn。 由 定理 1, 一 个 元 ze D(GP) 典范 等 价 于 
一 个 同 态 zD : Wnn > G, 由 定理 3.1 和 (3.2.10) 可 见 这 又 典范 等 价 于 一 
个 AK da z2* : D(G) ^ D(Wnn) & A/AQnoH, VH), 故 有 典范 一 一 
映射 


f : D(GP) -> Homa(D(G), A/A(F™+1, yn1)) (1) 


易 见 f 是 加 性 的 , 且 由 命题 3.13) 可 见 f AE W(Kk)-ZETEB. vEXOS TE 
Zi y € D(G) & Homy(G.W,,), f(z)(y) = xP*(y) 可 以 理解 为 yoz2 : 
Wa, 一 Wnmo 由 上 所 述 可 见 对 任意 € W(k) 有 f(bx)(y) = bf(x)(u). 
W jz)() = (x. y) 4. W (Ja 是 W(k)-SU £& E fft o 
记 Ie 4/4(Fn+l,Vn+l) 为 1€ 4 的 像 。 易 见 A/A(H,Vn*t) 作 
为 W(k)- 模 可 以 分 解 为 直 和 
—1 n 
A/A(F™H, yn) = Q wav 10pwoor (2) 
i——n i—0 


其 中 W(E)V-1 = W(k)/p***W(k), (DPI = W(k)/pr*1-W(k) 
(作为 WA). IEEE Qn 十 了 个 WERE fj: DGP) x 
D(G) > W(k)/p*1W(k) (1 < j < n) M fi : D(GP) x D(G) > 
W(k)/pr*-W(k) (0 < i < n) 使 得 


=t n 
f()) = F fiey VI+ AG) FT. (Yz e D(GP),y € D(G)) 
i——n i—0 
(3) 
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由 f(z) 是 4- 模 同 态 有 f(z)(Fy) 二 了 f(z)(y), 代入 (3) 比较 各 项 得 


f_n(z, Fy) =0, fi(z, Fy) = pfi-i(z. y)? (-n« i < 0), 


ed (4) 
file; Fy) 2 fi-si(z,y A Sis n) 
再 将 f(z)(Vy) =Vf(z)(y) 代入 (3) 比较 各 项 得 
fi(z Vy) = fiar, y) (si<0)， - 


f(x, Vy) = pfai(m y) (1&i«n), falz, Vy)=0 


(4) 和 (5) 用 归纳 法 得 


faz) = folz, F'y) ^, fí(z,y) = folz, Vy («i«n) (6) 


故 所 有 fi 由 fo 唯一 决定 。 这 样 fo 给 出 的 W()-tmuMg D(GP) 一 
Homw (x) (D(G), W (k) /p*  W (k)) 是 一 一 映射 , 换言之 fo 为 完全 配对 。 
另 一 方 而 , 对 任意 x € D(GP), 由 定义 有 


f(Fa) = (Fz)P* = (zP o Vw, , j)* (7) 


HOHER y € D(G) i f(?"x)(y) = yoz? oVw, nyk = (Vw, p oyozP)099, 
从 而 
foa, y) = fo(z, Vy)? (8) 


类 似 地 有 
fo(Vz.y) = folz, Fy) - (9) 


注意 (8) 和 (9) dog F M V 在 D(GP) 上 的 作用 。 

对 于 &bi 和 Stc. 中 的 对 象 ,， 上 而 的 事实 仍 成 立 , 但 需 用 另 法 建 
立 , 这 里 仅 简 述 建 立 的 方法 。 首先, 对 W e k 的 任意 有 限 子 群 概 形 , 由 上 
而 的 结果 取 极 限 可 见 有 WW(k)- 双 线性 型 (,)4 : D(G?) x D(G) 一 A/p' A 
(= 1(G))。 注 意 


D(Z/p"Z) & A/A(F —1,V"), D(np») 8 A/A(V — 1, F”) (10) 


作为 W- 模 它们 都 同 构 于 W/p"W. FF k Ap pur zx G S 
Z/p"Z R C = up 的 情形 , 此 时 (nu) = foly) = f(x)(y), 且 易 见 
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(8), (9) RZ. I—II k S k H k 的 代数 闭 包 , 注意 DG ey k/k) S 
D(G/k) &wx W(k), ifj Gal(k/k) 作用 于 D(G 8 k/k) RHA W(k) 
上 的 作用 相 容 , 将 fo BE Gal(k/k) 作用 即 可 将 fo 建立 在 上 上。 总 之 有 


命题 1. Wr k 为 特征 了 > 0 的 完全 域 ; G € Ob(&b1x), 则 对 充分 大 的 并 
(n 2 I(G) 即 可 ) 有 一 个 典范 W(k)- 双 线性 完全 配对 


(,) : D(GP) x D(G) ^ W(k)/p"W (k) (11) 
满足 条 件 


(Fx,y) = (£, Vy)? (Vz,y) = (z, Fy (Yz € D(GP),y € D(G)) 
(12) 


这 样 由 D(G) 的 4- 模 结构 可 给 出 D(GP) 的 4- 模 结构 。 


定义 1. B k WEE p> 0 的 完全 域 , M HARK AR. MP 为 下 
Mk 4- 模 : 作为 rr(b)- 模 


MD = Homyw(,(M,W(k)/p^W(k)). (n » 0) (13) 


(在 同 构 之 下 与 n 的 选择 无 关 ), du FORI V. 的 作用 分 别 为 
Fa(y) 2a(Vy)', Ve(y) =z(Fy)” (vre MP,y € M) (14) 
称 MP 为 M 的 卡 迪 耶 对 偶 。 
注意 这 给 出 90, 到 自身 的 对 合 反 等 价 90, 一 MA, 而 命题 1 说 明 


D(GP) S D(G)? (15) 


特别 地 , 由 定理 1 和 (10) 可 见 


(A/A(F™®,V”))P = A/A(F^, V), (A/A(F —1, V^))P = AJA(V — 1, F”) 
(16) 


这 些 也 不 难 通过 直接 计算 得 出 。 
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设 G —limG, € Ob(Abk) 为 p-RI RRIF, 则 其 塞 尔 对 偶 G* 也 是 p- 
可 除 群 ( 见 命题 1.1), 故 由 推论 3.3 可 知 D(G*) 为 自由 WW(k)- 模 。 注 意 
(G')n SGP (vn), 由 命题 1 可 见 有 一 个 典范 W(k)- 双 线性 完全 配对 


6) : D(G9 x D(G) > W (k) (17) 


HA (12)。 这 样 由 D(G) 的 4- 模 结构 和 〈(,〉 可 得 到 DCG) 的 4- 模 
结构 。 
设 4 模 M 作为 W(k)- 模 是 有 限 生成 的 自由 模 , 定义 


M' = Homw)(D(G), W(k)) = MY (18) 
并 定义 F,V 在 M* 上 的 作用 分 别 为 
(Fou) = (Vy), (Voy) = (Fy) ' (vóeM'ye M) (19) 


IXM M* 一 个 AAR, 称 为 M 的 塞 尔 对 偶 。 这 也 可 以 表达 为 
一 个 We) SUR FESEASRORE 《,) : M! x M  W(QE), 满足 


1 


(Fó,y) = ($, Vy)", (Vó.y) = (p, Fy)” 


显然 (MO! 典范 同 构 于 M。 上 而 的 结果 可 表述 为 


Ype M',ye M) (20) 


推论 2. 设 大 为 特征 p > 0 的 完全 域 , G € Ob(2t6,) Jy p- BRI, 则 有 上 典 
di 4- 模 同 构 
D(G*) = D(G)t (21) 
这 也 可 以 理解 为 为 一 个 玉 ()- 双 线性 完全 配对 (,) : D(G*) x D(G) 一 
W (k), 满足 
(Fz,y) = (m, Vy), (Vz,y) = (x, Fy)" | (vre€ D(G*),y € D(G)) 
(22) 


f| 2. k k= Fp, rs 为 互 素 的 正 整数 , 不 难 验 证 (Fs — V") C 4 为 素 理 
4H, 而 M = A/(F* — V7) 作为 Zp- 模 是 自由 模 ( 秩 为 7 十 s), 故 对 应 于 一 
A Fp 上 的 p- RIE, 记 为 Gr,s。 不 难 验证 


Mt Q= (A/(F" -V°))&Q (23) 
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这 说 明 GL. Gsr。 由 此 及 推论 1 可见 
dimp, Lie(Gr,s) — r, dimp, Lie(G; 。) = s (24) 
特别 地 , 车 7=1, 则 有 M' S A/(F" — V9), JE Gis Gs. 


W f: G G 为 六 可 除 群 的 同 源 , 则 f*: D(G') 一 D(G) 的 塞 尔 对 
偶 f* : D(G)! 一 D(G')! 对 应 于 f! : G* — G+, BI f** = f'* : D(G!) 一 
D(G"), 

对 于 上 的 阿 贝 尔 徐 X. 由 定义 D(X) = D(e»X). 从 而 由 例 1.4 和 
(21) 有 D(X) = D(X}. 


3. 拟 极 化 


WX 为 大 上 的 阿 贝尔 筷 , 则 存在 极 化 óc: X — X (C 为 X 上 的 在 
富 层 ), 它 诱导 同 源 


pp(ge) : P(X) — ey (X) S ey (X) (1) 


由 推论 2 可 见 这 又 等 价 于 一 个 W(k)- 双 线性 非 退 化 配对 (,) : D(X’) x 
D(X*) ^ W(E), 满足 


(Fz,y) = (2, Vy), (Væ,y) = (Fw) ^ (VmyeD(X)) (2) 


这 里 要 注意 , 我 们 通过 px 将 X £5 X 等 同 起 来 , 有 óco px = óc. HI ge 
是 自 对 偶 的 ( 见 命题 WL.2.5)。 但 受到 特征 0 情形 的 解析 方法 (参看 8VILS 
节 ) 的 影响 , 通常 是 用 -Hpx 将 X i; X 等 同 起 来 , 这 样 Bc 的 对 偶 就 是 
一 pc T. Wt C) 满足 
(x,y) = —(y, a) (3) 
即 为 交错 型 。 
对 任意 PARRI G, 一 个 同 源 (如 果 存 在 的 话 ) f : G  G' riu 
t= 二 一 了 , 则 称 为 一 个 拟 极 化 (quasi-polarization)。 由 推论 2 可 见 G 的 一 
个 拟 极 化 等 价 于 一 个 W(k)- 双 线性 非 退 化 交错 型 6) : D(G*) x D(G*) 一 
W(k), 满足 


(Fr,y) = (Vy), (Veg) = (z, Fy) (ve,yeD(G') (4 
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对 于 一 个 无 挠 ( 即 W (K)-3E38) ELER M, 一 个 W(k)- 双 线性 非 退 化 交 
错 型 (,) : M* x Mt 一 W(k) 称 为 拟 极 化 如 果 它 满足 


(Fr,y) = (z, Vy), (Vz,y) = (Fu) (vz,y € M*) (5) 


因此 一 个 产 可 除 群 G 的 拟 极 化 诱导 M = D(G) 的 一 个 拟 极 化 。 注 意 C) 
也 可 以 理解 为 一 个 4- 模 单 同 态 D(f) : D(G)! ^ DG). di 6) 是 交错 型 
可 见 deg(/) = det(DCP)) 为 平方 数 (参看 习题 3), 详 言 之 deg f = p”, 其 
中 21 为 coker(D(f)) 的 长 度 。 

因此 一 个 阿 贝尔 筷 X. 的 极 化 诱导 vo CX) 的 一 个 拟 极 化 , 从 而 诱导 
D(X) 的 一 个 拟 极 化 。 车 óc HMRI X 的 极 化 , 则 它 诱导 的 pp(X) 
的 拟 极 化 的 次 数 等 于 deg(gc) 的 p- 部 分 , 即 p^ 使 得 p" || des(óz) (回忆 
由 推论 VI.2.2.vi) 可 见 7 是 偶数 )。 特别 地 , d; óc 为 主 极 化 ( 即 为 同 构 )， 
它 所 诱导 的 交错 型 为 完全 配对 。 总 之 有 


y 


定理 2. Wb k 为 特征 了 > 0 的 完全 域 , 六 为 上 的 阿 贝 尔 簇 , 则 任 一 极 化 
óc: X — X (C 为 和 上 的 丰富 层 ) 典范 地 诱导 p(X) 的 一 个 拟 极 化 , 它 
等 价 于 D(X) 的 一 个 拟 极 化 6). 而 它 的 次 数 等 于 p^ 使 得 p^ || deg(oc) 
(为 偶数 )。 特 别 地 , FF óc 为 主 极 化 ( 即 为 同 构 ), 则 (,) 为 完全 配对 。 


由 例 2 可 见 
推论 3. 设 X 为 特征 p > 0 WEAR k ENRE. FEEN A 
PPX) 一 Gang@A 则 也 存在 满 同 态 pp(X) 一 Chm 8 ko 

习题 

1. 验证 例 2 的 断言 。 
2. Wt k HEE p > 0 的 代数 闭 域 , 群 概 形 17 = Speck[t]/ (t^). JE t dili 
AE m* (1-0) = (1+t) 8x (1-0). 证明 理想 (t) 中 有 生成 元 x iE m* (z) = 
zG&l-l1G.kz- l7 gr De, (提示 : 取 z — yg. Ct 
为 (+t) 的 泰勒 展开 式 的 截断 , 其 余 项 除了 CM a 外 , 在 m* 作用 
后 模 zz 均 为 0。) 
3. Wt R 为 平坦 ZARA AAE, TH REH nxn RARAY BE. 证 明 
det(T) e Q?, 
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第 5 节 丢 多 涅 模 的 结构 和 分 类 


1. 源 晶体 的 结构 


取 定 一 个 素数 p, 并 记 上 为 特征 p 的 域 。 

设 G 为 上 上 的 交换 形式 群 。 前 面 说 过 , ALE DG) 也 可 以 用 唱 
体 上 同调 给 出 , 故 也 称 D(G) Jy Æ 2 3€ & 4& (Dieudonné crystal, 有 些 文献 
中 称 之 为 (F, V)- 晶体 )。 注 意 若 G 为 产 可 除 群 , 则 D(G) 作为 W(k)- 模 是 
有 限 秩 自由 模 , Mott f: G G' 为 产 可 除 群 的 同 源 , 则 D(f) : D(G') 一 
D(G) 为 单 射 且 coker(D(f)) 的 长 度 有 限 , 从 而 存在 n> 0 使 得 p" D(G) C 
im(D(f)). XX f, D(G)z] = D(G) & Q 就 可 以 看 作 G 的 同 源 等 价 类 所 对 
应 的 模 。 因 此 我 们 用 术语 源 晶 体 (isocrystal) 指 一 个 B = A[ 兰 4@Q 
上 的 模 , 它 作 为 K -—W(k)eq 上 的 线性 空间 是 有 限 维 的 。 记 wp 为 天 
的 P- 进 赋值 。 

我 们 先 研究 源 品 体 的 结构 。 设 M 为 源 晶 体 , 则 Fo 可 以 看 作 M 的 
K- RHE ARAS, 而 由 PV = p aa 下 是 单 射 , 从 而 是 一 一 映射 。 注 意 
在 B 中 可 以 将 V RA pF, 为 简单 起 见 我 们 只 考虑 F 而 不 考虑 V. Hl 
4 B = K(F,F!]/(Fa — a? F|Va € K) 而 考虑 天 -有 限 维 的 ( 左 ) B- 模 , 称 
为 F- W ia I, 

任意 f #0 € B 可 表 为 标准 形式 f = oF” + aF! t. en 
(c0,..,€n € K, co z 0), B F HER. Wn A f 的 次 数 wA deg f 
(并 令 deg = —1), Hid v (f) = minvy(e). HI B 按 次 数 为 ( 非 交 换 ) 
欧 几 里 得 环 , 即 对 任意 fg z 0€ B, FE rs EBE f —rg s H. 
degs < degg, iX FE n] LA d * Zc HERE JB BR 12: " 3-580] 


3138 1. 对 任意 fg z 0€ B. FE rs e BAIER fig e B(rf sg). t B 
的 任 一 左 理 想 由 一 个 元 生成 。 


注 1. E G 为 无 穷 小 产 可 除 群 , 则 D(G) 为 W(FT]-S& Hr WIE]]-BEM 
分 类 也 可 以 给 出 无 穷 小 六 可 除 群 的 分 类 , 在 [Man] 中 就 是 这 样 做 的 。 详 
言 之 , 令 A = W(k)[[F]]/(Fa — a? F|Va € W(k)), Ao = W(k)[F]/(Fa 一 
a? F|Va € W(k)) (看 作 Ai 的 子 环 ), W D(G) 可 以 看 作 41- 模 , 而 它 作为 
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41- 模 的 结构 的 研究 可 以 约 化 为 4o- 模 的 结构 的 研究 。 为 此 只 需 说 明 对 任 
HIER f € A, FEJ h E€ A 使 得 hf e Ao (这 称 为 “ 魏 尔 斯 特 
拉 斯 预备 定理 ”)。 

首先 , 易 见 A: 中 任 一 常数 项 为 1 的 元 是 可 道 元 (习题 2)。 设 f — 
C0 十 CIP 十 …, 令 cm 为 赋值 最 小 的 非 零 系 数 中 脚 标 最 小 的 , 为 简单 起 见 
可 将 f RA p 的 一 个 寡 , 从 而 不 妨 设 cm € W — pW 这 样 就 有 常数 项 为 
1 的 元 ce A 使 得 


六 一 co 十 cl 四 十 .十 cm_1Fm-L 十 com 开 mm (1) 


其 中 co, -s Cm 或 者 为 0 或 者 赋值 > 0。 故 c If = es EF" +g, 其 中 9 
的 各 项 系数 的 赋值 都 不 小 于 1。 记 hi = t, 将 了 RA hf 再 重复 上 
面 的 讨论 , 此 时 得 到 的 (1) 中 的 e 除 常 数 项 外 各 项 的 赋值 均 不 小 于 1, 故 
cf = es F" +g, 其 中 9 的 次 数 大 于 m 的 各 项 系数 的 赋值 都 不 小 于 2, 
再 令 ho — c7! 并 将 了 换 为 hof, 等 等 。 由 归纳 法 就 得 到 hu, ho, < A, 其 
中 hi 的 常数 项 为 1 而 其 余 各 项 系数 的 赋值 都 不 小 于 i 一 1, H. hi…hif = 
CmE™ +g, 其 中 g 的 次 数 大 杆 m. 的 各 项 系数 的 赋值 都 不 小 于 和 由 WR) 
的 完备 性 , 易 见 无 穷 乘 积 n hi RRF AL H) 收敛 , 记 这 个 积 为 h， 
则 为 41 中 的 可 道 元 。 由 归纳 过 程 可 见 hf 的 次 数 大 于 m 的 各 项 系数 
4 赋值 都 不 小 于 任意 i 从 而 为 0, 即 hf € Ao. 


I 


现在 考虑 天 为 代数 闭 域 的 特殊 情形 。 
我 们 先 来 研究 左 B- 模 M = B/Bf (f #0 € B), 其 中 了 的 常数 项 非 
零 。 为 方便 起 见 不 妨 设 了 是 刁 的 首 一 多 项 式 , 记 


fF +F! «ces (020) (2) 


Wj dimg M =n, 

一 个 技术 性 的 方法 是 在 B 中 添加 了 的 某 个 N 次 方 根 m. 并 令 07 — m. 
FT 一 TF。 记 天王 天 四 ,了 = 中 ,我 们 来 说 明 对 适当 选取 的 N, 了 在 
B' 中 能 分 解 成 一 次 因子 的 积 , 由 归纳 法 只 需 验 证 f 可 以 被 某 个 F -a 
(a € K^) ARBIH. PERH F- aH f 所 得 的 余数 为 


n 
REO LE (co — 1) (3) 
i=0 
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& r= N min 2202. (我 们 取 N 使 得 r 为 整数 ), 若 取 a 使 得 vs (0) = r, 则 
(3) 中 各 项 的 元 赋 值 都 不 小 于 nr, 且 除 首 项 atoto" 外 至 少 还 有 一 
项 的 元 赋值 等 于 nre ERFA a H a (mod 7), W a7 (mod 7) 为 a". 
故 (3) 模 有 一 个 零点 a= ao 使 得 wr(ao) = re 归纳 地 设 已 找到 (3) 模 
T 的 一 个 零点 ai-1 使 得 vs (aii) =r, & a; = aii t rtt (t € W), 8 
a= a, 代入 (3) 并 模 mHE, 得 到 下 的 一 个 多 项 式 , 其 首 项 为 一 个 非 零 常数 


PA P, 任 取 其 一 个 零点 给 出 t, 则 得 (3) 模 zi+1 的 一 个 零点 ai。 由 
归纳 法 我 们 得 到 一 个 序列 ao, a1, ... € nW [r] 使 得 a; — aii € 577 W(n] 
H i 为 (3) E ra 的 零点 。 令 = lim a, W vala) =r HL a Jd (3) fü 


零点 , 故 f 被 了 一 a XEER. ( 注 : 这 是 习题 3 的 特殊 情形 。) 

下 面 来 证 明 对 任意 源 唱 体 M, M'— Mex K' = MI 有 一 组 由 下 
的 特征 向 量 组 成 的 KK“- 基 (这 里 不 预先 取 定 m, 下 面 可 视 需 要 而 改变 )。 对 
ER v z 0 € M', 由 上 所 述 存 在 at, an #0 E K 使 得 v1 = (P— 
02):--(F —o4)v Z0 ifj (F — aı)vı = 0, Bl Fv = 0101. 

归纳 地 设 已 给 定 天 -线性 无 关 的 v.tr € M 使 得 Fv; = awi 
(o; € K',1 & i & r), W vi... vy ERK KFIR M, C M' 也 是 源 晶 体 , 故 
由 上 记述 在 源 晶 体 MA HA F 的 特征 向 量 , 换言之 存在 vE M'—M; 
及 ary E K' 使 得 Fv 一 Qartiv € Mr, 这样 就 存在 Ma,- pi € K' 使 得 


Fu 一 ar+l0 十 HIU1 +-+- 十 Wrvr (4) 


我 们 来 寻找 和 1,… 和 i EK’ 使 得 


F(v + ivi +--+ Artur) = ara (V + A11 +- H Arur) (5) 


将 (4) 代入 (5), 可 见 (5) 等 价 于 


Kia 一 arHX 一 0 (1xixr) (6) 


o; Z 0(1& i €r--1) 可见 (6) 有 解 (见习 题 3) (A1,…,Ar), 从 而 
Uppi =V +AU +t ArU 满足 Fury = ar+lur+l。 这 就 归纳 地 证 明了 
M 有 一 组 由 了 了 的 特征 向 量 组 成 的 K'E. 
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此 外 我 们 注意 , d? Fu = av m b+ EK, WA 
F(bv) = bb lov (7) 
4 s = vs (o), WEE b MEF Ota = r (见习 题 3)。 总 之 有 


引 理 2. i k HRA, M 为 源 晶 体 ( 即 K-A RAE B- 模 ), 则 可 取 正 
整数 N 使 得 对 B 添加 Pp 的 任 一 个 入 次 方 根 Gf n =r, Fr = TF) 
Ji, B[n]-B& M[n] 有 一 组 天 [了 可- 基 v, -0n 满足 Fv; = sivi, 其 中 s; € Z 
TESESSP 


我 们 通常 排列 这 些 特征 向 量 vi 使 得 sl X s2 X .…。 不 难 证 明 集 合 
{s1/N, s2/N,…} Ej V1,v2,… 的 选取 无 关 (习题 4), 我 们 称 pi = K HM 
的 牛顿 斜率 。 将 平 而 上 的 点 (0,0), (L, p1), (2, Pp1 十 Pp2),… 用 线段 依次 连结 
得 到 一 条 凸 折 线 , 称 为 M 的 牛顿 折线 。 


命题 1. k k ARAR, 则 任 一 天 -有 限 维 左 B- 模 M 可 分 解 为 直 和 
MS BB/B(r™ —p*) (ri,si € Z, ri>0, gcd(ri,si)=1) (8) 


其 中 每 个 B/B(F™ 一 p*) 是 B- 单 模 。 


证 .如 引 理 2 中 那样 取 -. t v z 0 € M 使 得 fv = rw, 注意 
[KI7]:K]= N, 取 wi,…,wn € M 使 得 


v = mw, 十 Two 4 --- x wy (9) 


由 Fv = rv np WS im 
Fwi = wi-m (10) 


F wyi = pw; (Vl € Z), W| (10) 对 任意 i 都 成 立 , 令 7= Nm 
s = zam 则 由 (10) 得 


w= pw; (Vi) (11) 
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所 有 wi 生成 的 天 - 子 空间 显然 包含 v, 而 由 引 理 2 可 选 这 样 的 v 作为 
M' 的 K'-3&, 故 可 选 M 在 天 上 的 一 组 生成 元 , 使 得 其 中 每 个 元 w 满足 
Fw = p?w, 其 中 7,s 为 互 素 的 整数 且 7 > 0。 

我 们 来 证 明 B/B(F" —p*) Jy B- 单 模 ,。 Ww M" Xy M = B/B(Fr—») 
的 一 个 非 零 单 商 模 。 可 取 Te B/B(F" -— p) lf v e M" 为 M" 作为 
B- 模 的 生成 元 , 从 而 M" S B/Bg, 其 中 9 为 次 数 最 低 的 首 一 天 -多 项 式 
使 得 g(F)u = 0, 显然 deg(g) = dimk M”。 另 一 方面 , w = g(F)1 生成 
M 的 一 个 子 模 M' HA M/M' = M", 而 M' 全 B/Bf, 其 中 了 为 次 
数 最 低 的 首 一 天- 多 项 式 使 得 JP) — 0, 显然 deg(f) = dimi M'。 由 此 
"JJ deg(f) -- deg(g) =r H. f(F)g(F)1 = 0, 从 而 f(F)g(F) = F" — p°. 
引 理 2 的 讨论 可 见 g B4: tog WAS T. $, 故 9 的 常数 项 的 六 赋值 为 
2 degg € Z, 再 由 gcd(r, s) = 1 np J, r|degg, 从 而 deg(9) > r, M —^ M" 
为 同 构 。 

我 们 用 归纳 法 取 wi,wo,.…,wi € M 使 得 Bw; & B/B(F'5 — psi) 
(1€j&i,r; > 0 gcd(r sj) = 1) H Bu, *------ Bw; 为 直 和 。 若 M #0, 
则 由 上 所 述 可 取 wi。 设 已 取 定 w, ui 使 得 M = Bwt- -+Bw; CM 
为 Bus ,..., Bwi 的 直 和 , 4 M' z M, 则 由 上 所 述 可 取 wii € M — M' fii 
得 Buwi+l ¥ B/ B(F'é — p), hF Bwiyi 是 单 模 , Bwi+ı N M' = 0, 
故 Bw + M' 为 直 和 。 证 毕 。 


注意 RAM 的 牛顿 斜率 , 且 这 个 斜率 出 现 的 次 数 是 ri 的 整数 倍 。 
由 此 可 见 M 的 牛顿 折线 的 顶点 都 是 整 点 。 
F M 是 由 一 个 丢 多 涅 模 Mo 添加 I 而 得 , 则 每 个 si > 0; 另 一 方 而 ， 
由 FV =p xen Wr; 2 si, 因 若 不 然 可 取 B/B(E — p*)0 Mo 的 一 组 生 
成 元 w1,…,wt 使 得 wj = p V^w; € pAw; (1 «& j <t), 从 而 由 中 山 正 
引 理 有 wj — 0, 矛盾 。 注 意 F" — p“ = (Fs — Vs)FS H F 的 作用 
为 半 线 性 同 构 , 可 见 


推论 1. 设 k WRA, M 为 于 多 涅 模 , 则 4@Q- 模 Me@Q 在 已 上 可 
分 解 为 直 和 


M&QZz(QDB/B(F* —V*) (ri,sieZyo0, ged(ri,si) 2 1) (12) 
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其 中 每 个 B/B(F™ — Vs) 是 B- 单 模 。 


注 2.， 上 而 的 分 解 本 质地 依赖 于 是 代数 闭 域 的 假设 。 d k 是 有 限 域 ， 
M & Q 即使 能 分 解 一 般 也 不 是 分 解 成 上 述 形状 的 直 和 。 例 如 在 Fp E 
有 超 奇 椭圆 曲线 E 使 得 其 夫 罗 贝 纽 斯 态 射 了 满足 F? = p, 我 们 有 
D(E) & Q = Q,[F]/CF? + p), 但 没有 椭圆 曲线 满足 F? = p (因为 已 是 复 
3E), 故 没有 了 上 的 椭圆 曲线 E Et D(E) $ Q & Q,[F]/(F? — p). 


ik 3. Wb k ARP, 则 由 推论 4.3 和 例 4.2 可 知 , 在 同 构 之 下 有 唯一 p- 
ni] RARE Us 使 得 D(G,..) = A/A(F" —V*), H. Gs 满足 dim, Lie(G..) ES 
s, dim, Lie(G 7. .) = ro 


例 1. 设 X WAR k ERRE, 则 由 推论 45 可 见 : Xip] S 
(Z/pZ)" & D(X) B r 个 牛顿 斜率 为 0 e DX) 有 > 个 牛顿 斜率 为 1 ( 参 
看 例 3.1)。 特别 地 , X 为 其 特殊 的 (HD. X A p MIE, 见 VILI 节 ) 当 且 仅 
当 0 (s 1) 不 是 D(X) 的 牛顿 斜率 。 


2. 丢 多 涅 模 的 结构 和 分 类 初步 


我 们 看 到 源 唱 体 在 同 构 之 下 由 一 组 离散 不 变量 决定 , 而 天 多 涅 模 的 
同 构 分 类 则 还 依赖 于 一 些 连 续 不 变量 , 这 样 就 会 出 现 模 空间 问题 。 


例 2. t G = ap。 对 任意 诺 特 Fy- 概 形 S — SpecR, G x S 的 a- 模 同 构 于 
全 ,而 一 个 a- 秩 为 1 IL PIT HERE H C G x S 等 价 于 R 的 一 个 秩 1 5] 
坦 商 模 ( 见 推论 亚 .4.3)。 由 于 R? 的 秩 1 平坦 商 模 由 PE 代表 , 我 们 可 以 
i Ph, 是 ap 的 oa- 秩 为 1 的 闭 子 群 概 形 的 模 空间 。 我们 将 看 到 这 个 模 空 
问 在 有 限 交 换 烙 概 形 的 同 构 分 类 中 所 扮演 的 角色 o 


N 


设 k HEAR, 则 Abie 的 对 象 都 可 以 嵌入 p- BRIENNE A T RAJE 
(见习 题 3.3), 故我 们 先 考 虑 产 可 除 群 的 结构 和 分 类 。 由 分 解 (3.1.1) 可 
见 我 们 应 该 主要 考虑 QUOI. 的 对 象 (因为 GRE 和 Get. 的 结构 要 简单 得 
多 ), 用 上 节 的 术语 , 称 任意 G € Ob(Ab 凤 if) 及 D(G) 为 其 特殊 的 (very 
special), 这 等 价 于 0 和 1 不 是 D(G) 的 牛顿 斜率 。 
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设 M 为 产 可 除 群 G REZE, 则 对 任意 ZY 了 0€E MA pr #0 
(从 而 Fz,Vz 关 0)。 称 7(M) := dime M $ Q Xy M Kk. 由 于 MM 为 
W(k) 上 的 自由 模 , 有 dim, M/pM — r(M). 注意 FM = {Fzlz € M) 和 
VM = {Vzlz € M) 也 具有 4- 模 结构 , 我 们 记 (F,V)M = FM+VM, 注 
意 D(ap) S A/A(F, V), 可 见 M/(F,V)M 所 对 应 的 闭 子 群 概 形 五 C G 
为 


H = ker(Fe/k) N ker(Voe-1) 4.) (1) 
即 为 G 的 最 大 aT E. ud 
a(M) = dim; M/(F,V)M (2) 


W a(M) 是 M 的 同 构 不 变量 , 且 a(M) < r(M). h a- 数 的 定义 ( 见 
(1.4.2.1) 可 见 a(M) = a(G)。 
我 们 下 而 来 研究 M 的 结构 。 先 约 化 为 为 代数 闭 域 的 情形 : S k 
H k 的 代数 闭 包 , 则 对 任意 G € Ob(&bk)， Gal(k/k) 作用 于 G @k 有 上， 
H. G r k/Gal(k/k) = G, 故 Gal(k/k) 作用 于 D(G 8r k) E. B. D(G 8r 
k)/Gal(k/k) & D(G)。 
以 下 设 k 为 代数 闭 域 , 除非 特别 说 明 。 由 推论 1 npn M 可 以 嵌入 
一 个 直 和 CQ A/ACF' — V9) 作为 具有 有 限 余 长 度 的 4- 子 模 。 对 任意 
r,s E Z>0 使 得 gcd(ms) = 1, 4 
丽 。= 砚 (got)[ 本 (Fr+s — p°, Fa — a F Va € W(Fs)) (3) 
它 可 以 看 作 4 的 子 环 , i Hrs Q A W(Ei-s)eQ 上 秩 为 "+s 的 非 交 
换 可 除 代 数 。 例 如 Hi1 SQ H Q 上 的 四 元 数 代 数 。 令 
Ms={zeMIFrz=Tszh (4) 
称 为 M 的 (n. s)- È R (skeleton), 它 具 有 H.-A. MA GEF I) 
My. WEM M 为 M 的 Zp- 子 模 , RAM 的 骨架 。 由 于 M@Qs 
Q B/B(F* —V*), W M de K - W(k) &Q E^kjk M &Q. inse M 


dE W (E) 上 生成 M. 则 称 M 为 特殊 的 (specia)。 在 一 般 情 形 , M de W() 
上 生成 M 的 一 个 AFR SoM), 它 是 M. 中 的 唯一 极 大 特殊 子 模 (因为 
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M 的 任 一 特殊 子 模 的 骨架 都 含 于 M 中 ), 且 M/So(M) 的 长 度 有 限 。 我 
们 也 可 以 将 M 看 作 M 中 的 一 个 “ 格 ”。 
注意 对 任意 HQ FE N,N’ C He, E 


W (k) &w (e...) (N N N’) = (W(k) 8wqg prta) N)  (W(K) 8w ra) N’) 
C W(k) Gwe,.,.) Hrs 
(5) 
这 是 因为 W (k) Æ W(Fpr+s) 上 平坦 ( 即 无 挠 )。 由 此 可 见 M SQ 中 的 所 
有 包含 M 的 特殊 4- 子 模 的 交 也 是 特殊 的 , 即 为 包含 M 的 唯一 极 小 特殊 
TH, WA SM). 
对 给 定 的 秩 , 易 见 在 同 构 之 下 只 有 有 限 多 个 特殊 4- 模 (习题 5). 5] 
一 方面 , 车 M 的 秩 为 n, 则 可 以 证 明 p"S*(M) C So(M) (实际 上 还 可 以 
估计 得 更 精细 )。 


引 理 3 (“中山 正 引 理 ”). 设 M 是 其 特殊 的 , 则 M Bx (FV)M 的 任 一 组 
生成 元 生成 M. 


证 . 首先 注意 , 对 任意 Hr,s (r.s > 0) A (F,V)'** Hrs c pHr,s, 故 对 
充分 大 的 m 有 (,V)"S*(M) C pS°(M), Wm h EIR n = m+ 
r(M) 有 

(F,V)"M C (F, V)” S (M) C pSo(M) C pM (6) 
BE £1,- En J M d (F, V)M 的 任 一 组 生成 元 , 则 由 归纳 法 易 见 对 任意 


n > 0, 它们 模 (F, V)" M 生成 M, 故 由 (6) 可 见 它们 模 p 生成 M, 再 由 
(作为 W(k)- 模 的 ) 中 山 正 引 理 可 见 它 们 生成 M。 证 毕 。 


下 面 我 们 来 研究 Hrs KIRKA. dir—1,s—Oszkr—0,s—1, 
易 见 Hrs Ly, 在 一 般 情 形 , 由 于 Hrs Q 作为 W(Fpr+s) e QQ- 模 的 秩 
为 +s, 可 见 Hrs 在 Zp 上 的 秩 为 十 s)2。 

对 于 Hes 的 “ 极 大 order", Bl Hrs 在 Hr, 6 Q 中 的 极 大 Zp- 自 由 扩 
环 , 有 (习题 6) 


引 理 4. 每 个 Hrs 有 唯一 极 大 order His, 由 所 有 p"F" (m,n € Z, 
m(r 4- s) 4- ns 2 0) 生成 。 
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对 任意 ap" F" € H's (a € W(Fo-ss)* = W (Fprts) — pW(Fpr+s)), dd 
deg(p™ F^) = m(r + s) + ns, 对 任意 元 o € Hi s 定义 dega 为 a 中 各 非 
零 项 的 最 低 次 数 (deg(0) = oc). 4 I C Hj. AWARA > 1 的 元 组 成 的 
TÆ, 易 见 了 为 双边 理想 , 且 为 主 理想 , CD /D Fuss (Vi > 0). 
设 N 为 有 限 生成 无 挠 左 Hri, ENI 中 所 有 包含 NN mac Hs- 
子 模 的 交 SN) 显然 是 包含 N 的 最 小 HTE. FAE UE E H 
HLAR (习题 7)。 对 任意 元 c € (N), 定义 次 数 desw) = min (d) 
(deg(0) = oc), t AR I4S'(N) AN 为 N 中 次 数 d 的 元 全 体 组 成 的 左 
H,.— 5. loti ISN) 组 成 的 一 个 典范 过 滤 。 令 d(N) 为 N 中 所 
有 非 零 元 的 次 数 的 集合 , 则 显然 有 7 二 dN) C d(N), s -- d(N) C aN). 


注 4. i S'N) = Hr. 4 t HWET CON 的 最 小 整数 , 则 不 难 验证 
t < (r-1)(s-1) (习题 8). 可取 1 之 t 使 得 N/T 的 长 度 为 (一 1D)(s 一 1)/2， 
4 d'(N) — (d € (N) - Lr (r - (s — 1)|d < 1}, W S = d'CN) 满足 


#(S) = (r-1)(s-1)/2, r--S C SUZ>(r 1s 15 S+S C SUZ>(r_1)(s-1) 

(7) 
满足 (7) 的 任 一 整数 集 S C (0,1, rs—r—s) 称 为 容许 的 (admissible), 特 
别 地 So = (rm4-sn|m, n € Zo, rm4-sn < (7 一 1)(s 一 1)} 为 容许 集 , 此 外 易 
见 车 5 是 容许 集 则 (ms 一 7 一 s) 一 5° (S° = {0, 1, rs—r—5] —5) 也 是 容许 
集 CONTE"). 一 个 初等 的 事实 是 : 令 So = {ai,a2,…} (a1 < a2 < ...). 
di S = {01,b2,…} (by < b» <.…) 为 容许 集 , 则 a; < b; (Vi)。 这 一 事实 与 
格 罗 滕 迪 克 变 形 猜 想 密 切 相 关 ( 见 [dJO]), 迄今 尚 无 初等 的 证 明 。 


Wr 4- 模 M 只 有 一 个 牛顿 斜率 —. WIRA (r+ s) 的 倍数 。 设 
r(M)=(r+s)n, 记 N=H"m, 令 


T,S? 


S'(M)-W(k)S(S$ (M), ) C M QQ = (B/B(Fr-V*)^ (8) 


WI M &Q 中 包含 MM 的 最 小 的 同 构 于 WE) we. N 的 左 ATER, 则 
可 将 次 数 的 定义 扩充 到 S'(M) E, B. I7S'(M) n M 为 M IPRC d 的 
元 全 体 组 成 的 左 4- 子 模 。 所 有 I S'(M) n M 组 成 M 的 一 个 典范 过 滤 。 


命题 2. Wk o Fo. 为 完全 域 , N = Hs, M = W(k) @w(e,,y.) NN。 对 
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任意 ve M, WTA v E M/IM = k" PHR. X v — (ai, ..., as). 则 下 
列 条 件 等 价 : 

i) S'(Av) = M; 

i) ai, …, an 在 For+。 上 线性 无 关 ; 
TO a apt) (0<i< n) 在 及 上 线性 无 关 。 


iii) 向 量 (a£ 
iE. ii)siii) 由 引 理 3.1 Sr fg, 故 只 需 证 明 i)eii). 

i)>ii): 41 Q1,…,Qg 在 了 or+s 上 线性 相关 , 即 存在 非 零 癌 量 c= (c1,…， 
Cn) € Foe. 使 得 c(Q1,…,an) = 0, 定义 be : M — k, w e» cv, Vl ó RIA 
看 作 AARIA H. oov) — 0, 故 6s (4v) — 0, 从 而 Av C ker(9。)。 注意 
óc 由 GelN : N — Fps 诱导 , 而 ker(óc| v) 为 IN 的 余 长 度 为 1 的 H's- 子 
模 , 县 ker($e) = W(k) SwE.) ker(óc|w), 大 S'(Av) C ker(8e) # M, 5j 
i) 矛盾 。 

i)—1): 注意 上 面 的 推导 逐步 可 逆 即 得 。 证 毕 。 


推论 2. i k 了 Br+* 为 无 限 完全 域 , N = Hrs M = W(k) &wg ,.) N: 
M' c M 为 4- 子 模 使 得 S'(M") = M, WEE v e M' 使 得 S'(Av) = M. 


i£. 4 Vo = N/IN, V = M/IM E k 8Fpr+sk, V CT 为 M dg V ipn 
的 象 , 则 由 命题 2 的 证 明 可 见 , 对 任意 非 零 向 量 e = (c1,…,cn) € Vo, 4€ 
PEIZ e: V 一 上 (5 局 cD) 在 VI 上 的 限制 非 零 。 由 于 这 样 的 线性 泛 
函 只 有 有 限 多 个 , Kk 是 无 限 域 , 故 存在 vs M' 使 得 加 (7) #0 对 所 有 
c 关 0 成立。 由 命题 2 即 可 见 S'(Av) = M。 证 毕 。 


对 于 一 般 的 M 也 可 以 定义 S(M), Bl MOQ 中 包含 M 的 最 小 的 
形 如 


Wk) Ow - iu) Hras (9) 


的 左 4 模 。 注意 S (M) 是 典范 的 , MA f: Mi 一 Mo 为 W(k)-Jc Be 
AS BE pps, W f 诱导 典范 同 态 9 (有 ) :9 (M) —> (M). AH SOM) 
可 以 给 出 M 的 典范 过 滤 , 其 非 零 因 子 都 同 构 于 , 这 就 给 出 研究 一 般 的 
于 多 涅 模 的 一 个 基本 方法 。 
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3. 拟 极 化 丢 多 涅 模 的 结构 和 分 类 初步 


一 个 阿 贝尔 筷 X 连同 一 个 极 化 6: 六 一 六 Mog oA HUGE UR AR, 
我 们 下 而 将 看 到 这 个 概念 在 分 类 学 中 的 重要 性 。 将 层 多 涅 模 函 子 D 作 
用 于 一 个 极 化 阿 贝尔 禾 , 就 得 出 一 个 丢 多 涅 模 连同 一 个 拟 极 化 , 称 为 一 个 
PAIE F RR 这 个 概念 在 分 类 学 中 也 是 重要 的 。 

我 们 先 来 看 对 偶 性 。 若 M = W(k) SwE) Hrs: WA 


M' = W(k) 8w rs) Homwqg rps) (Hrs, W(Fpr+s)) (1) 


ifj il 4.2 A M'&Q e W(k)&wie,,.,,) Hs, OQ, 这 给 出 一 个 W(Fpr+s)- 双 
线性 映射 


6) DH. Q@Q x H,,8Q—W(F,-..)9Q (2) 
推论 414 可 见 它 满足 


(Fa = (z,Vy)?, (Væ,y) = (m,Fy)" (Vee Hsr,y € H^.) (3) 


Hy W(Fpr+:) SQ 上 的 完全 配对 , 它 可 以 看 作 6C): M! x M 一 W(k) 的 
"T3" (HI 6): M*8Q@x MeGQ-—W(k) &Q H (2) 的 基 扩张 )。 


8138 5. 若 S'(M) - M, W S'CM*) 2 M', 特别 地 ,车 M =W (k)9wF ts) 
H; s, W M* =W (k) 8w ra) His 


r+s) 


证 ， 只 需 证 明 后 一 个 断言 。 利 用 W(Fpr+:)- 双 线性 映射 (2), 只 需 验证 
Hi s F 6) 的 对 偶 


(x € Hsr & Q|(£, y) E W (Fyr+s) (Yy € Hrs} (4) 


同 构 于 Hi, 即 可 。 令 ó € Homwe p) (Hrs W(Eprt)) 为 由 $(1) = 
1, ((F*) =0(0<i<r+s) 给 出 的 同 态 , 不 难 验证 (4) 的 右边 等 于 
I-7-5H'.ó. WEIR 了 是 主 理想 , 故 有 Hi A H, o S 
HL, 这 当然 也 是 Her HER. WEE. 


Wr f£: Mi Mo H W (E) 863: 4 8 Bst Fas WES" (f) Ve S") : 
S'(Ma)! — S'(M)', T SERF S'(*) : SME) > SMG) GER S'QM) € 
M* c S'(M*)), 
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Wt (C) : M' x Mt ^ W(k) 为 拟 极 化 , 对 应 于 入 : M' 一 MM, 则 入 诱导 
S'(M*) > S'(M), 这 等 价 于 (,) : S'(M')xS'(M)t 一 W(k)。 这 里 S'(M*) 
为 包含 Mt 且 形 如 (2.9) 的 最 小 丢 多 涅 横 , 而 由 引 理 5 可 见 S'(M)' 为 包 
AT M' 且 形 如 (2.9) 的 最 大 丢 多 涅 模 。 注 意 C) 由 其 在 骨架 上 的 限制 决 
定 。 设 S'(M) 由 (2.9) 给 出 , 则 由 引 理 5 可 见 对 任意 r,s, HL, 与 Her H 
拷贝 同样 多 , 通常 是 将 (ri si) 按 牛 顿 斜率 zs 从 小 到 大 排列 , 这 样 就 有 


S'(M*) e Wk) BW (F priti) HE s i j 
i=1 5 


Si Si Sn—i Ti 
i c 1 十 1 n—i+l = i vi) 


< ， 
Ti t Si Titl 二 Sitl Tn—i+1 + Sn—i+1 Ti d Si 


注意 在 (5) 中 , BR Hia 外 其 他 的 Hz, us 和 五 sr 都 是 成 对 出 现 。 总 之 有 


命题 3. 设 M 为 W(k)-JGBe E A iS Ez. 若 M 有 拟 极 化 , 则 (5) 成立, H. 
S'(M) S S'(M*) = S'(M)', m M 的 一 个 拟 极 化 入 诱导 一 个 W(k)- 双 线 
性 型 () :S'(M*) x S'CM)! 一 W(R), 它 唯一 决定 à, H. G) 由 其 在 骨架 上 
的 限制 决定 。 


我 们 来 对 (,) : S (MH) xS (M) 一 W (k) 作 等 价 分 类 。 由 引 理 5 可 见 在 
(5) 中 , 每 个 直 加 项 W () SwF rt) Hrs 仅 与 同 构 于 W(k) SwF Lui) Hs,r 
的 直 加 项 的 和 有 非 零 内 积 , 故我 们 只 需 考 虑 3 MD) 形 如 W(k) wE iu) 
(Hrs © HT) 和 形 如 W(k) &w(g 3) Hr 这 两 种 情形 即 可 , 而 且 可 以 进 一 
WE C) 在 Hr O Hz, 和 Hy, S Hp, 上 的 限制 的 研究 。 第 一 种 情形 
较为 容易 (习题 9): 


引 理 6. ik (.) 为 M' = W(k) SwE r4) Hrs O Hz») 的 拟 极 化 , 则 可 取 
Hys 在 了 ,上 的 自由 生成 元 XZ1,…,zn 及 H], Æ Hir 上 的 自由 生成 元 
Uis s Vn WE (xiy) = 0p" (Vi, 其 中 mi; € Zzo). 


对 第 二 种 情形 , 注意 Hsr OQ H Qp 上 的 四 元 数 代数 , 记 | |: Hi 8 
Q — Q, 为 绝对 值 映 射 , 即 


|a +bF| = (a -- bF)(a? — bF) = aa -- pbb^ (a,bE WI(Fy)®Q) (6) 
则 其 限制 | | : Ha 一 Zp 为 满 射 (习题 10)。 
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313 7 ([LO, Proposition 6.1]). 设 N = Hr, (0) A M' = W(k)&w(s 2) N 
的 拟 极 化 , 则 有 正 交 分 解 


NZ£N,6GN»G---6Na (7) 


其 中 每 个 Ni 为 下 面 两 个 类 型 之 一 : 

i) fk 1 Ha Hmh Hiir, 使 得 (£, Fx) = pe, 其 中 de Zzo 而 
e € W (Fp2) — pW (Fp2) ilk id €? = 一 6 或 

ii) fk 2 Hia- H b Hiir @ Hiay, 使 得 (vy) = pt, 其 中 d € Zzo, 
H. (x, Fz) = (y, Fy) = (x, Fy) = (y, Fx) = 0. 


证 . f H = Hia. MER d € Z AE (N, N) CpW(Fyz) if (N,N) ¢ 
p WF), & 


N’= (x € N|(z, N) c p?**W(F,:)) (8) 


则 PN C N', S N = N/N' 为 Fp- 线性 空间 , AARE E das FP if 
F? =p 为 零 同 态 。 令 No = ke(F), WA FN c No, 注意 (，) 诱导 
Fr- 双 线性 交错 型 


N x N 5 p!W(E,2)/p** W(F,2) = Fy (9) 


上 面 的 构造 过 程 易 见 它 是 非 退 化 的 。 此 外 有 (FN)+ = No, 这 是 因为 


(z,FN) =0 e (Fz,N)—-0 e Fi=0 (10) 


有 两 种 可 能 的 情形 : 
情形 1: N 关 No。 此 时 可 取 z € N 使 得 (2, Fx) #0, ri Ab T 
使 得 FT 00. 再 取 了 使 得 (Fry) 7 0, 这 样 对 于 任意 A E Fp 有 
(五 十 Ag, F(z + Ag)) = (z, Fz) + AM (g, Fg) + A? (z, Fg) + A(g, Fx) (11) 


注意 (11) 的 最 后 一 项 等 于 一 (和 ”(z, 了 FD))”。 d? (E, Fx) = (y, Fg) = 0, 则 
可 取 和 使 得 A7 Gr. Fg) € Fp, 从 而 (E +A, F(E + Ay)) z: 0. 这样 我 们 就 
可 得 到 z EN 使 得 (x, Fr) ¢ p 5W(EG). WAA (x, Fr) = pte, 其 中 
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e € W(Fp2) — pW (Fp2) 满足 ec — —e. 注意 若 ee W (Fp) — pW (Fp2) i 
Æ e" — —e', WEE c € Wp) -pW (Fp) 使 得 e = ce hT |]: Hii 
W (Fp) 为 满 射 (习题 10), 可 取 aw =a +bF € H W 


c = |o| = aa? — pbb” = (a + bF)(a? — bF) (12) 


故 (ax, Faz) = pte, 因而 我 们 可 以 在 选择 z 前 固定 一 个 e 令 M = Hz, 
不 难 验证 N S Ni ENE. 

情形 2: N = No (HI (FN. N) C p^* W(E,2)). ATEN 上 有 一 
个 非 退 化 交错 型 , 有 dime, N 2 2. W zg € N 使 得 (sg) z 0 并 提 
JE xy € NN。 不 妨 设 (Fz,y) = 0, 否则 可 用 y 一 和 Fy 代替 y, 其 中 
入 = 二 《Fz,y)/p(T,y)”。 记 wv 为 户 进 赋值 。 3T (x, Fe) #0 H. (y, Fy) 7 0, 
例如 v((z, Fxr)) > v((y, Fy)), 则 对 任意 x = x + oy (a € Hii) ^ 
难 算出 (x, Fx) = (x, Fx) 十 |al(y, 了 Py), 而 (x, Fx)/(y, Fy) E€ Zp。 由 于 
||: Hia 一 W(FE,) 是 满 射 , 可 取 a 使 得 (x, Fa) = 0。 用 x 代替 m, 
像 上 面 一 样 可 取 y 使 得 (y, Fr) — 0. 35 (y, Fy) #0, Ny = y BFx 
(B € W(Fpz)) RE y, WIESEN 


(y^, FY) = (y, Fy) + p(B(v, y)" — B° (x, )) (13) 


这 样 又 可 取 8 WE (y, Fy) = 0。 总 之 我 们 可 取 ry e N- N' 使 得 
(z, Fz) = (y, Fy) = (zx, Fy) = (y, Fz) = 0, H. (z,y) € p (Fp2). 用 
p" (v, y) ty 代替 y, WA (my) = p^, & Ni = Hz 二 Hy, 同样 可 以 验证 
NSN NE. 

归纳 法 引 理 得 证 。 证 毕 。 


对 于 一 般 的 拟 极 化 丢 多 涅 模 M 利用 S (M) 给 出 的 M 的 典范 过 滤 ， 
可 考虑 S'CM*) 的 拟 极 化 诱导 的 M 的 过 滤 的 拟 极 化 , 这 是 研究 一 般 的 拟 
极 化 丢 多 涅 模 的 一 个 基本 方法 。 


习题 
1. 写 出 引 理 1 的 证 明细 节 。 
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2. 证 明 ( 注 1 中 的 ) As 中 任 一 常数 项 为 1 的 元 是 可 道 元 。 


3. 记号 如 引 理 2。 设 为 下 四 上 的 7 十 1 元 多 项 式 ,$8 为 6B 模 所 
得 的 上 的 多 项 式 , Ait Ó 关 0。 Wt ao Ek 满足 (aoa... ab ) = 0, 
H. 22 (ao, ab, ..,ab ) (<i<r+D 中 至 少 有 一 个 不 等 于 0。 证明 存 在 
a € W [n] 使 得 ó(a,a7,...,a7 ) — 0 H. ao — a (mod 7)。 


4. 证 明 任意 K- 有 限 维 B- 模 M. 的 牛顿 斜率 的 集合 与 基 的 选取 无 关 , M 
由 M 决定 。 


5. 证明 对 任意 Hno 在 同 构 之 下 只 有 有 限 多 个 给 定 有 限 秩 的 瓦 ,。- 模 。 
故 在 任意 代数 闭 域 hk 上 , 在 同 构 之 下 只 有 有 限 多 个 给 定 有 限 秩 的 特殊 
AHi 


6. 证 明 引 理 4。 


7. 证 明 任 意 有 限 生成 且 在 Zp EE dH Hi s-t (r,s > 0) 为 自由 模 。( 提 
示 : 利用 工 进 中 山 正 引 理 , 即 有 限 生 成 7s- 模 的 任 一 组 模 了 的 生成 元 生 
成 整个 模 。) 


8. NC Hi, Jy Hi. (rs 0) 4 t Nili I* CN 的 最 小 整数 ， 
WES] t € (r — 1)(s — 1). 


9. 证 明 引 理 6, 
10. 证 明 | | : Hia — Zp 为 满 射 。 
11. 证 明 任意 代数 闵 域 上 的 源 晶 体 作 为 B- 模 由 一 个 元 生成 。 


12. 对 任意 两 个 天 -晶体 M,N 可 以 定义 张 量 积 M @ N: 作为 W(k)-Bi 
MN =M 8w) N, 而 了 HERAA F(v 8w) w) = Fv 8w) Fw. WW 
证 这 个 定义 的 合理 性 , 并 证 明 所 有 天 晶体 组 成 一 个 阿 贝 尔 张 量 范畴 。 


13. 给 出 一 个 没有 主 极 化 的 阿 贝 尔 簇 的 例子 。( 提 示 : 构造 一 个 没有 主 拟 
极 化 的 天 多 涅 模 使 其 对 应 于 一 个 阿 贝 尔 艇 。) 
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第 1 节 一 些 基本 性 质 和 特殊 情形 


1. 自 同 构 群 概 形 的 一 些 基本 性 质 


定理 .2.2.iv) 我 们 看 到 , 对 一 个 局 部 诡 特 概 形 S 上 的 平坦 相对 射 
影 概 形 X. 存在 3 上 的 局 部 拟 射 影 群 概 形 Aut(X/5) (X > S 的 自 同 构 
群 概 形 ), 代表 预 层 


Autx/s: Gcbs —((groups)) 
T = Aut(X xs T/T) 


详 言 之 , 在 Aut(X/S) 上 有 一 个 X xs.Aut(X/5) 的 泛 自 同 构 Pxjs, 一 个 
S-A) f:T- .Aut(X/S) 在 utxys 下 所 对 应 的 X xs T H T-A IJ 
是 bx,s 通过 f 的 基 变 换 。 由 抽象 废话 易 见 (参看 注 IV.1.1): 


引 理 1. 设 5 为 局 部 诺 特 概 形 而 X Jy S 上 的 平坦 相对 射影 概 形 。 
i) 自 同 构 群 概 形 与 基 变换 交换 , 即 若 了 为 局 部 诺 特 5- 概 形 , 有 
Aut(X xs T/T) & Aut(X/S) xs T 
ii) (Aut(X/S), pri o 6 js) 代表 预 层 : 


9lctx /s: ((S-group schemes)) — ((sets)) 
G o {G 在 和 上 的 作用 } 


详 言 之 , px/s = prio 9x,ys : X xs Aut(X/S) ^ X 为 典范 作用 , 而 任 
一 S-dERIOE IU IE h : G 一 Aut(X/5) 在 9lctx;s 下 所 对 应 的 作用 为 
px/s ° (idx xs h) :XxsG—>X. 


fi 1. 设 5 为 连通 诺 特 概 形 , 7 :C 一 5 AGR g> 1 的 光滑 相对 射影 1 
线 族 , 则 由 例 IV.3.1 可 知 .Aut(C/ S) 一 S 为 拟 有 限 无 分 歧 态 射 。 特 别 地 ， 
d$ S = Spec(k) (k HIR), W Aut(C/k) Æ k KA RFE K o 
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注 1. 上 述 XX 一 5 的 相对 射影 性 假设 是 相当 实质 性 的 , 由 下 面 的 例子 可 
以 看 出 , 非 射影 的 概 形 一 般 没 有 自 同 构 群 概 形 。 


例 2. dt k HERR, X = A = Spec(k[r]). 我们 知道 (习题 6) X 的 
任 一 所 自 同 构 形 如 r ar d b (a,b € k, a 关 0), 4H 9tutxyy 不 是 可 
代表 的 。 我 们 用 反 证 法 证 明 这 一 事实 : 设 Aut(X/k) 存在 , 取 其 中 包含 
0 的 一 个 仿 射 开 子 概 形 SpecR, 则 泛 同 构 xj. 给 出 一 个 大 代数 自 同 构 
Skyr : Rie] 一 Rie], ii ¢(2) = x, (m). 4 A= K[]/(?), T = Spec(A), 
WJ x m tr” A X xk T W^ T-A f, 1% n > dego kt, w 
ARA HE RR 一 4 诱 叶 f, 与 自 同 构 群 概 形 的 定义 矛盾 。 


注 2. 设 X HER k 上 的 射影 概 形 ， 则 Aut(X/k)(k) 的 群 结构 可 看 作 
Aut(X/k), Bl X 的 所 自 同 构 组 成 的 群 。 特别 地 , 若 X = Speck’, Jep k” 
是 上 的 有 限 扩 域 , 则 Aut (CX /k)() 的 群 结构 可 看 作 Gal(k'/%)。 


E 3. 设 SAJE X 有 上 自 同 构 群 概 形 Aut(X/5), 则 由 习题 工 2.7 可 知 对 任 
意 S- 群 概 形 G, 一 个 G 在 并 上 的 作用 等 价 于 Schs 上 的 一 个 群 预 层 自然 
变换 G 一 Aut(X/8), 而 这 又 等 价 于 一 个 SREE G 一 Aut(X/8), 
即 一 个 “表示 ”换言之 , 若 Aut(X/5) 存在 , 则 群 梳 形 的 作用 可 以 理解 为 


2. 线性 情形 


引 理 2. Wr 5 HEMRA, T: X > S 为 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 儿 
何 约 化 连通 纤维 , HAER sE Sf H (Ox) 20. dt FH X ER% 
层 。 若 存在 ss3 使 得 大 在 s 上 的 纤维 天涯 Ox。, 则 大 为 局 部 平凡 层 ， 
即 存在 S 上 的 (唯一 ) 可 逆 层 EIE FS TE 


iE. 由 引 理 VLI.1 可 知 存在 S 的 极 大 闭 子 概 形 So f ss 为 局 部 平凡 
的 。 由 所 设 So #0. XEEE3E s € So. 由 所 设 有 hi(Ox,)=0, h?(Ox,)=1, 
故 由 命题 IL1.3.1 可 见 存在 s 的 一 个 开 邻 域 U 使 得 对 任意 ss € U 有 
h (Fe) =0, Hm Flu & Ov. 从 而 存在 同 构 Oxxsr —> F|xxsus XX 
明 So 是 开 子 概 形 。 由 S 的 连通 性 有 S = So。 证 毕 。 
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特别 地 , 车 r 有 一 个 截 口 由 具有 几何 整 纤 维 , 则 Pic(X/S) 存在 , 将 
引 理 2 应 用 于 庞 加 莱 层 Pxys 就 得 到 


推论 1. 设 3 为 连通 话 特 概 形 ,T :从 一 S 为 平坦 相对 射影 态 射 ， 具 
有 儿 何 整 纤维 月 有 一 个 截 口 。 如 果 对 任意 se S 有 H'(Ox.) = 0, WA 
Pic' (X/8) S S. 特别 地 , 若 X = PS (n AEX), W Pic(X/5) 同 构 于 
ZA S 上 的 离散 群 概 形 结构 , 换言之 对 太 上 的 任意 可 逆 层 三 , 存在 9 上 
的 可 递 层 E 及 整数 m 使 得 玉宇 7*E @ox Ox (m)。 


为 方便 起 见 , 对 于 X 上 的 两 个 可 逆 层 F, 9, 项 存在 S 上 的 可 逆 层 2 
使 得 FS G Go, TE, WHW F~ g 


命题 1. 设 5 为 连通 诺 特 概 形 , 7 :X — S 为 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 几 
何 约 化 连通 纤维 及 一 个 截 口 S 一 X, AIER ses 4j Hi(Ox.) = 0, 
则 Aut(X/S) 为 5- 相 对 线性 群 概 形 , 特别 地 它 是 5- 有 限 型 仿 射 的 。 


iE. Hy Ox(1) 使 得 对 任意 se5 及 i>0 有 Hi(Xs,Ox.(1)) =0, 则 由 命 
题 L3.1 WAI F = z.Ox (1) 是 局 部 自由 的 , 且 典 范 同 态 m7 — Ox(1) 是 
满 的 。 定 义 Gchs 上 的 预 层 

F: T (f € Aut(X xsT/T)|f*priOx(1) ~ priOx (1)} 


注意 J*OxxsT(1)~OxxsT(1) 等 价 于 f'Oxxsr(1)80x,,"Oxxsr(-1) 
OxxsT, 由 引 理 VELA 可 见 下 由 Aut(X/S) 的 一 个 闭 子 概 形 H 代表 , 而 
由 抽象 废话 可 见 五 是 Aut(X/5) 的 一 个 闭 子 群 概 形 。 

设 在 仿 射 开 子 概 形 S = Spec(R) C S 上 的 限制 同 构 于 OS", 4E 
取 FOS) 的 一 组 生成 元 s1,…, sm, 给 出 一 个 3- 闭 嵌入 6: XxsS' 一 
Z-—VP$,.mT 五 的 作用 保持 Ox(1), 它 诱导 H xs S 在 Z 上 的 射影 
线性 作用 , 与 其 在 X xs S' 上 的 作用 相 容 。 由 推论 IV.2.3 有 一 个 闭 子 概 
JÉ H' C PGLmys' 代表 Schs 上 的 预 层 

Pu Ti {f € PGLmjr|f(X xs T) =X xs T) 


抽象 废话 可 见 H' 是 PGLmys' KATE H. H' S H xs S, ik H 
Jan UA PGLm/ys 作为 闭 子 群 概 形 , 特别 地 五 是 5- 有 限 型 仿 射 的 。 
W U 是 Aut(X/S) 的 一 个 连通 分 支 。 车 UN 五 关 0, 则 由 引 理 2 可见 
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UC H, t H h Aut(X/S) 的 一 些 连 通 分 支 的 并 组 成 , 从 而 是 Aut(X/5) 
的 开 子 群 概 形 。 

命题 VL2.2 有 一 个 Aut(X/S) 在 Pic(X/S) 上 的 典范 诱导 作用 p. 
显然 p 保持 可 逆 层 的 希 尔 伯 特 多 项 式 , 而 由 定理 VE2.1 可 见 Pic(X/5) 中 
只 有 有 限 多 个 连通 分 支 上 的 Pxys 与 Ox(1) 有 相同 的 希 尔 伯 特 多 项 式 ， 
4 V 为 这些 分 支 的 并 , 则 Pp 给 出 Aut(X/5) 在 V 上 的 作用 。 令 Vo CV 
包含 对 应 于 Ox(1) 的 截 口 3 V 的 连通 分 支 , 则 由 推论 1 可 见 Vo S S. 
注意 p 署 换 站 的 连通 分 支 , 在 此 署 换 作用 下 H 是 Vo 的 安定 子 群 概 形 ， 
不 难看 到 Aut(X/S) 只 有 有 限 多 个 连通 分 支 (习题 9)。 证 毕 。 


例 3. 由 命题 1 的 证 明和 推论 1 可 见 Aut(P2/Z) & PGL, v vyz. 


例 4. 设 5 为 诺 特 概 形 , 7 : 关 一 5 为 有 限 平坦 态 射 , 则 由 命题 1 的 证 明 
np y, Aut(X/S) 可 嵌入 GLy(z.ox);s 作为 闭 子 群 概 形 。 

Wk X XX 5S 的 (n 次 ) ^E f si. 由 引 理 工 1.6 可 知 存在 有 限 平展 履 
xi To S fBQRX'—XxsT n^ T must. 显然 G = 
Aut(X' /T) 同 构 于 对 称 烙 Sn 的 离散 T-REBOE £54. 作为 一 个 5- 概 形 它 
AE T HW n! Dor Eds. 注意 T 了 一 5 忠实 平坦 , 由 引 理 1 可见 Aut(X/5) 
H S 的 (n! 次 ) 平展 覆盖 , 且 Aut(X/5) 在 X 上 的 泛 作 用 为 可 迁 的 。 


WX = Spec(L), IEP L D K 为 有 限 域 扩 张 , 我 们 简 记 Aut(X/K) = 
GL/K。 由 注 2, GL/K 的 到 -点 组 成 的 群 恰 为 Gal(L/K), 而 Gal(L/K) 可 
以 看 作 离散 KAFEE. HA 4 可见 , d L5 K 为 可 分 扩张 , 则 除 K = L 
和 蕊 : 开 ]=2 两 种 情形 外 , Cr/k 的 次 数 都 大 于 Gal(L/K) 的 阶 , 从 而 
GL/K 有 非 天 -点 。 下 面 将 看 到 在 也 天 不 可 分 时 dimn(Gzy/K) > 0, 从 而 
GL/K 也 有 非 天 -点 。 

在 LD 天 为 单纯 扩张 的 情形 , 不 难 直接 计算 Gru 如 下 。 

W LS K[r/(f(v)) 其 中 f(z) € Kf] 为 首 一 不 可 约 多 项 式 。 记 
TELH v HR, n= deg(f)。 由 例 4 可 设 Gryg = Spec(H), Ip R d 
有 限 生 成 的 天 -代数 。 令 o: Rek Lo Rex Ly Grr xx X 的 泛 自 同 


Ez) 


E 


构 所 对 应 的 RARR, 则 可 取 co, 01. cn-1 € R TERT 
$(18x £z) = co Qx 1 +61 QK Z+- ceni Ok Z”! (1) 
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由 f(z) 二 0 有 
f(co 8k 1+c1@K 2 eni BK 2" 1)=0 (2) 


将 此 展开 , 易 匈 有 多 项 式 fi e K[ro..... 44] (0 € à € n) 使 得 
f(co Bk 1+c1 & E+ + on BK E" 71) = folco,- cn_1) BK 1+ 


户 (co en- BK E + -++ fi(c0, os cni) Bg 2^7 (3) 
3 
(1) 可 见 对 任意 i(0 < à < n) AZWA o; € Ko... 241] (0 € j < n) 
使 得 
$(1 Bk 2") —óio(co, ...,cn-1) BK 1 + (co, cn-1) BK T+ 


m=1 


- (4) 
十 Gi(n-1)(co, --.€n—1) BK T 


4. D = det(ó;j), 注意 1,2, 37-1 AR L (f) —428 K-3k, 可 见 (1) 给 出 
RGy L WI R-A H HC Dco... 0»-i) 为 单位 。 由 此 可 见 
R £& K [vo, ..., 251, det (pij) | ]/(fi(zo, ..,25—1)]0 & à < n) (5) 
而 Giyer TE X KRZEM p h 
p* (©) = £0 QK 1 + T1 QK Ern 1 OK Z7! (6) 
给 出 。 由 此 及 po (idere xx p) = p° (Marye XK idx) 可 明确 给 出 Gz/K 
的 群 概 形 结构 。 


$i 5. X K =Q, L —Q[z]/(3? -2) 兰 QIY2]。 由 例 4 我 们 知道 Gry 为 
Q 上 的 6 次 平展 群 概 形 。 按 上 而 的 方法 计算 可 得 Gri = Spec(R), 其 中 
R — Q[r, s, t]/(r —? —s-- 09/2 — 1, rs,rt, st) & Q x Q(V—3] x QV2] (7) 
它 的 群 概 形 结构 由 

m*(r) 一 7 四 7 十 369545! os' cs es) 


1 
+g et«2te c Per), 
1 
m*(s)-r&s s&r-c ases s? G& s? — s? e s?) (8) 


1 
tiet 2t 9 t? — t? e t3), 
m*(t) 2r&t tera s?8trtGs, 
r= ni (s) == 1,0*(s) 2 o*(t) 20 
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给 出 , 而 它 在 X = Spec(D) 上 的 作用 p:Gr/k xx X> X m 
p'()-reltsez4 P er (9) 


给 出 。 注 意 在 分 母 中 有 2 和 3, 对 此 可 以 这 样 理 解 : 令 OL C LZ 
L 中 的 整 闭 包 , G= Aut(Spec(Or)/Z), 则 由 引 理 1i), 对 任 一 素数 p 有 
Gip) S Aut(Spec(Or /pO;)/F,), ifj C & Q 2 Gr,k, 由 于 Or 在 2 和 3 处 
有 坏 约 化 (但 在 其 他 的 位 都 有 好 约 化 ), 公式 (8) Æ 2 和 3 处 无 效 (但 在 其 
他 的 位 都 有 效 )。 

此 外 注意 工 出 现在 Gryk 的 结构 环 中 , 我 们 将 看 到 这 是 相当 普 过 的 
情形 , 这 是 Gryg 与 Gal(L/K) 的 一 个 很 不 相同 之 处 。 


例 6. 设 K 为 特征 p 0m NW L= Kit] S K[z]/(z? — t), 其 中 
tc KK 一 K?。 按 上 面 的 方法 计算 可 得 Gr; = Spec(R), 其 中 


p—1 
R= Kyo yis Moi (Y. , it yP) 1 )/(-- (1 t5 + p PTT) 
i—1l 
| (10) 
而 和 在 X = Spec(L) 上 的 作用 p: Gryk xx X >X m 
P* (Z) = yo Gk 1-- yi Ok £t Yp-1 OK ZP! (11) 


给 出 (为 简单 起 见 我 们 略 去 群 概 形 运算 公式 , Dl p= 2 时 , Gri 的 和 群 
概 形 结构 由 m* (yo) = 加 四 1 十 由 四 yo, m* (y1) = y1 9 yi t" (yo) = yoyi ', 
(yi) = yr. (yo) = 0, (y1) = 1 给 出 )。 我 们 看 到 dim(Gr;k) = 
p-1»20H Gryk 为 非 交 换 的 。 此 外 , Gzjyk 是 整 的 但 不 是 儿 何 整 的 , 也 
不 是 正规 的 (习题 10). 


在 有 限 情形 还 可 以 利用 基 变 换 来 计算 自 同 构 群 概 形 。 取 有 限 正规 扩 
Ik Fo K 及 有 限 KIEW G 使 得 T = SpecF 为 GHT ( 见 引 理 
VL1.1)。 则 有 范 畸 等 价 ( 见 命题 VL1.5) 


(( 玉 - 概 形 ))/ ~ > (F-E, 带 有 G 的 作用 ,与 G 在 了 上 的 作用 相 
容 ))/ ~ 

特别 地 ( 见 例 VL.1.6) Æ F 5 天 为 伽 罗 瓦 扩 张 的 情形 可 取 G 为 Gal(F/K) 
的 离散 群 概 形 结构 , 而 有 范畴 等 价 
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Ut F 上 分 裂 的 有 限 平展 天 - 概 形 }/ ~ o (0 的 有 限 署 换 表 示 }/ ~ 
设 关 为 上 的 nn 次 平展 概 形 , W X = Spec J]; Ki Jp K; i K 
的 可 分 域 扩张 。 取 最 小 伽 罗 瓦 扩张 FD K 使 得 每 个 人; 都 可 嵌入 下 作为 
子 域 , 则 X dk POEM. mfi 4 npn Aut(X/K) &x F 同 构 于 Sn fd 
散 瑚 群 概 形 结构 。 因 此 有 G = Gal(F/K) 在 6, 上 的 作用 (这 等 价 于 G 
到 Gn 的 自 同 构 群 的 一 个 同 态 ), 与 Sn 在 X ex F EZ ETT) 上 的 置换 
作用 相 容 (BIHER o E G, g E€ Gn, £ E X 8x F A olgr) = o(g)o(x)). 
W GE XOK F (作为 集合 ) 上 的 作用 是 忠实 的 , 则 G 可 以 看 作 6, 的 子 
群 。 将 Gn DOE HE UOS Ze se EH. 则 有 


(e o g)x = o(gx) =0(g)o(z) = (a(g) oa)7 2) 


此 得 


ol()=oogoorl (Yo EG, g€ &) (13) 
由 此 我 们 有 一 一 对 应 

H: {Gn 的 G- WX} 一 {EilL<i 入 7 
其 中 对 于 任 一 9 € 6, 的 G-I Co, K' = (Coy) 是 对 应 于 g 的 中 心 


化 子 Ho 的 中 间 域 , H. #(Co) = [K : K], |Hg| = [F : K'], 故 Lal : 
K]=n!。 


例 7. 若 世 2 天 为 向 罗 瓦 扩张 且 [L : K] > 2 WHR F= L, yet f 
K CI 的 中 间 域 都 作为 某 个 Ki 出 现 。 为 证 明 这 一 点 , 由 上 上 所 述 只 需 证 
明 任 一 子 焙 CCG 都 等 于 某 个 Hy (g E Gn)。 

^ H #4 G, §& r = ia(H), W u = eu u, 使 得 G = 
Hu U---UHur, dir > 2, X gE On X g(hui) = hui, g(hu;) = huig 
(2< i< r), g(hur) = huz (Vh € H). WIER h € H A goón = ónog, 
其 中 on: H ^ H HHA h £R; Xf u € G— H fi goóu #4 óvog. W 
A g(u-e)#u-e, fi r= 2, W |H|>1,Wa#ec H JEX ge S 
为 g(hu;) = hau; (Vi > 1), g(hu1) = hu; ( Vh € H), 4i goón = ón og 
(Yh € H) 4H go u Z ĝu 0g (Yu € G — H), 因为 ge) z u. 在 每 一 情 
形 都 有 Hg =H, 

当红: K] =2 时 显然 每 个 Ki = KK。 
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Ti Lo K 不 是 伽 罗 瓦 扩张 , 可 能 有 Ki 不 是 天 C 工 的 中 间 域 , 也 可 
能 有 天 CF 的 中 间 域 不 作为 一 个 Ki 出 现 (参看 例 5)。 此 外 , 此 时 Gru 
中 也 不 一 定 有 子 群 概 形 自 由 可 迁 地 作用 于 SpecL 上 。 例 如 设 [b: K] -5 
而 Gal(F/K) S 6s, 由 于 6s 的 所 有 5 Brzutitiée I] 7 369828 bs 它们 对 
ATRA Ki ([Ki : K] = 24), 故 Gryk 没有 5 次 子 群 概 形 。 


3. 阿 贝尔 概 形 的 自 同 构 群 概 形 


对 于 一 个 群 概 形 C 一 S, 记 Aut*(G/5) 为 G 的 所 有 S-E JE A E 
HAREE 以 区 别 于 Aut(G/5) (为 G 作为 3- 概 形 的 日 同 构 群 )。 


命题 2. W 5 为 连通 诺 特 概 形 , :和 — S 为 阿 贝 尔 概 形 , 则 


i) Aut(X/5) 的 包含 零 截 口 的 连通 分 支 Aut? (X/8) S X, dep X d 
X 上 的 作用 为 平移 。 
ii) 存在 Aut(X/S) 的 闭 子 群 概 形 Aut (X/8), 代表 Ocbs 上 的 预 层 


Slut s :TH Autgs(T xs X/T) 


H. Aut (X/5) 的 零 分 支 同 构 于 5。 


ii) Aut(X/S) & X xs Jautms(X/5)， 故 .Aut(X/S)/Aut*(X/S) S 
Aut**( X/S). 
证 . i) 4 p: Aut" (X/S) xs X — X KZE, 
Ç 一 Do (id Auto(xs) Xs 0) : Aut? (X/S) >X (1) 


FA p' 2 mo(G xsidx) : Aut?(X/S) xs X — X, Wæ Aut? (X/S) KẸ 
ROE p 5 p 的 限制 相等 , 故 由 刚性 引 理 ( 引 理 VILI.1) 可 见 p — p. 5j 
一 方面 , 由 Aut(X/5) 的 泛 性 , X 在 自身 上 的 平移 作用 诱导 一 个 S- 
n: X — Aut(X/S), ff Con — idx, 再 由 Aut(X/S) KIZER JI n Aii 
同 构 X 一 .4uto(X/S)。 

i) 一 个 自 同 构 fe Aut(T xs X/T) Æ Aut*(T xs X/T) 中 当 且 仅 当 


fo (idr xso)=idr xso:T —>T xs X (2) 
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注意 (2) 是 一 个 闭 条 件 , 由 此 及 推论 IV.2.3 立 见 Auts g 由 Jut(CX/S) 的 
一 个 闭 子 概 形 代表 , 且 易 见 它 是 S- 闭 子 群 概 形 。 

BE H C Aut (X/8) HEHE, 0: X xs H > X xs H HZ AH. 
4 p= prop- pn : X xs H — X, WiWifE3I9 3 X. v = 0, 即 ó — id, 
XW idy 经 过 S, 

ii) h 1) 和 ii) 可 见 有 Gcbs 上 的 预 层 自然 变换 


©: X x Aut (X/S) ^ Aut(X/S) (3) 


推论 VILI.2.0) 可 见 D jt Fl AR Ar, 故 P 诱导 5- 概 形 同 构 


X xs Aut®(X/S) 一 Aut(X/S) (4) 
再 注意 Aut? (X/8) a Aut(X/S) 即 可 见 (4) 是 半 直 积分 解 。 证 毕 。 
特别 地 , 若 S = Spec(k), 让 为 代数 闭 域 , 则 Aut(X/k) 同 构 于 X 和 一 
个 离散 群 概 形 的 半 直 积 。 
习题 
1. B k HIR, 计算 Aut(P} x 了 i/k)。 (提示 : 参看 [H, Example IL6.6.2]. ) 
2. WC, C' 为 域 上 上 的 亏 格 大 于 工 的 光滑 射影 曲线 ,计算 .4ut(C x C" /k), 
3. t E HI k ERWA HR, X — E? = E xy E, 计算 Aut(X/k), 


4. W L5 K AMPF sK. G = Gal(L/K). W G 可 看 作 Gru (X). YE 
意 GL/K 等 价 于 G 在 Os KRII p. 证 明 p 保持 Gr;k(K) C Gn 
的 每 个 元 不 动 , 而 G C Gn 为 Gr; (K) 在 Gn 中 的 中 心 化 子 。 


5. i L = k(xi,.. 26) HIR k 的 纯 超 越 扩 域 , K = k(o1,....06) (01,…,06 
为 Zz1,…, Ze 的 初等 对 称 多 项 式 )。 给 出 所 有 中 间 域 LD K' DK 使 得 
[L : K'] = 6, 并 计算 Aut(L/K')。 

6. 3 k HERH, X = Al = Spec(k[z], f € Aut(X/k)。 证 明 存 在 
a,b € k (a # 0) ff f*(x) 2 x az 4 b, 
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7T. WE X Jud k ERI LR fA. H 为 Aut CX/k) KA RIEF AT IPERE 
JÉ. 证明 X/H FER DUKE. 


8. 设 X — S 为 阿 贝尔 概 形 , p 为 和 在 自身 上 的 平移 作用 。 记 方 为 六 诱 
导 的 X9P S X vg Pic(X/S) 上 的 作用 (参看 命题 VL.2.2)。 证 明 oe X 
在 Pic(X/S) 上 的 一 个 忠实 作用 , 但 ode Pie(X/S) = X 上 的 限制 为 平 
凡 作用 。 


9. 将 命题 1 的 证 明 补充 完整 。 


10. 证 明 例 6 中 的 Gre 是 整 的 但 不 是 几何 整 的 ( 即 且 是 整 环 而 ROKK 
不 是 整 环 ), 也 不 是 正规 的 ( 即 及 不 是 整 闭 的 )。 


第 2 节 自 同 构 群 概 形 的 微 积分 


1. 自 同 构 的 变形 


定义 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , T: X 一 5 为 有 限 型 分 离 态 射 。 设 5- 概 形 
XT :下 一 9 具有 一 个 截 口 or :5 一 7, 一 个 T- 自 同 构 fe Aut(T xs X/T) 
称 为 变形 的 , 如 果 

or xr f =idx € Aut(X/S) (1) 
显然 所 有 这 些 变形 了- 自 同 构 组 成 Aut(T xs X/T) 的 一 个 子 寿 ， 记 为 
DefAut(T xs X/T). 


命题 1. WT: X — 5 为 分 离 态 射 , mr :了 一 5 为 5 在 S 上 的 无 穷 小 
扩张 , Hl ker(o7.)"*! = 0 HA n E€ Z>o RE. M T xs X 的 一 个 变形 
了 - 自 同 构 f 典范 等 价 于 一 个 Qc) Ox- 代 数 同 态 

$6: Pjs ^ TATrOT (2) 


使 得 (or xsidx)! oó: Pts > Ox 为 对 角 态 射 A :和 一 XxsX 诱导 
的 同 态 。 故 存在 典范 一 一 对 应 
DefAut(T xs X/T) = 


: (3) 
(6 € Homo, tex (Px,s. T nr.Or)|(or Xsidx)* oó = A*] 
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其 中 一 个 Je DefAut(T xs X/T) 对 应 于 由 = a/*, 这 里 
o! = (pr2, pr20 f):T xs X > X xs X (4) 


(BI. (t,£) — (a, (f(t,))). WE), di T 是 一 个 5- 群 概 形 G 的 闭 子 概 形 ， 
p:Gxs X 5 X HEH, m f —pri xs plrxsx. W (4) 55 1.2.2 中 的 


T MES ONE DNE E X 


ll | ^ 


T Prg -> XxX 


其 中 i=or xsidx (Bl x> (oror(z),2)). 4 T (Z', M) »} A (i, or) 的 
理想 层 。 由 (5) 的 右 方 框 可 见 o^ 诱导 同 态 o7 — T, BOA TAA 


Pes > i (Orxs x /T*) (6) 


男 一 方面 , (5) 的 左 方 框 是 拉 回 且 or 为 mp : T — 5 WRO, 对 于 正 合 列 
0 — M — Or > orxOs 一 0 应 用 pri 得 到 一 个 交换 图 


0—priM— priOr —prjopr.Os—0 


l= 上 0 


0— TP —Orxsx iQ0x 一 0 
其 行 都 是 正 合 的 。 故 pr M ST. 因此 有 


Orxsx /1** = pri (Or /M"*!) = pri(Or) (8) 


因为 由 所 设 MH. — 0. 应 用 i! 得 同 构 


i (Orx,x/T*1) = i! (prOr) 兰 r*orl(Or) ST*rrrOr (9) 


将 (6) 和 (9) 合 起 来 得 到 同 态 $: Phys 一 r*mrsOr。 
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ZTH S 上 的 一 个 群 概 形 G 的 闭 子 概 形 而 f= pri xs plrxsx 由 
一 个 作用 p:G xs 和 一 天 给 出 时 ,由 上 面 的 讨论 及 命题 亚 2.1 的 证 明 易 
见 乡 与 a” 一 致 。 

反之 , 给 定 Ox $: Pjs 一 TTT*O7r, 注意 A = T*nr Or 
HURE T xs X 的 结构 层 , 因为 了 的 拓扑 空间 束 是 5S 的 拓扑 空间 。 吃 
一 方面 , Px,s 可 以 看 作 理想 层 7" Jose XLI BIT OE Y C X xs X 的 
结构 层 , 而 了 的 拓扑 空间 与 ACX) X 的 拓扑 空间 同 构 。 故 可 定义 一 个 
SH o :Txs 关 一 ,其 拓扑 空间 连续 映射 为 单位 映射 , 而 结构 层 同 态 
为 9。 我 们 来 证 明 


f = (pr1,pr200'):T xs X >T xs X (10) 


为 变形 工 - 自 同 构 。 由 于 上 的 拓扑 空间 连续 映射 为 单位 映射 , 只 需 验证 了 * 
为 Or- 代 数 同 构 即 可 。 由 所 设 f* = id (mod M), 而 A 作为 Or- 模 有 一 
个 过 滤 
0— M"*1A4cC M"AC---CMACA (11) 
由 于 f* 是 Or- 线 性 的 , "EOSHEEE i (0 < ài &« n 1) 诱导 M'A 一 M'A, 
fè : MA MTHLA > MIA/MTHA (0 imn) (12) 
注意 MiA/Mit14 为 A/MA 兰 Ox- 模 , 故 每 个 凡 是 Ox- 线 性 的 。 此 
外 , f* 在 Or Go, 1 上 等 于 单位 映射 , 故 每 个 凡 在 MiA/Mi+1A 上 等 于 
单位 映射 。 由 此 用 5- 引 理 与 归纳 法 即 可 见 f* 为 同 构 。 证 毕 。 


特别 地 , 当 n = 1 时 , 一 个 满足 o} oo = A* 的 Ox- 代 数 同 态 o : 
Pijs > T'nr.Or 等 价 于 一 个 Ox- 线 性 同 态 Qxys >T TrM. WA 


推论 1. 设 7 :六 一 5 ADASH, mr :TT 一 5 为 5 在 S 上 的 无 穷 小 扩 
张 使 得 M = ker(07.) 满足 M? — 0. WT xs X 的 一 个 变形 T- 自 同 构 f 
典范 等 价 于 一 个 Qc) Ox- ERE -0 : kys > TTT M. 故 有 典范 一 
一 对 应 

DefAut(T xs X/T) = Deros (Ox .T* TrM) (13) 


29r 为 平坦 紧 的 且 具 有 几何 连通 约 化 纤维 时 ; 应 用 7 立 得 
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推论 2. 设 了 :和 一 9 为 平坦 紧 态 射 且 具有 儿 何 连通 约 化 纤维 , mp :了 一 
3 为 3 在 3 上 的 无 穷 小 扩张 使 得 ker(o#)" =0, W T xs X 的 一 个 变 
形 了 了 - 自 同 构 诱 叶 一 个 典范 Os- OLI P/s 一 "r«Or. 


2. 自 同 构 群 概 形 与 变形 
将 命题 1 和 推论 1 应 用 于 自 同 构 群 概 形 可 得 如 下 结果 。 
定理 1. 设 r:X 一 S 为 分 离 态 射 使 得 存在 自 同 构 和 群 概 形 G = .4ut(X/5)。 
di M = ker(o6)。 对 任意 ne Zzo ii Ta C G Jy M"? 定义 的 闭 子 概 形 ， 
并 记 An = mr, Or, 和 Ón : Pjs 一 7*An 为 命题 1 中 的 典范 同 态 (对 于 
T= T5 o = pn)。 则 (An. Pn) 具有 如 下 泛 性 : 
(*) 对 于 3 在 3 上 的 任意 无 穷 小 扩张 zr : T — S 使 得 ker(07)"*! = 
0, 及 任意 ( 左 ) Ox- 代 数 同 态 6: Pus 一 rr*Or, 存在 唯一 Os- 
代数 同 态 Y : An 一 rr*Or WEE T(V) obn — ó. 
此 外 , 典范 同 态 o^ : Qjs > Twas 具有 如 下 泛 性 : 
Qe) HT S YE S. 上 的 任意 无 穷 小 扩张 rr : T — S 及 任意 ( 左 ) Ox- 模 
FIE ó : Qjs — r*ot(ker(o7)). 存在 唯一 Os- 模 同 态 v : was 一 
o (ker(o;.)) 4f r*(U) o a^* — ó. 
d. 4 b5:GxsX —Gxs X HZ G- 自 同 构 , WER Ox- 代 数 同 态 
Pn : Pejs — T As 由 


a' = (pr2, pr2 o ®) : G xs X —^ X xs X (1) 


诱导 。 由 命题 1, o 典范 等 价 于 xs 六 的 一 个 变形 T-A f. m cm 
泛 性 , 存在 唯一 5- 态 射 C :7 了 一 G 使 得 f 等 于 B 通 过 4 的 拉 回 。 注意 
a'o(Cxsidx):T xs X > X xs X Vit o, M T" (C)oós = 二 9 其 中 : 
An 一 TTxOT 由 4 诱导 。 反 之, F Y: An 一 TTxOT Wise TY) pn — 6, 
4 C:ÓT— GJ m veiqm S-50, m f € Aut(T xs X/T) Jy 3t 
C' 的 拉 回 , 则 由 命题 1 可 见 f 由 9 决定 , 从 而 f£ — f. 故 由 G 的 泛 性 可 
见 C =5C。 这 就 证 明了 (*)。 
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对 于 C), 可 以 约 化 到 ker(oz)? = 0 的 情形 , 此 时 一 个 ( 左 ) Ox- 
BEE kys 一 ror (ker(07)) 等 价 于 一 个 (£) Ox- 代 数 同 态 Plys 一 
T*NATxOT, 故 (**) 是 (9) 的 特殊 情形 。 证 毕 。 


特别 地 , I T = SpecOs[r]/((?) 并 取 or : S 一 了 为 ( 定义 的 霸 入 ， 
则 由 (**) 及 推论 1 得 


推论 3. 设 r :XXX 一 3 为 分 离 态 射 使 得 存在 自 同 构 群 概 形 G = Aut(X/S). 
4 T = SpecOs[t]/(t?) 而 or : S — T H (t) s SCIRE, WI T xs X 的 
一 个 变形 工 - 自 同 构 f. 存在 唯一 De Homo, (wa;s. Os) fif 7*(D)oo'* : 
Qs — Ox 等 于 推论 1 中 的 同 态 -9, 它 在 —p. 之 下 对 应 于 (D). t 
有 典范 一 一 对 应 


Lie(G/S) > DefAut(T xs X/T) (2) 


注 1. 定理 1 中 的 泛 性 可 以 用 来 局 部 地 确定 G = Aut(X/5) 的 群 概 形 结 
构 , 即 对 任意 n € Z>o 确定 m: G xsG 一 G 所 诱导 的 Th xs Ta > Tono 
令 

9" : Ps > PR/s Box PE/s (3) 
HFX a 8os b= a Qos 1 80x 1 80s b (参看 I2 45), W 加 诱导 


(pn Dox Pn) o6" :Pes — T*An Gox T*An = T*(An DOs An) (4) 


(An, Qon) 的 泛 性 , 这 诱导 Os- 代 数 同 态 A2n — An Gos An, 它 等 价 于 
一 个 S-I) Hn : Tn xs Tn 一 Tono 不 难 验 证 jn 由 


mo(pro,pri): G xs G — G (5) 


( 即 (g,g') = 9'9) 诱导 。 


3. 自 同 构 群 概 形 微 积分 的 基本 定理 


定理 2. 设 5 为 诺 特 概 形 ,7 : X > S 为 有 限 型 分 离 态 射 使 得 存在 自 同 构 
群 概 形 Aut(X/S). WÈ pxys : Aut(X/5) xs X > X OE. 
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i) px/s 诱导 的 典范 Os- 李 代数 凝聚 层 同 态 ( 见 定理 M.2.1) 
—pxjs« : Lie(.Aut(X/8)/8) 一 Deros(Ox.Ox) (1) 


为 同 构 。 

i) 当 5 为 By- 概 形 (p 为 素数 ) 时 , (1) 为 Os 上 的 产 李 代数 层 的 
同 构 。 

ii) € G 一 5 Ja EBOE IU p: C xs X 5 X Og Gg X Effj— 
个 作用 , 则 o 诱导 的 典范 Os-AETCBUS Inl 


Lie(G/S) 一 Lie(Aut(X/S)/S) 一 Der(Ox,Ox) (2) 
经 过 Ders(Ox,Ox)?x/5 , 特别 地 当 Aut(X/5) 为 交换 群 概 形 时 有 
Deros (Ox, Ox)?*/s = Deros (Ox, Ox) (3) 


故此 时 有 交换 Os- 李 代数 凝聚 层 的 典范 同 构 Lie(Aut(X/S)/S) 一 
Ders(Ox,OxX)2x/s 。 


iE. i 只 需 考虑 S 为 仿 射 的 情形 , 故 设 3 = Spe(R). ido: 3 一 
Aut(X/S) 为 Aut(X/S) 的 单位 截 口 。 令 T = SpecR[t]/(2) 而 or : 
S — T J (t) XE XLI . p Lie(Aut(X/S)/8S) 的 一 个 截 口 对 应 于 
Homos(wAu(x/s)/s.Os) 的 一 个 截 口 , 它 等 价 于 一 个 5-88 CIT 
Aut(X/S) Ef Coor — o. rti Aut(X/S) 的 泛 性 , 这 样 一 个 4 等 价 于 一 
个 变形 T-HIRIEJ T xs X >T xs X. WEH 1, 这 等 价 于 一 个 Ox- 线 
HERE lys 一 Ox, 而 这 又 等 价 于 Ders(Ox,Ox) 的 一 个 元 。 这 样 合 所 
( 见 (2.2)) 
n : Lie(Aut(X/S)/S) — (6: T 5 Aut(X/S)|C oor = o0} 一 
— DefAut(T xs X/T) — Ders(Ox, Ox) 


为 一 一 对 应 (这 由 推论 3 也 可 看 出 )。 注 意 一 7 是 由 pxys 诱导 的 映射 
( 见 命 题 1 和 定理 DL2.1.41)), 它 是 有 R 李 代数 同 态 。 故 (1) 是 Os- 李 代数 
同 构 。 

ii) 当 5 为 Fy- 概 形 时 , 由 定理 M.2.1iii) 可 知 (1) 为 pcd as, 故 
为 Os 上 的 产 李 代数 同 构 。 


(4) 
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ii) 由 定理 亚 .2.1 立 得 。 证 毕 。 


注 2. 对 于 S = Spec(k) (k 为 域 ) 而 X 为 大 上 的 射影 概 形 的 情形 , 定 
理 2 说 和 的 自 同 构 群 概 形 的 李 代数 则 范 同 构 于 其 向 量 场 组 成 的 李 代 数 。 
这 是 几何 学 中 的 一 个 普遍 事实 , 我 们 下 面 对 此 做 一 个 简单 的 解释 (参看 
[L-5]). 

先 看 复 儿 何 的 情形 。 设 6: X — Y 为 复 解 析 空 间 的 解析 映射 ,车 9 是 
一 一 映射 且 o7! 也 是 解析 的 , 则 称 9 为 解析 自 同 构 。 显 然 一 个 复 解析 空间 
X 的 所 有 人 解析 自 同 构 组 成 一 个 帮 Aut CX), 称 为 和 的 解析 自 同 构 群 。 若 科 
是 紧 致 的 , Wi] 4ut(X) 具有 自然 的 儿 何 结构 : 4ut(X) 是 一 个 复 解 析 空 间 ， 
它 的 群 运 算是 解析 映射 , H. 4ut(X) 在 革 上 的 典范 作用 Aut(X)x X 5 X 
(HI (o, £) = gz)) 是 解析 映射 ; 4ut(X) 有 一 个 正规 子 群 Aut? X) 为 连通 
李 群 , 而 商 群 Aut(X) / Aut? (X) 是 离散 群 , 换言之 作为 解析 空间 , Aut(X) 
是 一 些 Aut? (X) 的 拷贝 的 直 并 。 令 Ox H X 的 所 有 (整体 ) 向 量 场 组 成 
的 李 代 数 , 则 有 典范 的 复 李 代数 同 构 Ox 一 Lie(Aut(X)). 

再 来 看 微分 儿 何 的 情形 。 对 于 一 个 紧 致 实 流 形 XX, 同样 可 以 定义 
上 的 实 向 量 场 李 代数 Ox, 但 它 一 般 是 无 穷 维 的 。 如果 X 作为 流 形 的 自 
同 构 群 Aut(X) 具有 李 群 结构 , 则 也 应 有 典范 同 构 Lie(Aut(X)) S Ox, 
但 我 们 还 没有 无 穷 维 李 群 的 很 好 的 定义 。 因 此 我 们 设法 限制 Ox 到 有 限 
维 线性 空间 。 对 此 有 多 种 方法 , 一 种 方法 是 取 一 组 线性 微分 方程 , 考虑 
所 有 “调和 ”的 向 量 场 和 “调和 ”的 自 同 构 ; 另 一 种 方法 是 取 X 上 的 一 个 适 
当 的 度量 , 而 考虑 所 有 正 交 向 量 场 和 保 距 自 同 构 。 只 要 能 有 自然 的 途径 
将 Ox 限制 到 有 限 维 , 就 可 以 保证 Aut(X) 具有 李 群 结构 且 有 典范 同 构 
Lie(Aut(X)) & Ox, 


Fri D d cue WE T A BOT ERE us. 无 穷 小 变形 自 同 构 可 以 自由 地 
提升 ([L-10])。 


命题 2. X — S Art REA AS e: X 一 X 为 有 限 平展 覆盖 , TH 
3 在 3S 上 的 无 穷 小 扩张 。 则 全 xsX 的 任 一 变形 T- 自 同 构 f 可 以 唯一 
3532314 T xs X 的 一 个 变形 T-A o 

证 . 为 简单 起 见 设 e Jg n KERER. 9 Y Hexse: X xs —^ XxsX 
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PXE BEHRAM 


FI o = (pro, prz o f) : T xs X — X xs X HIRIE W FT MIZE Rl 
拉 回 : 
y SUE. X xs X 
h [exse (5) 
Tax — ixt 
故 在 集合 论 意义 下 LY) = (exse) (Ax) 2 Ag. K e 是 平展 的 , Ax 


在 (exse) (Ax) & X xx X 中 是 既 开 又 闭 的 。 令 Yo 2g Y 既 开 又 闭 子 
概 形 使 得 作为 集合 有 B(Yo) = As. Wl ?lm X n 次 平展 的 。 令 


u = (prioyly,.pr2o |y) : Yo 5 T xs X (6) 


我 们 来 说 明 u ARA, 为 此 只 需 在 X 上 的 纤维 上 验证 即 可 , 而 这 是 显 
然 的 。 由 于 Yo MT xs X 都 是 在 Txs X b n 次 平坦 的 , 可 见 / 是 同 
构 。 令 
f = (pri, pr2 0 bln ou!) :T xs Š >T xs Š (7) 
则 有 交换 图 : 
PxgX —L TuxgX 
iarxse| |iarxse (8) 
yi EE mug 
标准 的 形式 完备 化 方法 , 不 难 验 证 f 为 变形 T- 自 同 构 。 
最 后 , 由 形式 完备 化 方法 不 难 验 证 的 唯一 性 。 证 上 毕 。 


由 定理 1 和 定理 2 及 命题 2 的 证 明 立 得 


推论 4. Wb 5 为 诺 特 概 形 , T: X 一 S AUG ROMA Bd e: X — X 
有 限 平展 覆盖 , 使 得 存在 自 同 构 群 概 形 Aut(X/5) 和 Aut(X/S), 且 它 们 
在 S 上 是 局 部 有 限 型 的 。 设 了 C .4ut(X/S) 为 3 在 3 上 的 一 个 无 穷 小 
扩张 , 则 e FFAA T > Aut(X/5)。 


一 个 特殊 情形 是 X S X/H, 其 中 H A n 次 离散 群 概 形 (可 看 作 群 ) 
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地 作用 于 X 上 。 此 时 对 任意 e € 五 有 交换 图 


IT 


TAN. A E Ev A = ES 
Peak Ere qv K —Jlquy Sexe maX 


[or |iarxse IE xse [arse (9) 


Test HL, qux mp X ES qox 


将 o 看 作 G = Aut(X/S) WRD, 它 在 G Engdt E Hao o. riii 
2 中 提升 的 唯一 性 及 (9) 有 


(idr xo-!l)ofo(lidr xo) = f (10) 
由 G 的 泛 性 这 说 明 5lr = idr。 由 五 的 离散 性 不 难 定义 其 中 心 化 子 
Ca(H) = (| eGe (11) 
CE 万 


F 面 的 讨论 说 明 TC CG(H). W3k X Rb H dp X. Eit ft) pu 5 pr: 
H x X > X tnit. 故 下 图 是 推出 : 


HxOCg(H)xsX =,  OG(H)xs X 


m |iaceunxs (12) 
FE id, 
CQH)xad ee DU xaX 


4 f: Cal(H) xs X ^ Ca(H) xs X Jy Aut(X/S) xs X ftiit; lbi 
诱导 的 Cec( 互 )- 自 同 构 , 由 (11) 可 见 下 图 交换 : 
HxOg(H) xs X 9*5, H x CS(H) xs X 
| eoe | oemepna (13) 


Caixes | —L  Ca(H)xsX 


故 由 推出 (12) 可 见 f 诱导 一 个 CeD-HIE f € Aut(CG(H) xs 
X/Cga(H)), 这 给 出 一 个 典范 同 态 me : Ca(H) 一 Aut(X/5)。 由 例 1.4 
可 知 ker(me) 的 一 个 元 0 等 价 于 Xxx X S H x X WA X-H Wii 5 
H 的 作用 交换 , 将 o 和 H 的 元 都 看 作 Aut(X xx X/X) & Gn 的 元 , 这 
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SMT o E€ Ce, (H). h Cs, (1) € H (习题 2) 可 见 ker(e) 是 有 限 平展 
的 且 deg(ker(ge)) = n. 

dE S = Speck (k 为 域 ) 的 情形 , 由 命题 2 (和 平移 ) 可 见 ne 是 平展 的 ， 
故 由 引 理 ILL 可 见 Aut? (X/k) C ne(Ca(H)). 记 CG(T) 为 Ce( 万 ) 的 
零 分 文 , 则 


Aut^(X/k) SE CG(H)/(CG(H) n ker(ne)) (14) 
其 中 CGU) n ker(ne) 的 次 数 整除 mn。 总 之 有 


推论 5. 设 5 为 诺 特 概 形 , 7 : X — S 为 有 限 型 分 离 态 射 , e : X> X 
为 有 限 平展 覆盖 , 使 得 存在 自 同 构 群 概 形 Aut(X/S) 和 Aut(X/S), 且 它 
们 在 S 上 是 局 部 有 限 型 的 ; 五 为 n 次 离散 群 概 形 自由 地 作用 于 X. 上 ， 
使 得 X S X/H. s H AWE G = Aut(X/S) 的 闭 子 群 概 形 , 并 定义 五 
在 G 中 的 中 心 化 子 Cec(Z) 如 (11), WAN WMA RA ne: CG(H) 一 
Aut(X/S), 其 像 包含 Aut? (X/5) 的 一 个 秽 密 开 子 概 形 , 而 其 核 是 n 次 有 
限 平 展 的 。 在 S = Speck (k HIR) 的 情形 me 是 平展 的 且 (14) 成 立 , 其 中 
CLH) 为 Ca(H) WEDL 


4. 一 些 应 用 
推论 6 ( 塞 尔 - 兰 定理 , 参看 [M3]). Wr X HIR k ERNEK, e: Y — X 
AA BROE JE WE ws. 其 中 Y 为 代数 簇生 有 一 个 kg. Bu Y 也 是 阿 贝 


4E. 不妨 设 及 是 代数 闭 域 。 由 X 是 阿 贝 尔 艇 及 e 有 限 平展 可 见 站 是 
上 的 射影 簇 。 令 G = Aut*(Y/k), p: Gxx Y 一 工 为 泛 作用 。 对 任意 闭 点 
YEY, p EG xp {u} 上 的 限制 py:G xr (y) 一 Bi -个 太 线 性 映射 
Pys : Lie(G/k) ^ Ty yo rh X JEB VU IERI OX, 平凡 , 而 由 e 平展 有 
同 构 Oy. E e*Q s 从 而 也 平凡 。 故 由 定理 2 np Nos FExS HE sa y € Y 有 


Pyx : Lie(G/k) & T(Y, Ty jy) ~ Dry (1) 


特别 地 这 说 明 dim(G) < dim(Y). 51—J m, 对 0 € X 的 任意 无 穷 小 扩 
IKT C X. 由 命题 1.2 AWARA T — Aut(X/k), 再 由 推论 4 AAA 
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T 一 G, 故 由 维 数理 论 (参看 [L1 第 K 章 ] 或 其 他 交换 代数 教科 书 ) 有 
dim(G) < dim(Y)。 由 此 得 dim(G) = dim(Y), H. G 是 光滑 的 。 而 (1) 说 
明 py : G xy (y) — Y 是 光滑 的 , 从 而 是 开 上 映射, SA v 的 六 轨迹 是 开 集 。 
由 于 是 整 的 , 任何 两 个 非 空 开 子 集 相 交 , 由 此 可 见 p 是 可 迁 的 。 而 由 
dim(G) = dim(Y) 可 见 p, 是 一 般 有 限 的 , 从 而 由 p 是 作用 可 见 py 是 拟 
有 限 的 , 再 由 p 的 可 迁 性 可 见 py 是 有 限 的 , A GE k 上 是 射影 的 , 故 
Zu En] JL ZR o 

任意 取 定 闭 点 yeEY, 则 由 dim(G) = dim(Y) 可 见 y ff zs ERE 
形 Hy C G 是 有 限 的 , 而 由 G Sz Men] REX P jx v € Y 的 安定 子 群 概 形 
都 是 Hy, 故 Hy 在 上 的 作用 平凡 , 从 而 由 G 的 泛 性 有 Hy = 0。 这 说 
H py 是 太 概 形 的 同 构 。 证 毕 。 


我 们 注意 上 面 证 明 的 一 个 关键 之 处 是 证 明 dim(G) < dim(Y), 由 (1) 
这 等 价 于 G 是 光滑 的 。 但 当 的 特征 为 0 G 总 是 光滑 的 ( 见 推论 
11.1.2), 故 由 上 而 的 论证 过 程 可 以 证 明 下 列 两 个 事实 。 


推论 7. 设 为 特征 0 的 域 上 的 射影 代数 筷 , 有 一 个 大 点 。 则 X 是 阿 
VEA HUS OX 平凡 。 


推论 8. Wb X WR k EREA 有 一 个 大 点 且 OX PER. IX 
Ai pof 1 A f e dimCAut(X/k)) > dim(X) & Aut? (X/k) 在 关上 的 典范 
作用 是 可 迁 的 。 


例 1. 特征 非 零 的 域 上 切 从 平凡 的 光滑 射影 代数 簇 不 一 定 是 阿 贝 尔 簇 ,下 
面 是 Igusa 给 出 的 一 个 著名 例子 ( 见 [D) 

id k 为 特征 2 WI, E, E Jy k 上 的 椭圆 曲线 , 其 中 E. 是 正常 
K, t E€ Bi 为 2 R. $ X = E xk E, G = Z/2Z = (0,1), 并 定 
义 G 在 革 上 的 作用 p 为 1(z,y) = (x t, —). W p XH BEH, 故 
Y = X/G 在 有 上 光滑 (因为 投射 X — Y 是 光滑 的 )。 易 见 Y 不 是 阿 
WARE. 因 若 不 然 , 由 推论 WL.1.2.i) 可 知 投 射 49 : X 一 了 是 同 态 , 故 
q(z,2y) = q(z.y) + q(0.y) = q(x, y) + q(t, —y) = q(x +t,0), 这 样 9 不 可 
能 是 满 射 , 了 矛盾。 另 一 方面 ; 易 见 C 的 作用 与 X(F] 的 左 乘 作用 交换 , 故 
诱导 X[F] 4E Y 上 的 自由 作用 , 从 而 由 命题 亚 .2.1 可 见 yr 是 平凡 的 。 
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此 还 可 给 出 一 个 例子 说 明 , 在 特征 非 零 的 情形 光滑 射影 代数 簇 的 
皮卡 概 形 不 一 定 是 约 化 的 。 令 E = E1/(0,£), 则 易 见 投射 X 一 E» 等 化 
p 5j pr2 : G xk 闵 一头 , 故 诱导 满 态 射 》 一 Eo。 易 见 E» = Alb(Y): 
为 诱导 的 了 :六 一 Alb(Y) 必 为 阿 贝 尔 簇 的 满 同 态 ,; 故 由 上 面 的 讨论 可 见 
f(z,y) = f(x,0), 从 而 有 满 同 态 f: E, 一 Alb(Y), HS AR t € ker(f^). 
命题 W.4.2 4 Ý S Ê, S Ey 35 E Rmi. 易 见 H = ker(2g) 在 
X 上 的 平移 作用 与 G 的 作用 交换 , Moss HEY Eimimfell. 且 有 
Y/H € Y (因为 X/H € X). rtt & nii VL2.3 可 见 Pic(Y/k) 有 一 个 子 
和 群 概 形 同 构 于 HP SH. 由 例 VIL2.3 可 见 Ês 与 五 不 可 能 有 非 零 交 , 故 
HAA Ês xx H > Pic(Y/k), 这 说 明 Pic(Y/k) 不 是 约 化 的 (实际 上 
Pic? (Y/k) = Êz xy HP), 

这 个 例子 还 说 明光 滑 射 影 代 数 秘 的 日 同 构 群 概 形 不 一 定 是 约 化 的 。 
W E Æ X — Eix E KWER G 的 作用 交换 , 故 诱导 E) TEY 
EF 的 作用 。 由 上 所 述 还 有 五 在 上 的 作用 , 故 有 Ei x HEY 上 的 作 
H, 这 给 出 典范 同 态 o: ES xk H — Aut(Y/k), m tix 8 2 up, o A5 Bux 
入 。 另 一 方面 , tT Y REM NKE, 由 推论 8 可 见 dim(Aut?(Y/k)) < 2, 
这 说 明 Aut(Y/k) 不 是 约 化 的 (实际 上 Aut?(Y/k) S Bi xy H)。 


例 2. W EX Fs 上 的 超 奇 椭圆 曲线 她 = c? 一 z, 它 有 一 个 3 阶 自 同 
KJ o :(v,y) ^ (v ly). W E' 为 一 个 特征 为 3 (3 k 上 的 正常 椭圆 
曲线 , a € E' Jy —^ 3 Wr k-o X — Ex E. W X 有 一 个 3 阶 自 
同 构 (9.9) 一 (0(9),9 +a) & G 为 这 个 自 同 构 在 Aut(X/k) 中 生成 
的 子 群 , 则 易 见 G 在 关上 的 作用 是 自由 的 。 此 外 G 的 作用 与 子 群 概 形 
as Xk H3 C X 的 平移 作用 交换 , 因为 as xr us 没有 3 阶 自 同 构 。 仿 照例 
1 中 的 讨论 可 见 在 二 = X/G 上 有 as xx pa 的 自由 作用 , Ty OS. 
14. Y ARAB WIRE. 


猜想 当 域 k 的 特征 > 3 时 , FF k- AX 有 一 个 k- H. Qx 和 平凡 
则 X 是 阿 贝 尔 簇 。 


ik 3. 推论 7 在 复 儿 何 中 没有 平行 的 事实 , 即 切 从 平凡 的 紧 致 复 流 形 不 
一 定 是 复 环 面 。 下 面 是 中 村 邦 给 出 的 一 个 反例 (I[Nak])。 
4 G C GLs(C) 为 所 有 对 角 元 为 1 的 上 三 角 阵 组 成 的 李子 群 , 开 CC 
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为 虚 二 次 域 , Ok C H K MER. à H = GL: (Ok) NG H Gf 
离散 子 群 , 而 齐 性 空间 X = G/H 为 紧 致 复 流 形 且 具有 平凡 的 切 从 。 但 
X 不 是 李 群 , 因为 紧 致 复 李 群 都 是 复 环 面 , 从 而 其 向 量 场 李 代 数 是 交换 
的 , 而 Ox 兰 Lie(G) 不 是 交换 的 (事实 上 Aut* (X) S G, 参看 注 2). X 
也 说 明 X 不 是 代数 的 ( 见 定理 2)。 王 完 钟 证 明了 ( 见 [Wal): 一 个 紧 致 复 
流 形 X 具有 平凡 切 从 当 且 仅 当 有 连通 李 群 G RATIH C G 
X * G/H, Hat X 为 复 环 面 当 且 仅 当 Ox 为 交换 李 代数 。 


推论 9. 设 fiX oY 为 特征 p> 0 的 域 有 上 的 光滑 射影 代数 徐 的 满 
dud. 使 得 某 个 F%j 经 过 Y, H X 有 一 个 hes. d? Y 为 阿 贝 尔 簇 , 则 
X AW NERE HNR“ Ox Go, Ox 是 平凡 的 ( 即 同 构 于 Ox 的 拷贝 的 
直 和 )。 

特别 地 ( 宫 西 正 宜 [Mi], 对 于 大 上 的 任意 光滑 射影 且 具 有 k- rr (E 
T X, 若 存在 一 个 无 穷 小 群 G 在 怀 上 的 自由 作用 使 得 X/G 为 阿 贝尔 
ffc, 则 X ON op UL AKA 


证 . 先 证 明 前 一 个 断言 。 必 要 性 由 命题 .2.i) 立 得 , 以 下 证 明 充 分 性 。 
如 工 2 节 那 样 令 Tp = ker(uy : Pppp > Oy), 则 对 任意 正 整 数 n 有 
Pe 8 Pra /Ty "o 08 Y 28 g 维 阿 贝尔 簇 , 则 由 命题 下 1.2 有 


Py, 8 My, Br Oy = Op" (2) 


其 中 m= (977). 注意 f 作为 集合 的 映射 是 一 一 的 , 故 为 有 限 平 坦 的 ( 参 
看 [L1, 定理 XV.2.24)]). 4? Ox 8oy Ox S OS", 则 
Py j/ Ty Px y = Ox 8oy (Pjr Boy Ox) 
= Ox Qoy (O£" Qoy Ox) 
= Ox Go, ogm (3) 
= (Ox Qoy Ox)?" 


~ ()emr 
= 0% 


令 Rn — T(X, P [Ty Phy), W Spec(Rn) 为 Spec(k) 的 无 穷 小 扩张 
H (3) 给 出 
Py [Ty Pyje = Rn Bk Ox (4) 
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所 设 有 TP C Ty Php 故 (4) 给 出 满 同 态 


PR —> Rn Gk Ox (5) 


令 G= Aut(X/k), M=ker(o)。 对 任意 neEZ>zo0 记 An=T(G,Oca/M"+1), 
则 由 定理 1 有 代数 的 满 同 态 Anpa 一 Ra。 另 一 方面 , HT Ty Py C T 
AWAS Rn Bn Ox > PY. WCG SS IRIS Rn > An, 由 An 的 泛 性 可 
见 它 是 满 同 态 。 这 样 由 (5) 就 可 见 每 个 Spec(An) Æ X 上 的 作用 是 自由 
的 , 而 且 有 OG,e 衬 Oyo, 故 dim(G) = g 且 G 在 和 上 的 作用 的 每 个 轨迹 
都 是 g 维 的 , 从 而 G 的 零 分 支 G? 在 X 上 的 作用 是 可 迁 的 。 由 所 设 x 
有 一 个 kg om, 由 此 还 可 见 G? 一 Gr = X 是 无 分 歧 的 , 从 而 是 有 限 的 。 
这 说 明 GO 是 射影 的 , 即 为 阿 贝 尔 徐 。 令 H C G? Oy x Dazu ERROR. 
则 由 G? 的 交换 性 可 见 五 在 X EIE HE um G 的 泛 性 有 H = 0, 
从 而 XecG9?/HzG?, 

U pdt 记 p:Gxk 半 一 六 为 G 在 关上 的 典范 
作用 。 是 无 穷 小 群 可 见 存 在 d 使 得 Fo, = 0, i Fyr: X > "i 
Mosis pro : G xy X > X, 这 说 明 FX, A Y. hT Y — X/G 是 
fgg. A X xv X € G xx X, 故 Ox Goy Ox 是 平凡 的 , 从 而 由 第 - E 
言 可 见 X AR Ulf. ubt. 


推论 6 和 推论 9 合 起 来 给 出 下 面 的 塞 尔 - 兰 - 宫 西 定理 (参看 推论 
VI.1.2.vi))。 


推论 10. 设 共 为 域 太 上 的 射影 代数 筷 , Hofr 7 ken GN k Emm 
群 概 形 ,2 为 G 在 入 上 的 自由 作用 。 若 X/G AA VL ZR f. 则 X 也 是 阿 
WARE. H. G n UL X 作为 闭 子 群 概 形 使 得 p 为 平移 作用 , 特别 地 G 
是 交换 的 。 


上 面 的 结果 还 可 以 用 来 研究 齐 性 概 形 。 

di X ASAR k 上 的 射影 概 形 , 则 由 定义 易 见 X 是 齐 性 的 当 且 仅 
当 Aut(X/k) de X 上 的 作用 是 可 迁 的 。 在 ch(k) = 0 的 情形 , 仿照 推论 7 
的 证 明 不 难得 到 


命题 3. 设 上 为 特征 0 的 域 , X 为 儿 何 连通 射影 所 概 形 。 则 下 列 条 件 相 
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i) X 是 齐 性 的 ; 
ii) 对 某 个 n 有 凝聚 层 的 单 射 01, OS", 其 余 核 是 平坦 的 ; 
iii) X Æ k FAN A. Tx 由 整体 截 口 生成 。 


证 . 上 述 三 个 条 件 均 与 基 域 的 选取 无 关 , MOT TUE k de ORC PRI o 

i)2-ii): 设 有 限 型 连通 分 离 群 概 形 G 可 迁 地 作用 于 和 上 ,由 ch(p) =0 
可 知 G 是 群 复 (推论 亚 .1.2)。 取 闭 点 ze X 并 令 了 :G 一 X 为 满 态 射 
g grs WT X 有 一 个 光滑 的 稠密 开 子 概 形 , 由 G 的 作用 的 可 迁 性 可 
见 X 是 光滑 的 。 由 ch(k) = 0 可 见 在 一 般 点 处 是 光滑 的 , 故 由 G 的 作 
用 的 可 迁 性 可 见 了 是 光滑 的 。 注 意 典 范 同 态 Ol, > waye Bh Ox dE f* 
下 的 拉 回 为 典范 同 态 fO, 一 O5, ( 见 命题 VI1.1), 它 具 有 局 部 自由 
的 余 核 , 故 由 忠实 平坦 可 见 coker(Qj > wayk Gk Ox) 局 部 自由 。 

i-i): 由 OX, — OS" 有 局 部 自由 余 核 可 见 Ol, 是 局 部 自由 的 ， 
故 和 在 大 上 光滑 ( 引 理 亚 .1.0)。 取 对 偶 即 得 满 同 态 OR” — Tyro 

iii)=>i): 令 G = Aut? (X/k), 则 由 ch(k) = 0 npn G WII. AERA 
点 ZEX 并 令 1:G 一 X 为 态 射 9 一 9z。 由 于 轨迹 Gz 为 代数 簇 , 它 在 
一 般 点 处 是 光滑 的 , 故 由 G 在 其 上 的 可 迁 作 用 可 见 它 是 大 光 滑 的 。 由 定 
理 2 可 知 Lie(G/k) 同 构 于 Tx y 的 整体 截 口 组 成 的 李 代 数 , 故 iii) 说 明 f 
诱导 的 切 空 间 的 同 态 Ta. 一 Tx 是 满 射 。 但 Tae > Txa 经 过 Tasa. 
WA Tar, = Tx. 因而 dim Gx = dim X, Xw Gr H X 中 的 开 集 。 
T X 是 整 的 , 任何 两 个 非 空 开 子 集 相交 , 由 此 可 见 C 在 X 上 的 作用 
是 可 迁 的 。 证 毕 。 


注意 在 ch(k) = 0 的 情形 , 推论 6 是 命题 3 的 直接 推论 ; 而 当 ch(k) z 0 
时 命题 3 的 断言 不 成 立 (参看 例 1)。 


ik 4. WEOX D C 上 的 紧 代 数 簇 。 若 对 任意 两 个 闭 点 miro € OX 都 存 
在 X 作为 解析 空间 的 自 同 构 9 使 得 g(z1) = vo. 则 X. 是 齐 性 的 。 这 是 
因为 由 GAGA 定理 , 在 这 种 情形 Aut(X/C)a 可 迁 地 作用 于 Xa E, & 
G = Aut" (X/C), W Xa 为 可 数 多 个 Gu- 轨迹 的 并 , 故 至 少 有 一 个 Ga 
迹 Gz 的 维 数 等 于 dimCX). 从 而 由 命题 3 的 论证 方法 有 Gz = X. 
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定理 3. 设 e :总 一 X 为 域 人 上 的 射影 簇 的 有 限 平 展 覆 盖 。 若 X 是 齐 
性 的 , 则 X 亦 然 , HL Aut? (X/k) 典范 同 构 于 Aut CX /k) 的 一 个 闭 子 群 概 
形 模 一 个 有 限 平展 正规 子 群 概 形 的 商 群 概 形 , 特别 地 dim CAut(X /k)) > 
dim(Aut( X/k)). 


证 . 记 G= Aut (X /k), G = Aut" (X/k), 由 所 设 可 知 G 在 X Fit dut 
作用 是 可 迁 的 。 我 们 来 证 明 G 在 X 上 的 典范 作用 是 可 迁 的 , 为 此 不 妨 设 
是 代数 闭 的 。 

先 考虑 X OX 模 一 个 离散 群 概 形 H 的 自由 作用 的 商 的 情形 。 由 推 
W 5 "pA G & CO (HT) / H', 其 中 H' 是 C&L(H) 的 有 限 平展 正规 子 群 概 形 ; 
而 COH) 在 X 上 的 作用 与 G 在 和 上 的 作用 相 容 。 记 94 :C8&(H) 一 G 
为 投射 , 则 有 交换 图 


COH) xx X > —À5 X x, X 
IL IE (6) 


GxQX Exxx 

由 于 gq 和 e 都 是 有 限 平展 覆盖 , a 忠实 平坦 , 故 由 (6) 可 见 ao 也 是 平 
坦 的 。 这 说 明 X 的 任 一 闭 点 的 C8( 五 )- 轨 迹 是 开 集 , 再 由 X 连通 可 知 它 
只 有 一 个 OLH), 从 而 CLCH) 的 作用 可 迁 , BD o^. 忠实 平坦 。 

对 于 一 般 情形 , 由 推论 V.1.1 可 取 太 上 的 射影 概 形 Y 及 离散 群 概 形 
Ho 在 YY 上 的 自由 作用 , E X S Y/Ho, 且 有 一 个 子 群 概 形 Hi C Ho 使 
fj X &Y/Hi, 4 Go = Aut(Y /k), 则 由 上 所 述 存在 有 限 平展 正规 子 群 概 
JÉ Ha <09, (Ho), Hs <C, (Hi) 使 得 


Aut? (X/k) = Ch (Ho)/ Ho, Aut? (X /k) & Cay(Hi)/ Ha (7) 


注意 

(H3 N Ch, (Ho)) < Ha < Cao (Ho) C Ca, (Hi) (8) 
可 见 G1 = C}, (Ho)/(H3 N C2, (Ho)) 是 CL, (H1)/Ha & Aut? (Ñ /k) 的 
闭 子 群 概 形 , 而 有 限 平展 群 概 形 Ha = H2/(H3 N C4 (Ho)) 是 Gi 的 正 
规 子 群 概 形 , 且 由 (7) 可 见 Aut? (X/k) & G1/Hs。 由 上 而 的 特殊 情形 可 
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知 CO. (Ho) Æ Y 上 的 作用 可 迁 , 故 CL (H) Æ Y EERTE, 从 而 
Aut? (X /k) = C% (Hi)/Hs 在 京 上 的 作用 可 迁 。 证 毕 。 


定理 3 可 以 看 作 推论 6 的 推广 。 


例 3. 我 们 经 常 遇 到 下 列 情形 的 齐 性 概 形 。 

设 G HIR k EREMI, 使 得 O = Lie(G/k) 是 reductive。 由 命 
题 1L3.2 可 知 C 在 自身 上 的 共 辆 作用 诱导 G 在 6 Elit o: 
G — GL(6/k) (ó(g) = 9:), 而 ó 诱导 的 李 代数 同 态 9; : 6 一 Endi(65) 
满足 9.(D) = ad(D)。 注 意 ad(D) 是 李 代 数 的 自 同 态 , 而 9(9) 是 李 代 数 
的 自 同 构 。 易 见 在 GL(6/k) 中 保持 李 代 数 结构 是 闭 条 件 , 这 给 出 李 代 数 
6/k (fj A AHJ LieAut(6/k) (参看 下 节 ), 它 是 GL(O/Kk) 的 闭 子 群 
概 形 。 

Wk =C, & 50 C 5 为 一 个 极 大 可 解 李子 代数 。 记 隐 = dim, 6, 
m = dim, Ho, 则 O 的 一 个 极 大 可 解 李 子 代 数 由 Gn-im 的 一 个 闭 点 代 
Ko Ho C G 为 Ho WRTHAW, 则 由 复 李 代数 理论 可 知 Ho 由 
嘉 当 子 代数 刻画 , 易 见 李子 代数 为 嘉 当 子 代数 是 一 个 闭 条 件 , 由 此 不 难得 
51 6 的 所 有 极 大 可 解 李 子 代 数组 成 Gn-1im 的 一 个 闭 子 概 形 X. mE 
论 可 知 G 在 所 有 嘉 当 子 代数 的 集合 上 的 作用 是 可 迁 的 , 故 它 在 X 上 的 
诱导 作用 是 (集合 意义 下 ) 可 迁 的 。 由 例 VL1.2 可 见 X S G/Ho, 特别 地 
G/Ho 是 射影 的 。 令 有 CG xk 关 为 G 在 六 上 的 作用 的 安定 子 , 则 由 上 
而 的 构造 过 程 可 见 Ho 是 H 的 一 个 纤维 。 由 命题 VLLL 有 正 合 列 


0 2507 > T*WG/k — WH/k — 0 (9) 


上 面 的 构造 过 程 可 见 T* AP wak 一 ^o.«nk ARASA X — 
Gn-1,m,;, IL 和 人 BkWH/k S Ox (1); 而 由 (9) 可 见 


^ox oH/ E (No Qj.) ^ EQ (10) 


故 典 范 层 的 道 Q7 是 极 丰 富 的 。 此 外 易 见 


OY. = Abr Tx/k (11) 
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习题 


1. 对 例 1 rp Y, 证明 Pic (Y) = E$ xx HP, Aut*(Y/k) S E xk H. 


2. 设 Gn = Per((1,..,n)) 的 n 阶 子 群 五 可 迁 地 作用 于 (0,0) 上 。 证 
Wl Ce, (H)  H, 


3. 设 和 一 9 为 阿 贝尔 概 形 。 证 明 Aut(X/S) 是 3- 无 分 歧 的 。 (提示 : 
命题 1.2.18) 可 得 wxjs Cw Auts(x/8)/S X w4utCX/S)/s， 再 利用 定理 2, ) 


第 3 节 保 结构 自 同 构 群 概 形 


1. 不 变 子 群 概 形 


由 例 1.2 我 们 看 到 , 非 完 备 曲 线 没有 自 同 构 群 概 形 , 但 这 并 不 是 说 非 完 
备 曲线 的 自 同 构 群 没有 自然 的 几何 结构 。 例 如 由 例 1.2 可 见 Aut(At/k) 
上 典范 同 构 于 Gaze 和 Gm 的 一 个 半 直 积 (Soy 中 的 上 三 角 阵 组 成 的 
闭 子 群 概 形 )。 为 研究 这 类 问题 我 们 需要 在 自 同 构 群 概 形 的 定义 上 换个 
路 


gm 


设 C 为 域 大 上 的 非 完备 正则 曲线 , 则 C T CAN — ATHE EE IH e; C 
作为 开 子 概 形 。 由 工 15 可 见 C 的 任 一 自 同 构 $ AT kC) 的 一 个 所 自 
同 构 ó*, 从 而 诱导 C 的 一 个 自 同 构 $, 而 9 是 9 在 C 上 的 限制 。 因此， 
Aut(C/k) 中 保持 C 不 变 的 子 群 概 形 可 以 理解 为 C 的 儿 何 意义 的 自 同 构 
E W D =C O ( 取 约 化 的 诱导 概 形 结构 ) 是 一 个 有 限 概 形 , 而 一 个 
自 同 构 保 持 C 不 变 等 价 于 保持 D 不 变 。 

在 伽 罗 瓦 理 论 中 , 对 于 一 个 有 限 伽 罗 瓦 扩张 K C L, 所 有 中 间 域 
组 成 的 集合 与 Gal(L/K) 的 所 有 子 群 组 成 的 集合 一 一 对 应 ， 一 个 中 间 
A F (K C c L) RAAKTE Gal(D/F) C Gal(L/K)。 但 对 于 
自 同 构 群 概 形 没 有 类 似 的 事实 : 注意 Aut(Spec(L)/F) 是 大- 群 概 形 而 
Aut(Spec(L)/K) 是 天- 群 概 形 。 因 此 , 对 这 类 问题 应 另 想 办 法 处 理 。 


命题 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , 7 : X 一 S 为 相对 射影 态 射 ,Y C X 为 5- 平 坦 
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闭 子 概 型 , CON S 上 的 有 限 型 群 概 形 , p 为 G 在 关上 的 作用 。 则 存在 闭 
子 群 概 形 Fiz(p,Y) C G 代表 Ocbs 上 的 预 层 


Six5y: T (f € Mors(T, G)|e (T xsY)=TxsY)} 


其 中 6, = (pri,po(fxsidx)) : TxsX —^TxsX (Hl T xs X 的 对 应 于 上 
的 T- EL EH). IEEE. 存在 诱导 的 群 概 形 同 态 n: Fiz(p,Y) 一 Aut(Y/5), 
而 ker(7) 代表 Schs 上 的 预 层 

Jüp,y : To {f € Mors(T, G)|9 rIrxsv 一 idr«sv] 
我 们 记 ker(n) = Zd(p. Y ). 


证 . 4 X' =G xs X, 6 = (prp) : X > X, Y  GxsY C X5 
Y) = (Yi) c X'。 由 推论 1V.2.3 可知 存在 G 的 一 个 闭 子 概 形 H 代表 
Gchs 上 的 预 层 


T (f € Mor(T,G)|T x, Yı =T xp Ys) 


XAR T xy Yi =T xy Ya WMT 9, (TxsY) - T xsY, 且 由 抽象 废话 易 
见 H 是 闭 子 群 概 形 , 这 就 证 明了 第 一 个 断言 。 
其 他 断言 都 是 抽象 废话 。 证 毕 。 


定理 1. 设 5 为 诺 特 概 形 , 了 :入 一 了 为 3 上 平坦 相对 射影 概 形 的 态 射 ， 
则 存在 闭 子 群 概 形 Aut(f/S) C Aut(X/5S) xs.Aut(Y/S) 代表 6cbs 上 的 
预 层 

Qutpys : T > {g € Aut(T xs X/T), g' € Aut(T xsY/T)|(idy xs f)o 
g — g' o (idr xs f)} 


此 外 , di f AWRA, 则 投射 Aut(f/5) 一 Aut(Y/5) Jg BH A d$ f 为 
忠实 平坦 , 则 投射 Aut(f/5) 一 Aut(X/5) HAKA o 


W. WX px :Aut(X/S) xs X — X M py : Aut(Y/S) x sY 一 了 为 泛 作 用 。 
令 G= Aut(X/S)xs.Aut(Y/S), W] p = px xapy : GxsXxsY — XxsY 
Jj GidEXxsY EffMEH. & Ur c X xsY I f mili. mine 1, 存在 
BI T SHOE Fir(p,U;) C G 代表 Ocbs 上 的 预 层 
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Titor; :TD {g E Mors(T, G)|6, (T Xs Dr) =T Xs ry 


id y-(dx,f): X > XxsY. V T Jy SHE, hx € Mors(T, Aut(X/8)), 
hy € Mors(T, Aut(Y/S)), T h = (hx,hy) € Mors(T,G). id yr = 
idr xs y, Ur, — T xsT; (Hl yr 的 像 ), fr —idrxsf :TxsX 5 TxsY., 
易 见 在 了 上 有 


Pr12 © Ön 0 Yr = nry :T xs X —^T xs X (1) 


及 
pria° Ön o Yr = Bryofr:Txs X —[T xsY (2) 


注意 pni2:T xs X xs Y >T xs X 诱导 同 构 Tjzr 一 全 xs 和 。 我 们 有 
Pris o pris = Pny o frodi :T xs X ^ T xsY (3) 


即 $,(Dr mr) 为 95, ofro Bil 的 图 。 

因此 Dasr) = Por 当 且 仅 当 Bny o fro Dri = fr, 这 又 等 价 于 
Phy ofr = fT O Bnx。 这 说 明 Fix(p, Tf) C G 代表 utyjs。 

dif 是 闭 柑 入 ， 则 由 命题 1, utyys 由 Fiz(py,X) C Aut(Y/5) 
代表 。 

di f 忠实 平坦 ， 则 对 任意 T 及 任意 9 € Aut(T xs X/T) 和 9 € 
Aut(T xs Y/T) 使 得 frog = go fr. g' h g WE— 5E. Aut(X/5) 
E X xs X 上 有 一 个 对 角 作 用 六 由 g(zi 22) = (921,922) 给 出 。 注 
X Xi— Xxy X C X xs X dp S EPHE., mimi 1, 存在 闭 子 群 概 形 
Fiz(p', X1) C Aut(X/8) 代表 预 层 

Fitp x, : T 5 {h € Mors(T, Aut(X/S))&4(T xs Xi) =T xs Xi) 


其 中 9, = (pri, p'o (h xsidx,)) : T xs X1 >T xs Xi (Hl T xs Xi 的 对 
REF h H T-A) 

我 们 来 证 明 (T xs X1) = T xs X1 当 且 仅 当 存 在 (唯一 ) h € 
Mors(T, Aut(Y/S)) 使 得 Bw o fr = fron. 充分 性 是 显然 的 ,下面 验 让 
必要 性 。 记 ox —pmoO9,:T xs X — X (BI T YE X Eis EH). 我 
们 有 pri209, —ox o pri? 及 pri3o09,—oxopris: T xs Xy T xs X, 故 


fr ocx o pri = fr ° ox o pris :T xs X1— T xsY (4) 
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由 于 TxsY 是 prio 和 pris 的 推出 , 可 见 存 在 (唯一 ) T-R8I g' : TxsY 一 
T xsY fif g'ofr — froox. E W g 为 同 构 , 故 utyjs 由 JFix(p', X1) 
代表 。 证 毕 。 


ii Zd(f/S, X) = ker(prı : Aut(f/S) — Aut(X/S)), d(f/S,Y) = 
ker(pro : Aut(f/S) 一 .Aut(Y/S)). WR Zd(f/S, X) 为 Aut(Y/S) 的 闭 子 
PHE, 代表 预 层 

T = (g' € Aut(T xs Y/T)|g' o fr = fr) 
ifj Zd(f /5, Y) 为 Aut(X/5) 的 闭 子 群 概 形 , 代表 预 层 

T — (g € Aut(T xs X/T)|fr o — fr) 


Wc H Id(f/S,Y)xs X S Id(f/S,Y) xs Y xv X Wiz Hj. m T o 
At Id(f/S.Y)xs Y 上 的 自 同 构 , 我 们 有 


推论 1， 对 一 个 诺 特 概 形 S 上 平坦 相对 射影 概 形 的 忠实 平坦 态 射 了 : 
六 一 了 ,存在 典范 六- 群 概 形 同 态 ZTd(f/5,Y)xsY 一 Aut(X/Y), 与 及 
Id(f/S,Y) xs Y, Aut(X/Y) Æ X,Y 上 的 作用 相 容 。 


ik 1. 推论 1 中 的 典范 同 态 一 般 不 是 同 构 。 例 如 当 工 一 3 为 见 次 有 限 
平展 效益 时 , 为 简单 起 见 取 适当 的 有 限 平展 效益 S 一 5 作 基 变换 » 2 
看 引 理 L1.6), 我 们 不 妨 设 Y 为 n 个 5S 的 拷贝 的 无 交 并 YY = [ii Si 

^ Si S S), 4 Xi = f^ (Si) (1 < i € n). 不 难 验证 je 
I Aux/8). 而 Zd(f/jS. Y) xs Y & TI Aus) xs 工 。 注 意 此 时 
Td(f/S. Y) xs Y — Aut( X/Y) EEA 


例 1. 用 定理 1 不 难 给 出 任意 域 ERDA HERERR IA SIS. p k= k 
的 情形 , 熟知 1 HE 态 群 艇 在 同 构 之 下 仅 有 Gai, Gy 和 椭圆 曲线 三 类 
(参看 例 亚 .2.2)。 但 在 一 般 情形 有 不 同 的 结果 。 

WE GA k EHER. S C 为 G 的 紧 致 化 (为 上 的 射影 正则 1 
线 ), 则 G 在 G 上 的 左 乘 作用 给 出 一 个 有 理 映 射 p:GxrxC…>>C。 由 于 C 
是 紧 致 的 而 G x C. 是 正规 的 , p 在 所 有 余 维 数 为 1 的 点 附近 可 (唯一 ) 定 
JU SM. (参看 [H, Theorem I.4.3]), 特别 地 存在 紧 致 开 子 概 形 U C G 使 
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得 p 在 UxkC 上 可 定义 为 态 射 , 故 (pni p) :U xx € —U xy C 为 U- 同 构 ， 
这 可 以 看 作 忆 在 C 上 的 作用 , BER k- f :Ux&,Ux&,C 一 C。 记 
人 :UXkU 一 G 为 乘法 态 射 的 限制 , W 为 上 与 上 4 的 拉 回 , 则 由 命题 V.1.1， 
G 是 pri 和 pro: W — U xk U 的 泛 推 出 。 由 于 pelexa 为 作用 , f o pris 
和 fopr23:W x. C 一 C 在 WxkG 上 的 限制 相等 , 故 fopris = fopr23， 
从 而 诱导 G xkC 一 C, 即 p 可 定义 为 态 射 , 易 见 它 是 作用 。 
例 亚 .2.2 可 知 g(C) < 1, H.?4 g(C) = 1 ĦA G SC, B G OUR 
AHR. UFE g(C) = 0。 由 于 G 有 一 个 大 点 , RIA C S PL m G 
不 是 完备 的 CELA — HE S 68 TEE 2 M uz), 令 V — C — G, Wl p 保持 
V. 的 每 个 点 , 由 I1.5 及 PGLo(k) 中 保持 3 个 点 不 变 的 元 只 有 单位 元 , 可 
I V 至 多 有 两 个 儿 何 点 。 若 VV 有 两 个 儿 何 点 , 则 或 者 V 由 两 个 大 点 组 
成 , 此 时 G 兰 Gus; 或 者 V 只 有 一 个 2 次 可 分 点 , 此 时 G Or ko Gg 
但 G 2 Guy, 反之, 对 大 的 任 一 2 次 可 分 扩张 k up pe P. 使 得 
A(D) S k (WAER RIIK k D k RAT k[t] 的 一 个 剩余 类 域 ), 令 
i: {p} > Ph XIRA, 则 由 上 所 述 易 见 G = Id(i/k,{p}) 为 一 维 拟 射影 群 
H. V = {p}; di p € C 是 另 一 个 2 次 点 使 得 有 k- Y : ep) — (p^), 
则 G =C — (p t FG JL SHAFT: Gs 的 群 筷 结 构 。 适 当选 择 C 的 
坐标 t 使 得 pup! 都 不 是 无 穷 远 点 , 则 和 p' 都 可 以 看 做 klt) 的 极 大 理 
48, 分 别 记 a € (p) 和 o^ € np) Jy t (fs, WA a,b € k (a #0) 使 得 
pla) 7 ao' +b., W f(t) € k[t] 1E% p — (f). W p' = (f(at -- 0)). & bH 
t at 4- b 所 定义 的 & 四 的 所 代数 自 同 构 , 则 有 ó(p) = »^. 故 ó s S 
C 的 自 同 构 将 p 映 到 p, 这 说 明 G 与 G' 在 PG La. PAHI, 从 而 同 
构 。 由 此 可 见 有 典范 一 一 对 应 


{ 儿 何 同 构 于 Go je 但 在 上 不 同 构 于 Gu HIER ~ 全 
{k 的 2 次 可 分 扩张 ]/ ~ 
其 中 左边 的 ~ 是 大群 概 形 的 同 构 等 价 , 右边 的 ~ 是 六 代数 的 同 构 等 价 。 
最 后 , d: V 只 有 一 个 几何 点 , 则 这 个 点 是 点 , 而 G S Gar (参看 习 
题 2 或 下 章 引 理 X.1.4)。 
对 于 一 般 的 相对 拟 射影 概 形 X 一 S, 如 果 取 定 了 平坦 相对 射影 概 形 
X > S 及 5- 平坦 闭 子 概 形 Y > X RII XS X —Y, 则 Aut(i/S) 可 
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以 对 X 的 自 同 构 群 的 几何 结构 给 出 部 分 的 理解 。 在 较 好 的 情形 (例如 上 
述 正 则 曲线 的 情形 ), 对 于 一 般 的 域 上 及 所 点  : Speck — S, Aut(i/5)(0) 
Ej Aut(X x5 Speck/k) 同 构 。 


2. 线性 表示 


设 E 为 诺 特 概 形 S ^ 上 的 局 部 自由 凝聚 层 ， 在 亚 .3.2 中 我 们 看 到 
GLv(e)/s 代表 Gcbs 上 的 预 层 
T 5 Auta; (V(£) xs T) 


而 GLv(e)ys dE S 上 局 部 为 一 般 线 性 群 概 形 。 令 P H GLv(e)js xs V(£) 
的 GZvw(e)/s- 泛 上 自 同 构 。 设 X CVE) 为 闭 子 概 形 , 如 果 有 闭 子 概 形 HC 
GLv(e)/s 代表 Ocbs 上 的 预 层 

T — (f eMors(T,GLve)s)|(idr x ; 9)(T xs X)=T xs X} 


则 记 H = GLxv(e)/s, 由 抽象 废话 它 是 GLvy(e)ys 的 闭 子 群 概 形 , 它 经 常 
可 以 给 出 对 并 的 自 同 构 群 的 几何 结构 的 部 分 理解 , 这 是 基于 以 下 事实 。 


引 理 1. 设 G HI k 上 的 有 限 型 仿 射 群 概 形 , X 为 上 的 有 限 型 仿 射 概 
JÉ. p H GEX KEWA, WEE X 到 某 个 Az 的 闭 柑 入 使 得 Pp 为 G 
在 Ag 上 的 一 个 线性 作用 的 限制 。 特 别 地 , 域 上 的 有 限 型 仿 射 群 概 形 是 线 
性 的 。 


证 . ik G = SpecR, X = SpecA, W A 作为 有 代数 的 一 组 生成 元 zl = 
1, £2, a; Er, HPW R ENTE k 上 线性 无 关 。 设 
p* (zi) e dn Qk Tij (1<i<r) (1) 
J 
其 中 yi E€ R, xij E Ao Fi (对 同一 个 2) V zi 在 大 上 线性 相关 , 则 将 其 中 
一 个 表 为 其 他 元 的 有 线性 组 合 可 以 缩短 p* (v) 的 表达 式 ; 类 似 地 若 (对 
同一 个 信 诸 yi de k 上 线性 相关 , 也 可 将 其 中 一 个 表 为 其 他 元 的 有 线性 
组 合 以 缩短 p* (mi) 的 表达 式 , 故 不 妨 设 对 每 个 i, 诸 zij dE k 上 线性 无 关 ， 
W yu BE k 上 线性 无 关 。 将 


(idr &y p*) o p* = (mé &x ida) o p* (2) 
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应 用 于 (1) 可 见 对 任意 ?有 
su Bk p” (14) 一》 mE (Uis) 8x Tiz (3) 
j j 


比较 两 边 , 由 诸 wu 在 k 上 线性 无 关 可 见 每 个 p* (xi) 都 可 表 为 形 如 
$a Bk zu (aj € R), 4& V C A HME vi 和 x; 生成 的 大 线性 子 空 
间 , 取 其 一 组 k-JE 21... 25, 则 由 上 所 述 可 见 存在 bij € R(1«& jn) 
使 得 


(a) =) by 89.2 (I<ign) (4) 
j 
由 于 21,- zn 为 4 作为 所 代数 的 一 组 生成 元 , "ETE 30 BHO X. 一 


AR。 注 意 (4) 给 出 Ro V 作为 RR 模 的 自 同 构 ó : 37; aii zi 2; (0i 8k 
1)p* (2), 3&3 tfi z; — 35; té (biz) &x 2; 给 出 。 对 (4) 应 用 (2) 并 注意 诸 2; 
在 上 线性 无 关 , 可 见 


m&(biy)= M bue. b; (<ij<n) (5) 
[uri 
对 GZn 从 可取 其 结构 环 作为 k-POBUTIE EIRIG tiz 使 得 m* (tiz) - 35a ta 
ty (1 & 4j € n), h (5) 及 9 为 自 同 构 易 见 ti; e bij 定义 一 个 同 态 
f:G 一 GLnjr, 且 由 (4) 可见 p 由 GL, Æ Ak 上 上 典范 作用 和 了 诱导 。 
特别 地 , 若 取 X =G 且 2 为 左 乘 作用 , 则 由 p 是 忠实 的 可 见 f 是 单 
EA, 故 由 命题 工 1.2. 这 可 知 G 是 线性 的 。 证 毕 。 


设 S 为 诺 特 概 形 , T: G 一 S 为 有 限 型 分 离 群 概 形 。 一 个 G 的 线 
性 表示 是 指 一 个 S- 群 概 形 同 态 G 一 GLv(e)ys; 其 中 6 是 5 上 的 局 部 自 
凝聚 层 , 这 等 价 于 G 在 2 上 的 一 个 0s- 线 性 作用 , 或 G E VE) 上 的 
A- 线 性 作用 。 

设 T:G 一 3 为 有 限 型 连通 分 离 群 概 形 。 记 再 < Aut(G xsG/G) 为 
G 在 自 映 上 的 共 轿 作用 所 对 应 的 G- 自 同 构 。 若 对 某 个 n. Mes 是 S 
坦 的 , 则 由 命题 下 .3.2 可知 盏 诱导 G 在 Diff"(G/S) 上 的 一 个 A- 线性 作 
用 (g. D) 一 gD, 它 等 价 于 一 个 线性 表示 各 : G — GLpiyyn(G/s)/s。 车 
对 充分 大 的 n, MGjs 都 是 5- 平 坦 的 , 易 见 ker(ġn+1) C ker(@n) (Vn > 0), 
故 由 诺 特 归纳 法 可 见 对 充分 大 的 有 ker(ón41) = ker(8n)。 令 C(G) = 


N 


407 


群 概 形 及 其 作用 论 


ker(ó4) (Vn > 0), 则 由 交换 代数 易 见 C(G) 在 G E Dfdtu E HE JL. 换 
Ti D EOG) 上 的 拉 回 等 于 idc(G)xsG; 反之 , 若 SRM S:T — G AE 
得 通过 f 的 拉 回 等 于 idrxsG, 则 易 见 f 经 过 CG). WIX CG) 
为 G 的 中 心 。 

更 一 般 地 , 设 7 :和 一 S 为 有 限 型 连通 分 离 概 形 ,p 为 G 在 和 上 的 作 
H, 9 € 4ut(GxsX/G) 为 p 所 对 应 的 G- 自 同 构 。 设 4:5 一头 为 7 的 一 
个 截 口 使 得 p 保持 C(S) (Hl po (ida xs5) 经 过 5)。 令 工 为 C OS BM) 
的 理想 层 。 若 Ox/I" dg S 上 平坦 , W p 诱导 G 在 V(Ox/7") 上 的 线性 
作用 , 这 等 价 于 一 个 线性 表示 Ón : G 一 GLv(ox17)/s« Fi Ox /T" 对 充 
分 大 的 ni 都 是 5- 平坦 的 , 则 与 上 而 同样 有 ker(ón41) = ker(ós) (Yn > 0)。 
此 时 我 们 记 Zd(p, X) = ker(ġn) (Yn > 0), 仿照 上 面 的 讨论 可 见 对 任意 S- 
SN S:T — G, PW f 的 拉 回 等 于 idrxsG 当 且 仅 当 了 经 过 Id(p,X)。 
总 之 有 


命题 2. 设 5 为 诺 特 概 形 ,7 :和 一 3 为 有 限 型 连通 分 离 概 形 , 带 有 一 个 截 
H 6:5 — X, IERNI C Ox; T: G — S HARENA, p 为 
GEX EIE EFE CCS) (HI po(ida xsc) Ait S). 4? Ox /T" # S 
上 平坦 (Vn > 0), W p 诱导 线性 表示 On : G — GLv(oxz»)/s (Vn > 0) 
使 得 对 充分 大 的 n, Zd(p. X) = ker(ġn) 代表 6cbs 上 的 预 层 305, x ( 见 命 
题 1). 特别 地 , 27 X =G, p Oy G YE HL E ERKE, Mes 是 5- 平坦 
的 (Yn > 0), 则 存在 闭 正 规 子 群 概 形 C(G) C G (G 的 中 心 ) 代表 Sechs 
上 的 预 层 


T 5 C(Mors(T, G)) 


(其 中 C(Mors(T, G)) A4} Mors(T,G) 的 中 心 )。 


N 


注意 当 S = Speck (k 为 域 ) 时 , 命题 2 中 的 条 件 “Ox/7" 在 S 上 
坦 ” 是 自动 满足 的 。 
推论 2. 设 X 为 域 上 的 有 限 型 分 离 概 形 , G 为 有 限 型 分 离 六 群 概 形 , p 
H Gk X Et). WI Schr ERTU Ix 由 一 个 闭 正规 子 群 概 形 
Id(p,X) C G 代表 。 此 外 , s X. 的 每 个 连通 分 支 都 有 p 的 一 个 不 动 A) 
点 , WI G/Td(p, X) 是 线性 的 。 特 别 地 , 存在 闭 正规 子 群 概 形 C(G) c G 
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(G 的 中 必 ) 代表 Schr 上 的 预 层 T — C(Mork(T,G)), 且 当 G 连通 时 
G/C(G) 是 线性 的 。 


WE. 设 Xio Xr H X 的 所 有 连通 分 支 , 对 每 个 连通 分 支 X; 取 一 个 
闭 点 Zi € Xi, 并 记 ki = 二 (Zi)。 对 每 个 i, plcxxfzi 给 出 一 个 态 射 qi : 
G Bk ki —^ X, & pi = proa: G xy (zi) > (2i) > X, 则 有 一 个 极 大 闭 子 
WE V; C G Gy ki 使 得 pilvi = ail,» $ Wi = pri (V:) C G (为 G 的 闭 
TH), W = Win .. n Wr。 对 任意 ka] f: T 5 G, F f Bossi 
T xk X f) T-A AA "fuz HL SD. 易 见 f 经 过 W。 m T W vk X Eft 
作用 保持 每 个 x; 不 变 , 由 命题 2 的 讨论 可 见 存在 W 到 某 个 线性 群 概 形 
H 的 态 射 f 使 得 f (eu) 代表 Dox, 换言之 Id, X) 存在 , 由 抽象 废 
话 它 是 G 的 正规 子 群 概 形 。 

4i X 的 每 个 连通 分 支 Xi 都 有 Pp 的 一 个 不 动 ( 闭 ) 点 , 则 可 取 zi 为 
P- 不 动 点 , 这 样 就 有 W = G, Wifi Zd(p. X) = ker(G — H), t G/Id(p. X) 
HT H 的 一 个 闭 子 群 概 形 。 

将 上 述 结果 应 用 于 G 在 自身 上 的 共 辆 作用 , 即 可 见 中 心 CG) Cc G 
存在 ; 而 ec € G 是 共 辆 作用 的 一 个 不 动 点 , 故 当 G 连通 时 G/C(G) 是 线 
性 的 。 证 毕 。 


推论 3. WO k EE REA X 有 一 个 扳 立 CHI) 奇 点 , 则 Aut(X/k) 是 线 
性 的 。 


证 . Wr € XN X Dire ss W G —.Aut(X/k) 在 上 的 典范 作用 
Pp 将 Zz 映 到 六 的 孤立 奇 点 , 故 z 的 轨迹 站 是 有 限 的 。 这样 p 保持 VV 不 
动 , 从 而 由 推论 2 的 讨论 可 见 G/Zd(p, 关 ) 是 线性 的 , 但 由 G 的 泛 性 可 见 
Id(p,X)-— 0, G 是 线性 的 。 证 毕 。 


习题 


1. i k C ki C ko HARIRI IK, f: X = Spec(ko) ^ Y = Spec(ki) 为 投 
射 。 给 出 Zd(f/k, X) d Za(f/k, X)(k). 


2. W G C PL AIR k 上 的 1 HERIR, E V —PL-G 只 有 一 个 儿 何 点 。 
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证 明 V 由 一 个 太 点 组 成 且 G 8 Gus GER: 先 考虑 为 代数 闭 域 的 情 
形 , 然后 对 于 一 般 情 形 考虑 G Or Re ) 


3. TAIR k, W X,Y, Z 为 可 的 齐 次 坐标 。 令 C 为 下 中 的 (奇异) 
曲线 Y 了 22Z — X(X? +aY Z 十 bXZ) (a,b € k), 给 出 Aut(C/k) 的 结构 。 


第 4 节 阿 贝尔 概 形 的 变形 


1. 阿 贝 尔 概 形变 形 的 基本 定理 


命题 1. 设 7: 关 一 5 为 忠实 平坦 相对 射影 态 射 , 具有 儿 何 整 纤维 。 设 
G C Aut(X/5) 为 有 限 型 交换 子 群 概 形 , p: G xs X 5 X Hmh Aut(X/5) 
的 典范 作用 诱导 的 作用 , H C G xs X 为 p 的 安定 子 。 则 存在 X 的 笛 
密 开 子 概 形 U 使 得 G 自由 地 作用 于 U 上 , 从 而 投射 五 xxU 一 U 为 
同 构 。 


WE. 4 F = coker(Ox > pOu), U = X —Supp(7), W U HATHI, H. 
在 G 的 作用 下 不 变 。 我 们 下 而 证 明 对 任意 se S, U 包含 X. 的 一 般 点 , 由 
此 就 可 见 U qus X 的 所 有 一 般 点 , 而 lv = 0, SH xx U — U JI. 
ik V.11 可 见 Aut(X/S)s & Aut(X./&(s)), fi Gs 为 Aut(Xs/&(s)) 的 
有 限 型 交换 子 群 概 形 , 而 Hs 为 plcsxsxs 的 安定 子 。 因 此 可 将 问题 约 化 
Jy S = Spec(k) (k 为 域 ) 的 情形 。 

4 W C X xy X Jg o — (ppro) : G xk X > X xy X 的 像 闭 包 ， 
则 W £i X. 上 的 一 个 有 理 等 价 关 系 , 从 而 有 有 理 商 了 = X/G ( 见 推论 
V.2.1)。 令 & EY 为 一 般 点 , K 为 (8) 的 代数 闭 包 , WI X. E E 上 的 纤维 
Xe H KRE) 上 的 拟 射 影 簇 , 从 而 X" = Xe 9ko K AK ERME. Ww 
Gk —GGy K. h Y = X/G 可 见 Xe/G = (£9, fk X'/Gy & Spec(K)， 
从 而 X" 为 一 个 GK- 轨迹 的 闭 包 , 即 存在 一 个 闭 点 x’ € X' 1813 Gia 为 
X' [$4935 F4. $ H' C Gk H v' 在 Gx 作用 下 的 安定 子 群 概 形 , 则 因 
GK 是 交换 的 , 任意 v" € Grt 在 Gr 作用 下 的 安定 子 群 概 形 都 是 H'. 
W U' C Xe Jy Grs 在 关中 的 像 , 它 是 Xe 的 开 子 集 。 
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令 Xr = X Qr K, p: Xr 5 X NH. px : Gr xx XK 一 XK 为 
Pp 诱导 的 作用 , Hk = H 8; K, 则 由 注 W.1.1 可 见 Gk 为 Aut(Xk/K) 的 
有 限 型 交换 子 群 概 形 , 日 Hx 为 pk 的 安定 子 。 注意 Xk XX" Ga R(É), 
而 GK 在 Xk 上 的 作用 由 它 在 ”上 的 作用 决定 (因为 它 由 Pp 诱导 ,而 G 
定义 在 有 E) HERAA tE Xr, $ plt) € U', W t p(t) ZW Gia, 
JETT IL t HE FAEBOEOS H'. E. Xk 中 安定 子 群 概 形 包含 H' 的 
所 有 点 组 成 一 个 闭 子 集 , 而 它 包含 UV" 的 原 像 , 故 在 Xk PRR, 从 而 等 
于 XK。 由 于 Xk 是 整 的 , 这 说 明 H E Xk 上 的 作用 平凡 。 但 H' 是 
Aut(XK/K) 的 子 群 概 形 , 由 Aut(XK/K) 的 泛 性 可 见 H' 为 零 。 这 说 明 
XK 中 在 pk 下 安定 子 群 概 形 为 零 的 所 有 点 组 成 的 一 个 稠密 开 子 集 『 耻 。 
显然 V 在 Gk 的 作用 下 不 变 。 
此 可 见 对 Xe 的 任意 闭 点 v. Gr 在 Xe 中 稠密 。 因 此 Gz = Xe, Wl 
为 任 两 个 G- 轨 迹 不 相交 。 这 说 明 a 诱导 的 G xy Xe 一 Xe xy Xe 是 同 
构 。 由 此 可 取 笛 密 开 子 概 形 VC XX 使 得 有 理 映 射 XY 在 U 上 有 定 
X, G 作用 于 UU FH a 诱导 的 GxrU 一 U xy U 是 同 构 。 这 说 明 G FH 
由 地 作用 于 UV 上。 证 毕 。 


引 理 1. 设 S 为 诺 特 概 形 , m :和 一 3 为 光滑 相对 射影 态 射 , 具有 几何 整 
纤维 , 并 有 一 个 截 口 0:5 — X. d; X dpi se S 上 的 纤维 为 阿 贝尔 
f, 则 存在 s 的 开 邻 域 w C S ERE X xs U — U 为 阿 贝 尔 概 形 。 


证 . 不 妨 设 S 是 连通 的 。 令 9 为 工 的 相对 维 数 。 

情形 1: S = Spec(R) Jy (s) = Spec(k) 的 无 穷 小 扩张 , 其 中 R 为 阿 
廷 局 部 环 , p C RR 为 极 大 理想 。 由 归纳 法 不 妨 设 已 给 定 某 个 理想 Tc p. 
满足 Ip = 0, dim,I = 1, 使 得 和 在 So = Spec(R/I) 上 的 限制 Xo = 
X xs So — So 为 阿 贝 尔 概 形 。 令 mo 为 Xo 的 乘法 , wo 为 Xo ff) xf, 我 
们 来 看 如 何 将 mo 扩张 为 KHER. W Mm mode X =X en k KH 
限制 。 dud = idx xso: X X xs S5 X xs X,i2—oxsidx :X£ 
Sxs X — X xs X, Jil Zi, 12 COxxsx 分 别 为 如 和 ?的 定义 理想 层 。 
TEE GIG Ti 映 到 0C Ox 而 将 ZT2 映 到 ker(0*) C Ox. 

取 定 一 个 同 构 Qj SOK o HERD ITHE U = Spec(4) CX 
及 任意 仿 射 开 子 概 形 U' = Spec(B) C mg (U), ri s 的 光滑 性 可 以 将 
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mj : AJIA > B/IB 提升 为 一 个 同 态 人 :4 一 卫 , 而 任意 两 个 这 样 的 提 
升 相 差 一 个 
Homa(Q3,;g, B Or I) & Homa (Qa payr: (B/pB) &x I) = (B/pB)9? 
(1) 


的 元 。 由 此 可 以 修正 p ESL p (o xs o) 的 合成 由 o* 诱导 。 

由 所 设 易 见 nu 5 d WERS idg ELIT. h = L(V’), k = 
I»(U') C B, 则 由 上 所 述 Io 一 B/L (4828 o* KIZ. H To 的 元 修正 上 4 
可 使 4 与 六 的 合成 由 ida 诱导 。 同 样 地 , 用 五 的 元 修正 人 可 使 六 与 让 
的 合成 由 ida 诱导 。 

WX WAARD I Ur, ss Ur 并 对 每 个 mo U) 取 一 个 有 
限 仿 射 开 覆 盖 {UGI = 1,2,…}, 对 每 个 V6) 像 上 而 那样 给 出 moluy,nxo 
的 一 个 提升 mí; : Ui; — Ui, 即使 得 mi; oil 和 mij oio 均 由 idx 诱导 。 
由 (1) 可 见 所 有 mi; Adele 


Homoxx sx (MIZ jr OxxnX) OR x (2) 


4 一 个 1 闭 链 a。 若 a 为 零 闭 链 , 则 所 有 ma; 粘 起 来 给 出 mo 在 S 上 的 
一 个 提升 m: X xs X 一头 。 而 经 过 修正 诸 mag 能 使 a 变 为 零 当 且 仅 当 
a 是 上 边缘 , Bl a Æ HHX xy X, OS? x) 中 的 像 为 0。 由 居 内 特 公 式 有 
H! (X xk X,Oxs.x) 
=H! (X, Ox) 8k H(X, Oz) ® H(X,Ox)& H'(X,Ox) (3) 
&H'(X,Og)o H'(X,Og) 
其 中 右边 的 第 一 和 第 二 个 直 加 项 到 左边 的 同 态 分 别 由 pri 和 pz 诱导 。 
注意 pri o i1 = idx, pro oi — 007 等 可 见 (3) 的 左边 到 右边 第 一 和 第 二 
个 直 加 项 的 投射 分 别 由 pO 23 诱导。 由 上 而 mig 的 取 法 可 知 itla) 和 
i$(o) 都 是 零 闭 链 , 故 a 在 HHX xy X, ORS c) 中 的 像 为 0。 这样 就 得 
到 mo 在 S 上 的 一 个 提升 m: 关 xs 六 一 六 , 它 满足 


IR 


mo (idx xso) 2—mo(oxsidx) —idx : X —^ X (4) 
下 面 我 们 来 给 出 dE X 上 的 一 个 提升 … 我 们 要 求 满足 
t:= mo (idx xs t)o A =007:X >X (5) 
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对 任意 仿 射 开 子 概 形 U = Spec(A) C X, 易 见 (U) 具有 X 的 仿 射 开 子 
概 形 结构 , 记 为 Spec(B)。 由 7 的 光滑 性 可 以 将 与 :4/14 一 B/IB 扩张 
为 一 个 同 态 :4 一 B, 而 任意 两 个 这 样 的 扩张 相差 一 个 
Hom4 (94 jr, B Or I) & Homa(Q14/,4) (B/pB) &x I) = (B/pB)® 
(6) 
的 元 。 另 一 方面 , 任 一 扩张 5; t 合 起 来 给 出 一 个 R-RAS A 一 A, 
它 模 了 给 出 o. 不 难看 出 扩张 v 的 任意 两 个 选择 所 给 出 的 同 态 A — A HH 
差 一 个 Homa(Q,,s. A &n I) 中 的 元 , 这 样 就 得 到 vv 给 出 的 同 态 4 一 4 
与 Vv 的 一 一 对 应 。 特别 地 可 取 v 使 得 它 对 应 的 同 态 4 — 4 为 ida, 而且 
这 样 的 是 唯一 的 。 

任 取 X H8 7 Ui EUER n. Us. s Ur, 对 每 个 U; 象 上 而 那样 取 Ui 一 
«o(U;), 则 由 取 法 的 唯一 性 可 见 它们 烙 起 来 给 出 wo 在 S 上 的 一 个 提升 
1: X >X, Hk At (5)。 由 此 不 难得 到 “oo=o。 令 

a —(m,pr):XxsX X xs X, 

b = (mo (idx xs t), pr2): X xs X > X xs X 
我 们 来 证 明 a 与 B t3, f HIE. q-—pn1ogoo: X xs X — X, 
则 对 X iik o, 由 上 面 的 (4) 和 (5) 可见 qo(oxsidx) — oo, 故 由 刚 
性 引 理 ( 引 理 VI.1.1) 可 见 q 经 过 pri. 再 取 X (0928 — 7 32 N E38 D a 
aIL q = pri, 从 而 oas idxxsx。 类 似 地 可 以 得 到 ao6=idxxsx。 

这 可 以 理解 为 (x — y) -y = v. 故 任意 两 个 态 射 Ov: T — X 相等 当 
且 仅 当 乡 一 区 三 0。 由 此 可 以 证 明 乘 法 结合 律 : T = X xs X xs X, 则 
乘法 结合 律 可 以 表 为 两 个 态 射 bV: T — X 相等 , 3X ^5 ffr T 6 — v — 0, 
而 由 刚性 引 理 不 难得 到 6 — v — 0。 综 上 所 述 我 们 得 到 六 的 一 个 5- 阿 贝 

情形 2: 一 般 情形 。 由 定理 IV.2.2iv) 可 知 存在 希 尔 伯 特 概 形 H 代表 
Gchs 上 的 预 层 


(7) 


T (T-kBM ó:Xxs X xsT— X xsT) 


WRR o 给 出 X xs T AIRE ZEE 0 A (n. y) = c y, 则 如 
ETRIE x SC IE AE PE RT ARRA ACIES EZ o x s idr, 不 难 验 
证 这 给 出 中 的 一 个 闭 条 件 , AAA H 的 闭 子 概 形 TU 代表 预 层 
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Te {X xs 了 的 了 T 阿 贝尔 概 形 结构 } 


情形 1 可 见 H 一 5 是 光滑 的 , 从 而 是 开 上 映射 ( 见 引 理 工 1.2.ix)), 其 像 
U C5 为 s 的 开 邻 域 。 由 推论 VILI.241)) 可 见 , dT X xs T 8 T-P VU ARRA 
形 结构 , 则 它 的 以 o。 xs idz AERO H 天 阿 贝尔 概 形 结 构 是 唯一 的 , 故 
T —'H' ii T —U 唯一 决定 。 因 此 pri = pro : H xo H' — H', 这 说 明 
HI 是 pri 和 pro 的 推出 , 但 由 命题 V.1.1 可 知 U 是 pri 和 pro 的 推出 , 故 
投射 H 一 也 是 同 构 。 因 此 和 xsC 一 7 为 阿 贝尔 概 形 。 证 毕 。 


引 理 2. 设 3 为 话 特 概 形 , T: X 一 9 为 光滑 相对 射影 态 射 , 具有 几何 
整 纤维 , 并 有 一 个 截 口 o : 3 X, FIERAR TE U C S 使 得 
X xs U — U Ji VL ZR RE, W X. 一 为 阿 贝尔 概 形 。 


证 . 情形 1: S = Spec(R), 其 中 R 为 戴 德 金 环 。 记 9 为 7 的 相对 维 数 。 
不 妨 设 S-U 只 有 一 个 点 s。 记 大 一 A(s), 天 为 天 的 代数 闭 包 。 由 引 理 1 
可 见 只 需 证 明 X — Xs Op k dé k- N KARBE o 

由 的 光滑 性 可 见 Pic (X/S) 在 S 上 是 射影 的 ( 见 定理 VE2.1). 
由 定理 VIL2.1 可 见 Pic (X/S) xs U 为 U 上 为 阿 贝 尔 概 形 。 令 了 为 
Pic (X/S) xs U € Pic(X/S) 中 的 闭 包 , 则 Y 是 5 上 的 平坦 射影 交换 群 
JEJE, 故 Ys H k EE g 维 射 影 交换 群 概 形 。 注 意 对 任意 正 整数 n, ny 为 
集合 的 满 射 , 故 Ys 是 儿 何 连通 的 。 

另 一 方面 , 令 G = Aut? (X/S), 则 由 命题 1.2 可 见 GxsU 守 XxsU。 
令 G' 为 GxsU 在 G 中 的 闭 包 , 则 易 见 G' 为 S 上 的 平坦 交换 子 铬 概 形 ， 
故 G4 A k EE g 维 交换 群 概 形 。 由 命题 VL2.2 可 见 G' 在 Pic?(X/5) 
上 有 典范 的 诱导 作用 , 它 在 上 的 限制 由 同 构 诱 导 , 故 由 G E Y de S 
上 的 平坦 性 可 见 这 诱导 G' 在 站 上 的 作用 。 

4 H H (G; &x khea HEDL, Z 为 (Ys Or k)rea. 的 零 分 支 (为 
k bif lf). 则 庞 加 莱 层 在 X xs Y 上 的 限制 诱导 一 个 盟 范 态 射 
6$:X —Z.4p:Hxy,X >X HHE KEE, 则 由 上 所 述 p 
Wu H E Z 上 的 一 个 典范 作用 p', 再 由 命题 VI.2.2 可 见 p' 又 诱导 五 在 
2 上 的 一 个 典范 作用 p". 而 由 庞 加 莱 层 的 泛 性 可 见 p. p" 与 o 相 容 , 即 
$o p — p'o(idg xik9)。 由 推论 VI.1.2.iv) 可 知 p" 等 价 于 一 个 群 概 形 同 
Eh: H Ê, WE hH) Oh WURF. di iE l ups H E X mg 
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一 个 非 空 开 子 概 形 V' 上 的 作用 是 自由 的 , 故 由 dim(H) = dim(X) 可 见 
H €U 上 的 作用 可 迁 , 由 此 可 见 X — Z KAE h(H) n. tun Zy Ê 
的 泛 性 有 RI) = Ê. mulbw JA, H 是 射影 的 , BUD REL. 任 取 闭 点 
2 € U'.W| Hz Jj X (SV BET ROG. 故 Hz — X. 4 H, C H 9g « fil 
安定 子 群 概 形 , 则 Ha 为 任 一 闭 点 ye X 的 安定 子 群 概 形 , 故 由 H 的 泛 
性 有 Hs =0, A He X. 

情形 2: S 为 有 限 型 ZAE. HEHA s ES-U 可 取 一 条 过 s 的 
仿 射 曲线 CC 5 使 得 CNU 关 0, 令 GC 为 C 的 正规 化 , 则 C 是 诺 特 的 
( 引 理 I4.2)。 由 情形 1 可 知 X xs C 为 阿 贝尔 概 形 。 由 此 可 见 m 的 纤维 
都 是 阿 贝尔 概 形 。 故 由 引 理 1 可 见 0 为 阿 贝尔 概 形 。 

情形 3: 一 般 情形 。 不 妨 设 S= Spec(R), 其 中 R HWER. WR i 
一 个 有 限 生成 如 子 代数 R 使 得 X 定义 在 S = Spec(R) 上 , 即 存在 5 
上 的 光滑 射影 概 形 X", 具有 儿 何 整 纤维 , Hot RR S 一 X', 使 得 
X & X! xs S。 由 所 设 可 知 X" 在 5" 的 一 般 点 上 的 纤维 都 是 阿 贝尔 该 ， 
由 此 及 引 理 1 可 见 有 一 个 稠密 开 子 概 形 U CS 使 得 X' xs U — U 3 
阿 贝尔 概 形 。 这 样 由 情形 2 就 得 到 X' 一 S" 为 阿 贝尔 概 形 , 从 而 c 为 阿 
贝尔 概 形 。 证 毕 。 


由 引 理 1 和 引 理 2 立 得 


定理 1. 设 5 为 连通 诺 特 概 形 , T: AX 一 5 为 光滑 相对 射影 态 射 , 具有 儿 
MEFE, 并 有 一 个 截 口 0:5 — X, FX dp ses 上 的 纤维 为 
Bs] DL ARR, 则 7 为 阿 贝尔 概 形 。 


2. 连续 变化 的 射影 群 概 形 族 


f) 1. 设 马 为 特征 p 的 完全 域 k 上 的 超 奇 椭圆 曲线 , 令 工 三 五 四 x E > 
E?, IERM t: ap 一 E?, 令 X, = Y/t(ap), W X. 是 不 光滑 的 群 概 
JÉ, 且 有 正 合 列 

0 一 五 一 和 一 ap 一 0 


SDLOF BUB t A ker(Fy oj) N ker(Vx jx) & ap, 而 此 时 Xi Ž ap Xk E. 


T oo? 的 所 有 同 构 于 ap 的 闭 子 群 概 形 由 Pi 代表 ( 例 VILS.2), 由 
此 可 建立 o5 的 在 Pi 上 的 同 构 于 ap 的 子 群 概 形 族 H, 从 而 得 到 了 的 在 
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Pi 上 的 非 平凡 商 群 概 形 族 (Y xx PL)/H, 它 是 Ph 上 的 非 光 清平 坦 射影 
和 群 概 形 。 同 样 可 建立 E? 的 在 PL 上 的 非 平凡 商 群 概 形 族 (E? x PL)/H. 
它 是 PE 上 的 阿 贝尔 概 形 。 这 可 以 理解 为 在 E? 的 同 源 等 价 类 中 可 以 连 
这 种 情形 在 特征 0 时 是 不 会 发 生 的 , 详 言 之 , 设 5 是 特征 0 的 代数 
MIR k ER (连通 ) UNE. X Og k ERI DE q: Xx SY H 
S- 阿 贝尔 概 形 的 同 源 , 则 存在 及 上 的 阿 贝 尔 簇 Yo ffi Y S Yo xs S. 
理由 如 下 : 令 H = ker(q) W H X X xx S 的 有 限 平展 子 群 概 形 ; 令 
d = deg(H/S) = deg(q). W) H c X[d], m X[d] xx S Wit X xr S 的 有 限 
平展 子 群 概 形 , MEL H X [d] xe S 的 若干 个 连通 分 支 的 并 , 从 而 存在 闭 子 
群 概 形 Ho C X[d] 使 得 五 = Ho xx S; 4 Yo = X/Ho WA Y S Yo xk S. 


在 任何 情形 , — B D A f D n W AR BECAS EXE cte e. BE S 是 代 
ODER Kk ERRERA, X H k KURIR, Y C X xx S 为 9S 上 的 
阿 贝尔 子 概 形 。 任 取 闭 点 se S 并 令 Z — X/Y., WEM f :Y Z xx S 
将 一 个 5- 纤 维 Y, 映 到 一 点 , 故 由 刚性 引 理 可 知 经 过 S, 即 存 在 态 身 
$: S> ZWE f= popr. MAERO oy: S> Y TWI o At Z 
WERO, 从 而 f= 0, Y C Ys xr S. m Y — S 的 平坦 性 可 知 Y 了 一 5 的 
纤维 都 有 相同 的 维 数 , WY = Ys xk S. 

但 一 个 阿 贝尔 簇 可 能 有 无 穷 多 个 阿 贝 尔 子 簇 , 例如 对 任 一 椭圆 曲线 
E 4 X — 2?, 则 对 任意 两 个 互 素 的 整数 m,n, Fla E UU? E? 为 单 同 
态 , 它 的 像 Yan 为 X 的 阿 贝 尔 子 簇 , 且 这 些 Znn 互 不 相同 。 但 注意 所 有 
Ymn 相互 都 同 构 。 事 实 上 , 有 一 个 Lenstra-Oort-Zarhin 定理 ( 见 [LOZ]) 
说 , 任何 一 个 阿 贝尔 簇 的 阿 贝尔 子 秘 上 只 有 有 限 多 个 同 构 类 。 


习题 


1. 设 了 为 素数 , 8 = Spec( Za),se S HAA. 8 E oy 5- 椭 圆 曲 线 ( 即 相 
对 维 数 1 的 阿 贝 尔 概 形 ) E E = E. Xv. X —EUX-xxP 
(看 作 PS- 阿 贝尔 概 形 )。 证 明 存 在 P3- 平 坦 有 限 闭 子 群 概 形 H CX 使 得 
XJ/H 8 p 同 构 于 例 1 中 的 (E? x PL)/H (k = Fp). 


2. W X HR k EIE SE SE. WHAT Aut(X/k) 的 任 一 交换 子 群 概 形 
G 1j dim(G) < dim(X)。 
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本 章 主 要 讨论 域 上 的 有 限 型 群 概 形 。 如 不 另外 说 明 , 概 形 均 为 一 个 
W k 上 的 有 限 型 分 离 概 形 , 并 记 天 为 大 的 代数 闭 包 。 


第 1 节 一 些 基本 事实 


1. 关于 线性 作用 


前 而 已 给 出 多 项 关于 线性 群 概 形 和 线性 作用 作用 的 事实 , 整理 如 下 : 


338 1. k X A k EWA REJA, G 为 玉 上 的 有 限 型 分 离 群 概 形 ， 
p:Gxy X — X A Ge X EDMEH, 9 = (prp): Gxk X ^ Gxk X, 


jd EJ nU k-fETEU X = V(E) S A", G = GLx/k 7! GLajk, 
p GidkX FRIE, wp (G, P) 代表 Sche 上 的 预 层 : 
T — Auta, (X x T) 


( 见 亚 .3 35), 
ii) 设 G 为 有 限 交 换 群 概 形 , 则 GP 代表 Schr 上 的 下 列 预 层 : 
T — Homz(G x, T, G,, jr) 
而 Lie(GP /k) = V(wajx) 代表 Schr 上 的 下 列 预 层 : 
T — Homr (G xx T, Ga/r) 


(命题 亚 .4.1)。 

ii) 设 X 为 几何 约 化 连通 射影 的 且 H(X, Ox) = 0, 则 Aut(X/k) 
为 线性 群 概 形 ( 见 命题 区 .1.1)。 特 别 地 , 若 X — Pk, W Aut(X/k) S 
PGL,41jk ( 见 例 IX.1.3), 

iv) 设立 是 有 限 的 , n = deg(X/k), W Aut(X/5) IIRA GL, 作为 
闭 子 群 概 形 ( 见 例 IX.1.4). 

v) 设 p 保持 有 限 闭 子 概 形 了 C A3) (Hl plcxsr = pro). mi Y 
与 X 的 每 个 连通 分 文 相交 。 令 工 C Ox 为 了 的 理想 层 。 则 对 任意 正 
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整数 n. p 诱导 线性 表示 各 : G 一 GLv(ox;rsk. 且 对 充分 大 的 n, 
Zd(p, X) = ker(ó5) 代表 Schr 上 的 预 层 


T o (f € Mor (T, G)T x; © = idrx,x} 


而 G/Zd(p. X) 是 线性 的 ( 见 推 论 区 .3.2)。 特 别 地 , 47 G xr. X = G m p 
为 G 在 自身 上 的 共 辆 作用 , M p 诱导 线性 表示 9n: G 一 GLpiff(G/k)/k, 
且 对 充分 大 的 n 有 ker(ó,) = C(G) ( 即 G 的 中 心 ), m G/C(G) 是 线 
性 的 。 

vi) 设 G 为 仿 射 群 概 形 , X 为 仿 射 概 形 , 则 存在 X 到 某 个 Ak D p 
入 使 得 p 为 G 在 AR 上 的 一 个 线性 作用 的 限制 。 特别 地 G 是 线性 的 ( 见 
引 理 IX.3.1). 

vii) 设 X 是 连通 的 且 有 一 个 孤立 ( 闭 ) 奇 点 ; 则 Aut(X/k) 是 线性 的 
( 见 推论 区 .3.3)。 


引 理 2. 设 G 为 到 上 的 有 限 型 分 离 群 概 形 , 则 4= 工 G,Oc) HARER 
的 k- Ft, 而 G” = SpecA 具有 诱导 的 大 群 概 形 结构 , 使 得 投射 4: G G" 
忠实 平坦 , BH. ker(q) C C(G?) (Hl G 的 零 分 支 G? 的 中 心 )。 


证 . 由 居 内 特 公式 有 TI(G xr G, Ocxra) X Ar A, MU ma 诱导 一 个 同 态 
4 一 4@k4, 不 难 验证 这 给 出 G” = SpecA 一 个 大群 概 形 结构 , 而 投射 
q:G — G' HAS. 

4 H = ker(q), WA ATHS g: G” — G/H — G', ifj ker(q") = 0. 
由 此 有 G" xa G" zG", 

情形 1: G AERE. W é € G" 为 一 般 点 , E = gl), 则 &(£) S 
R(£') S q..(A). ER G" 的 非 空 仿 射 开 子 概 形 SpecR, WAFA Hg 
o: R— k(£) S q.É(A), 故 存在 f z 0€ A 使 得 9 经 过 Ap, 这 说 明 投射 
q' 1G) 一 G4 有 一 个 截 口 


G', = SpecAs — G4 = q+ (G^) (1) 


故 GiS GY, 再 由 平移 易 见 G" S G, 从 而 C Ek 上 是 有 限 型 的 , 且 由 
命题 VL16 可 见 4 是 平坦 的 。 由 引 理 Lv) 可 见 投射 G — G/C(G) 经 过 
G'. 故 ker(q) C C(G). 
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情形 2: G 是 连通 的 。 若 h(k) =0 则 G Jets. 从 而 化 为 情形 1, 故 
只 需 考虑 h(k) =p > 0 的 情形 。 不 难 约 化 为 大 = 天 的 情形 。 由 情形 1 
命题 VL1.6 IRL PHA. 


i: Gua € Giea/ Hia > G'/Hrea (2) 


由 情形 1 还 可 见 G/Hia 是 仿 射 的 , 令 Ai 为 其 函数 环 , 则 4 US SEN. 
4 一 4i。 取 WE Fo, 经 过 Gra 并 令 G/ker(F3,,) = G1 = SpecAo, 
l| Ai 是 有 限 生 成 的 4o- 模 且 Ao C A, 故 4 是 有 限 生成 的 4o- 模 , 从 而 是 
有 限 生 成 的 六 代数 。 注 意 G/Hrea 和 G' IÆ Gi 上 平坦 , 由 引 理 工 1.2.vi) 
可 见 G/ Hrea > G' 平坦 , 故 q 平坦 。 与 情形 1 同样 可 得 ker(g) C C(G). 
情形 3: 一 般 情 形 。 仍 不 妨 设 大 = 天 XPE G 的 各 连通 分 支 作为 kA 
形 都 同 构 , 故 G' 是 有 有 限 型 的 。 由 于 G 的 连通 分 支 与 G' 的 连通 分 支 一 
一 对 应 , FEAA g E ker(q) Wl T, 保持 G 的 每 个 连通 分 支 , Cg € G9, 3x 
说 明 ker(q) = ker(G? — G^), 从 而 由 情形 2 有 ker(q) C C(G?)。 证 毕 。 


x 


注 1. 在 一 般 情形 未 必 有 ker(q) C C(G) (参看 习题 1)。 


2. 关于 曲线 


设 G 是 一 维 ROGER. 则 由 例 IX.3.1 可 知 或 者 G 为 椭圆 曲线 , 或 者 G 
儿 何 同 构 于 Gaye 或 Gj, 从 而 有 在 Pi 上 的 忠实 作用 。 关 于 群 簇 在 1 
线 上 的 作用 还 有 下 列 基 本 事实 。 


引 理 3. 设 万 曲 线 C (不 一 定 是 光滑 的 或 完备 的 ) 8 — P ERE G 的 作用 
p. 4 C 为 C 的 紧 致 化 的 正规 化 。 

i) p 可 以 (唯一 地 ) 扩张 为 G 在 C 上 的 作用 , 从 而 诱导 一 个 k- 
形 同 态 G 一 Aut(C/k)。 

ii) 设 C 为 G- 挠 子 , G = Go 或 Gy. W C c G, 特别 地 
C(k) #0. 

iii) 45 g(C) = 0, G Z 0 T p Ju 3 Sc E JH. (或 dim(G) = 1 A. g(G) = 0), 
W G 儿 何 同 构 于 Gak 或 Gm/ko 


W. i) $ EEG HRA, F = KE) = k(G), W ps9 Cox F ft F-H 
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同 构 B, 这 给 出 K(C 8r F) 的 一 个 F-EH AH, 而 这 又 等 价 于 C ex F 的 
一 个 F-H EH 9.29 更 的 扩张 。 注 意 9 等 价 于 一 个 k- o : SpecF 一 
Go = Aut(C/k), 故 存在 一 个 稠密 开 子 概 形 U 使 得 四 可 以 扩张 到 U (05 
WA b), 这 可 以 理解 为 U 在 C 上 的 一 个 作用 , 它 是 U dE C 上 的 作 
用 的 扩张 。 m U xr U Æ Č 上 的 作用 (Hl (9.9.2) — gg'z) 诱导 的 态 射 
2:UxkU 一 Go 等 于 9xk9 Ej ma, 的 合成 。 TEX& malux,u :UXkU 一 G 
忠实 平坦 , $ T Jj ma|lux,u 和 melvxrv 的 拉 回 , 则 由 抽象 废话 易 见 
opri = Y opr : T — Go, 从 而 由 G 是 pri 和 Pr 的 推出 (命题 V.1.1) 
可 见 有 诱导 态 射 了: G 一 Go, HII fito 的 扩张 , 再 由 抽象 废话 可 见 
SERAK, 故 等 价 于 G 在 C 上 的 一 个 作用 p. 且 万 为 的 扩张 。 

ii) 记 0 € C 为 一 般 点 , K = &(0) & k(C), Wl o (作为 右 C- 态 射 ) 在 0 
上 的 纤维 为 一 个 K- Ck K — CK. x G n Hk PL 作为 开 子 
概 形 , 而 任意 PE Č- C E C &x K 中 的 原 像 为 一 个 闭 点 (因为 (p) ei K 
是 域 ), 故 Č ex K 是 正规 的 。 注意 Go K 的 (正规 ) 紧 致 化 同 构 于 Ph, 
H Č e, K S Ph, 从 而 由 引 理 I1.9.i) 可 见 @ 在 大 上 光滑 且 g(O) = 0。 
注意 C@kK 一 CB@kK 宇 Pk GG K 由 一 个 C5 G & Gay 时 ) 或 两 个 
( 当 G 兰 GmA M) K- 点 组 成 , 它们 在 C 中 的 像 为 闭 点 。 由 于 Kok d 
域 ,大 在 K 中 代数 闭 , 可 见 了 一 Ge@k 天 在 C 中 的 像 由 1 或 2 个 有 点 
组 成 , 这 说 明 C 有 点, 故 由 引 理 工 1.9. 放 ) 可 知 C S PL. fH PL 有 至 少 3 
个 点, 故 C RDA l3 kem AMA cc. 

ii) 由 所 设 可 知 G 是 1 维 大群 簇 且 g(C) = 0, 故 由 例 区 .3.1 可 知 G 
儿 何 同 构 于 Gayer 或 Go js, ubt. 


关于 一 维 线性 群 徐 还 有 下 列 基 本 事实 。 
引 理 4. i; G,G 为 1 维 线性 k- ERA. 
i) 4: G 与 G' 儿 何不 同 构 , 则 G 与 G" 相互 没有 非 零 同 态 。 


i) 4? G 儿 何 同 构 于 Go, 则 G S Gays. 


证 . i) RRX k = E 的 情形 证 明 即 可 , 此 时 不 妨 设 G m Gar, C S 
Gk。 车 £:G' 一 G 为 同 态 , ERRA A ch (E), 则 对 任意 正 整 数 n 有 
FCE] c GU] = o, 而 所 有 C'U) 的 并 在 G' 中 稠密 , 故 了 = 0. 
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若 9:G 一 G' 为 非 零 同 态 , 则 H = ker(g) AR, 若 ch(k) — 0 w 
H = 0, 而 若 ch(k) = p > 0 则 deg(H/k) 为 了 的 寡 。 注 意 G/H 同 构 
T G'f-—^4JESECF ERR. 故 有 G/H S C, 但 对 任意 素数 l A ch(k) 有 
(C/H)|l] = 0, t5; GU] #0 oem. 

ii) $ C 为 G 的 (正规 ) 紧 致 化 , 则 由 引 理 3.3) 可 见 G 在 自身 上 的 左 
乘 作用 诱导 G 在 C 上 的 一 个 作用 , 而 由 引 理 3.8) 可 见 C S PL. m5 gg 
Lii) 有 Aut(C/k) & PGL»j, tw G IIRA PGLojy WA ATIR (参看 
引 理工 1.5)。 注意 C 一 G 由 一 个 大 点 组 成 , 不 妨 设 该 点 为 oo。 而 PGL2jk 
的 保持 oo 不 动 的 子 群 概 形 五 为 上 三 角 阵 组 成 的 子 群 概 形 , 它 有 一 个 正 
BUT ES Ho € Gajr, H. H/Ho € Gk, 由 ji 可知 投射 G — H/Ho 为 
FHAS, 故 G C Ho, 从 而 GS Ho. WEE. 


由 例 IX.3.1 和 引 理 4i) 立 得 


推论 1. 设 G 为 一 维 KANSAS 则 在 同 构 之 下 只 能 有 下 列 儿 种 情形 : 

i) G 为 椭圆 曲线 ; 

ii) G S Ga/k; 

iii) G & Gmk; 

iv) G 儿 何 同 构 于 Gay WE k EAISHA-T: Gmk, 此 时 G 同 构 于 一 
个 2 次 可 分 点 Pe Pi de PG7o 人 中 的 安定 子 群 概 形 , 且 G 的 同 构 类 等 
价 于 天 的 2 次 可 分 扩张 的 一 个 大同 构 类 。 


设 G HRA k FRIERI, D: G 一 GLvjr H G 的 忠实 
线性 表示 , IE V2 AR。 由 线性 代数 可 知 存在 G 的 公共 特征 向量 v E V, 
4 W CV 为 v 生 成 的 丘 线 性 子 空间 ( 即 A- 子 模 概 形 ), 则 有 G 在 W 和 
V/W 上 的 诱导 线性 表示 。 若 诱导 表示 6: G 一 GLwy 8 Gay AEF H 
a, 则 由 G 是 群 簇 可 见 o Ata. 令 H C G 为 kelo) 的 零 分 支 的 约 化 
结构 , WI G/H 为 一 维 群 簇 , 且 有 非 零 同 态 G/H 一 Gus 故 由 引 理 4i) 
和 推论 1 有 G/H € Gy, Ti G 8] Go 没有 非 零 同 态 且 G #0, 则 由 
线性 代数 可 知 存在 G 的 2 维 不 变 子 空间 W eV 使 得 G 在 W 上 的 作用 
非 平 凡 , 这 给 出 一 个 非 零 同 态 o^ : C — Garo 4 H' C G 为 ker(9') WE 
分 支 的 约 化 结构 , WI G/H' 为 1 ERR, 且 有 非 平凡 同 态 G/H’ 一 Gay, 
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故 


引 理 Lii) 和 推论 1 有 G/H' «Ga. 

注意 六 可 以 分 解 为 G 的 根 空间 的 直 和 Va, e- e Vis 其 中 Ai Ar 
为 G 的 互 不 相同 的 特征 标 。 故 更 经 过 TI a G Lv. 4 Gi 为 投射 G 一 
GLy,j 的 像 (1 & i & r), 则 由 线性 代数 可 知 可 取 V; 的 一 组 驻 基 使 得 Gi 
KAA ARKAA E — f PE X fa oe HUE As Uf Fs $i : Gi 一 
Gy 使 得 ker(0;) 同 构 于 一 些 Gaje 的 扩张 。 由 此 可 见 对 某 个 s<7 存 
在 满 同 态 9:G — Gir 使 得 五 = ker(0) HIE, H H S Gu 没有 非 
FHS. HZA 


推论 2. 任 一 代数 闭 域 有 EERE G 同 构 于 若干 个 Gmr 的 
T6 JUI THERE GI 的 直 积 , 其 中 G" 为 若干 个 Gay 的 拷贝 的 扩张 , 它 到 
G,, jy AAR HR o 


JRI k EERIE G 称 为 强 可 解 的 , wR EAA EER, 其 
每 个 因子 同 构 于 Gae 或 Gu jj. MHR 1 和 推论 2 3) Uo k= kn gs 
ER HEIFI G 是 可 解 的 (D G 有 正规 群 概 形 列 使 得 其 每 个 因子 都 是 交换 
fij) 则 G 是 强 可 解 的 (但 当天 和 天 时 不 然 )。 


推论 3. 设 G 是 域 DD SR RIA RA. 在 kR AX 上 有 一 个 作用 p, 
在 一 个 非 空 开 子 集 U 上 p 是 自由 的 , BAAM X/G k (WEL p 在 
U FER) W U 有 一 个 k-o IEAk, d k AEJE BR BAUR] U(K) 在 关中 
SER EACH o 


证 . 由 所 设 存在 一 个 正规 群 概 形 列 


n 


{e} = GoaG42..4G, = G (1) 


使 得 每 个 Gi/Gi-1 同 构 于 Gajs R Gm (1 & $ & n). oS n HIRIAK, 不 
妨 设 n> 0。 由 命题 YI.1.6 可 见 存在 商 了 —U/Gs-i, H. G = Gn/Gn-1 
自由 可 迁 地 作用 于 了 上 。 由 于 G S Gar 或 Gs. 由 引 理 3.) 可 见 
Y ZG, 或 Gyj Fri Y A— A kr y. & Uy H y dE U 中 的 原 像 ， 
W p 诱导 Gn- Æ Uy 上 的 自由 可 迁 作用 , 故 由 归纳 法 假设 可 知 Uy 有 一 


di k ERIR, up Y 有 无 限 多 个 所 点 , 且 由 归纳 法 假设 可 知 对 任意 
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y E Y (k), Xy(k) Æ Xy 中 察 里 斯 基 笛 密 , i U (k) dk X PR RAER R o 
证 毕 。 


XITIN 上 六 点 集 的 察 里 斯 基 闭 包 有 下 面 的 一 般 结果 。 


引 理 5. 设 C HEAR k KRA REPA, W G) 在 G 中 的 察 里 斯 


iE. WE H C G Jy G(k) 的 察 里 斯 基 闭 包 的 约 化 概 形 结构 。 我 们 先 来 证 明 
G(k) x G(k) Æ G xx G 中 的 察 里 斯 基 闭 包 为 H xx H. 
任 取 仿 射 开 子 集 U = Spec(4), U' = Spec(A") C H, 则 有 所 代数 单 
DES 
4 一 B= [[ k 4—B= [[ k (2) 


pEG(k)NU p€G(k)nU' 


故 有 i 代数 单 同 态 A Sk A 一 BOr B'o 我 们 需要 证 明 


4@k4 一 C= II k (3) 
(p,p')E(G(k)xG(K) NU x U^) 


Ae "f pgs 为 此 只 需 证 明 典 范 同 态 9:BB8kB' 一 C 是 单 同 态 。 

设 vE Bk B’. 取 v1,…,Vr € B, vj,... v. € B' flf] v = 35 qvi Ok 
vis S V C B Jy vi, v 生成 的 所 线性 子 空间 , 则 可 取 p1,…,pn € G(k)n 
U 及 V 的 一 组 有- 基 b1,..., bn 使 得 b; 的 p; 分 量 等 于 05 (1 < 6j < n). 
类 似 地 对 visus 生成 的 大 线性 子 空间 V' C B' 可 取 V" 的 一 组 大 - 基 
bison bm 及 Piso Pm € GC) nU' 使 得 以 的 p; 分 量 等 于 og (1 < i,j < 
m)。 于 是 可 将 v 唯一 地 表 为 > cijbi &y b; (cj € 上。 注意 ow) 的 
(pi. pi)- 分 量 等 于 cij, W v Z0 时 (v) 天 0。 
k 为 完全 域 可 见 H xk H 是 约 化 的 , 注意 G 的 群 概 形 结构 诱导 
G(k) 的 群 结构 , 由 上 所 述 可 见 G(k) 的 乘法 诱导 一 个 态 射 HxH-—H, 
换言之 malH xk H) =H, i H H G MATIJE. WEHE. 


3. AFAN RI 
引 理 6. AFRE N RER S. 
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证 . ROB k= ke ADNI G 的 维 数 d 用 归纳 法 , d = 0 时 无 需 证 
明 , 以 下 设 d > 0. d$ G 是 交换 的 , 则 由 推论 2 和 AD(PL) = 0 立 得 , 以 下 
设 G 非 交 换 。 

用 反 证 法 , 设 有 非 零 同 态 f: G A 其 中 G ADIER A 为 阿 
MIKER, WI f(G) C A Jule SEDE RUIT f. 故 不 妨 设 /为 满 同 态 。 记 p 
为 G E HA ERISH, H C G xx G 为 p 的 安定 子 , 则 由 G 非 交换 
AHG G, 4 K H k(G) KRAH, S= SpecK, W H xo 3 为 
G &y K 的 真子 群 概 形 。 记 Ho 为 H xa S 的 零 分 支 的 约 化 结构 , 则 由 归 
纳 法 假设 有 Or idr (Ho) = 0, dk f 8x idr (H xc S) 是 Ac K WAN 
子 群 概 形 , 从 而 可 取 正 整数 n 使 得 nas (f kide (H xa 5)) — 0. Xll 
& (na o f) xide)ln 在 G 的 一 般 点 上 的 纤维 为 0, ATAARE 
子 概 形 U C G 使 得 (ao f) xiida)lusco = 0. 注意 A(G) C H, 可 见 
na o f(U) = 0, 但 na 是 同 洲 而 U 是 整 的 , 故 f(U) = 0, 从 而 (G) = 0， 
了 矛盾。 证 毕 。 


引 理 7. 任意 六 和 群 徐 到 阿 贝 尔 筷 的 态 射 都 是 同 态 与 平移 的 合成 。 


证 . de [:G — AM kd. G SIRE VLA. 4 的 驻 态 射 , 不 妨 设 上 是 代数 
闭 的 且 flee) = 04。 由 于 f 经 过 ALG) 而 诱导 的 AI(G) 一 A JETER. 
且 由 引 理 VILA.1 AZSA uo :G 一 AIb(G), 故 不 妨 设 4 = ADG), 

令 98 :GxkG 一 4 为 态 射 (9g,9) => flag) — f(g) — FC), 则 由 
Alb(G x, G) & Ax, A (推论 VILA.2) 可 见 $ 诱 导 一 个 同 态 ww:AxxA 一 A 
使 得 $= 名 oJGxrG。 由 é((ec) xx G) = 0 可见 v((0Aj xx 4(G)) = 0, 
从 而 由 uc 的 泛 性 有 VOA} xx A) = 0, 故 由 刚性 引 理 ( 引 理 VI.1.1) 可 
W, Y A pris RÆ Y EAI pro, i v = 0, Am = 0, Hl f£ Apu. 
证 毕 。 


引 理 8. BE MIKIR A 是 拟 射影 K-I G (AI OE. 则 存在 同 态 9: G 一 
Â Mf q 与 嵌入 ii: 4 一 G 的 合成 是 4 的 极 化 。 


证 . 任 取 G 上 的 丰富 可 逆 层 £o, W L= Lola 为 4 上 的 丰富 可 递 层 。 令 


Mo = mE Lo Booxie Pri £o! DOcxpa PriLo! (1) 
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则 M = Molae,c 诱导 一 个 太 态 射 4: G 一 4 使 得 


(ida xx q)* P$, SM (2) 


g|zp 7 可知 q 是 同 态 。 易 见 gl4 = beo WEE. 


习题 


1. 设 天 为 一 般 域 。 证 明 Gus 仅 有 两 个 自 同 构 , 分 别 为 单位 自 同 构 和 6 
(Bl z= z-1)。 


2. 将 Gaze 的 自 同 构 群 看 作 LAut(PL/K) 的 一 个 闭 子 群 概 形 五 (参看 定理 
IX.3.1), 证 明 H S Gm/ko 


3. W G 为 特征 0 WIR k EIER. & o: G — GLre(iy 为 G EH 
5 E fnt E)H Dr ST G 在 Cie(G/k) 上 的 Ai- 线 性 作用 所 对 应 的 同 态 
(参看 命题 1L3.2 及 引 理 1.v))。 证 明 ker(9$) = C(G). 


第 2 节 有 限 型 群 概 形 的 结构 


1. 有 理 作用 


研究 一 般 的 有 限 型 群 概 形 的 结构 经 常 遇 到 双 有 理 儿 何 的 问题 ,下 而 
做 一 些 预备 (参看 1L2 节 )。 以 下 所 涉及 的 态 射 都 是 分 离 的 。 对 一 个 域 
记 天 为 其 代数 闭 包 。 


定义 1. WE G HIR k 上 的 有 限 型 几何 约 化 群 概 形 , X 为 有 限 型 几何 约 化 
- 概 形 。 一 个 G dk X ERJ A4 A (rational action) 是 指 一 个 上 -有理 映 
H p: G xs > 有 在 包含 lea) xk 人 的 一 个 稠密 开 子 概 形 上 为 态 射 ， 
满足 (有 理 映 射 的 等 式 ) 

i) po (ida xk p) 2 po(m xyxidx) :GXxEG xp XH; 

ii) po(oxkyidx) —-idx: X key XX. 


群 概 形 及 其 作用 论 


仍 记 
a= aga = (Ppr): C kA >K xy X (1) 


Ti o dg G xy X ffj—^ 425 JE- Y BOE E H BR i] AS Je) E PLC, 则 称 p 是 
一 般 自由 的 (generically free); d? o 是 支配 态 射 , 则 称 o 是 一 般 可 迁 的 


(generically transitive). 


5 [8E 1.2.1 的 讨论 , 易 见 p 等 价 于 一 个 G xs X 到 自 喘 的 的 一 个 
G- 双 有 理 等 价 更 = p, 在 包含 (ea) xx X 的 一 个 稠密 开 子 概 形 上 为 态 
射 , 满足 (有 理 映射 的 等 式 ) 


ida xao — (idpr xa 9)o (idpr, xa) 3 Gxk&Gxy X dod PGxkGxy X (2) 


仿照 L2 车 可见 , d? p: G Xk XX JG 在 关上 的 有 理 作用 ， 
b: C > G 为 有 限 型 几何 约 化 太 群 概 形 的 同 态 , 则 9 诱导 一 个 G 在 XX 
上 的 有 理 作 用 po(óxsidx) : G'xsX- X. Wr f: XY 为 有 限 型 儿 何 
约 化 大概 形 的 文 配 有 理 映 射 , px : GxuX o0 X M py :GxkY…>Y 分 别 
为 G 在 斥 和 了 上 的 有 理 作用 ,如 果 fopx — pyo(idaxyf) : Gx X >Y, 
则 称 G 在 和 YY 上 的 有 理 作用 与 f dg. 


引 理 1. 设 G HI k 上 的 有 限 型 几何 约 化 群 概 形 , X 为 有 限 型 儿 何 约 化 
k-MUE. p:Gxs X^ X H G 在 和 上 的 有 理 作用 。 


i) 4 € C X 为 所 有 一 般 点 组 成 的 约 化 仿 射 概 形 , 则 pit C 在 三 上 
的 一 个 作用 。 此 外 , 车 p 是 一 般 自 由 的 , 则 a 诱导 的 态 射 Gxk xE 
Ae Je BEN; 若 Pp 是 一 般 可 迁 的 , 则 a 诱导 的 态 射 G xk 三 一 三 Xk 三 是 
平坦 支配 的 。 

i) 若 X A084 fs. 则 可 取 射 影 徐 X 包含 X 作为 稠密 开 子 簇 , 使 得 
p 可 以 扩张 为 G dk X EUG BIER. 


证 .i 由 定义 易 见 存在 G 的 稠密 开 子 概 形 Uo 使 得 p 诱导 KR po: 
VoxkE 一 三 。 令 下 =VoxkUo,pi=poo(idooxkpo) : Ui xx E 一 三 。 由 命 

题 开 1.1.i) 可 见 mme : U1 = VoxkUo 一 G 是 忠实 平坦 的 , 令 U2 = UixaUi， 
易 见 U2 同 构 于 G xr G xr G 的 一 个 开 子 概 形 , 故 为 儿 何 约 化 的 。 由 Pp 是 
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有 理 作 用 可 见 作 为 有 理 映 射 
piopris = P1 O prog : Ua xy E^? E (3) 


U> 约 化 可 见 pı o pris 和 pi o pros. 作为 态 射 也 是 相等 的 , 而 由 命题 
V.11 可 知 G 是 pri 和 pro : Us — Ui 的 推出 , 故 pi Vet ku 
2:G xy, € 5 E, HEX po 作为 有 理 映射 与 p Æ G xx E 上 的 限制 相等 ， 
再 由 G x € 是 约 化 的 即 可 见 po 是 作用 。 

ii) 设 X = SpecR, W R 作为 代数 的 一 组 生成 元 a1,…,an 并 令 
M = R9 Ra, 6---6 Ran, W) X IURA PCM) C P 作为 局 部 闭 子 簇 ， 
其 闭 包 X c PUM) AWER. 将 p REAM Go X9 X, 由 定义 只 
需 验 证 p 在 (ea ou X MEHRAB. HE A r6 X-X, 至 少 有 一 个 
齐 次 坐标 a; dE z 附近 取 非 零 值 , 由 于 bi = p* (ai) 满足 (0* 8p id)(b;) = ai， 
存在 包含 (ec;z) KIF U C G xy X 使 得 b EU KRIER, 故 p 在 
U 上 为 态 射 。 证 毕 。 


Ks] 


3| ze 2. RAER E FE CHE R BONA HE RETE TET TIERE: 


ik. 设 G XAR k E MESSER «OS n = dim(G) 用 归纳 法 , 当 
n 二 1 时 由 推论 1.1 立 得 。 

Ben >l, ER G KAIA U,- Uc, 并 将 每 个 Ui 嵌入 一 个 身 
SER Xi 作为 开 子 簇 , WIRA U: — G 给 出 Xi 到 G 的 一 个 有 理 映 射 f; 
(1 <ig7), 令 XC Xixk xk Xe 为 (fi, fr): Ui NU, > Xi Xk 

… xk Xr 的 像 闭 包 , 则 有 诱导 有 理 映射 f: X >G, 它 在 V; = pr; (U) 

上 的 限制 等 于 pr; 与 嵌入 U; — G 的 合成 , 故 为 态 射 。 令 下 = ViU…UT， 
则 flv WEH, E D — X — V 的 任 一 点 处 了 无 定义 , D f dese D 
处 有 定义 , 则 有 U: 使 得 f(x) € Ui, 从 而 v € Vi 矛盾 。 由 G 不 是 紧 致 的 可 
I D#0, WRR q4: X — D 4E D—aq(D)9u X tri X—Dzsv, 
再 取 X 的 正规 化 代替 X ( 仍 记 为 X). 
引 理 Lii 可 知 G 在 自身 上 的 左 乘 作用 诱导 G 在 X 上 的 一 个 有 
理 作 用 p. F p E (9,2) €G xr V 处 有 定义 则 gz € V. 因为 p 与 G 在 自 
身上 的 左 乘 作用 相 容 。 注 意 p 在 每 个 高 度 为 1 的 点 附近 可 以 定义 为 态 射 
(参看 [H, Theorem 1.4.7), W p 诱导 G 在 D 上 的 一 个 有 理 作用 pl. 
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车 p! EFA, 则 可 取 一 个 闭 点 ze 万 及 一 个 非 空 开 子 艇 Tc G 使 
fd p' 在 U xy (v). 上 有 定义 且 为 非 平凡 作用 。 易 见 S= {g € Ulgz = x) 
不 是 有 限 的 , 因 芳 不 然 z 的 轨迹 是 n 维 的 , 超过 dim( 万 ), 矛盾 。 故 d = 
dim(S) > 0, Ah U 的 作用 非 平 凡 有 d < n. 取 3 的 一 个 d 维 连通 分 支 
的 约 化 结构 So, 易 见 So 生成 一 个 d EATI H C G。 d; H RER 
致 的 , 则 由 归纳 法 可 见 H ARRETE. F 五 是 紧 致 的 , 易 见 它 在 
G p ^E JR AE BUT AERA: 4 也 是 紧 致 的 , 从 而 G/4 (参看 命题 VL.1.6) 不 是 
紧 致 的 。 由 于 dim(G/A) < dim(G), 由 归纳 法 假设 G/4 有 一 个 非 零 线性 
TOME Ho. 4 Hi 为 Ho de G 中 的 原 像 的 零 分 支 的 约 化 结构 。 由 推论 
VILA.1 可 知 A Ae por VL Af, 故 是 拟 射 影 的 , 从 而 由 引 理 1.8 可 知 存在 
kA pd o: G 一 Â 使 得 ola : A 一 Â 为 极 化 。 令 Ho 为 ker(g) KE 
分 支 的 约 化 结构 , 则 投射 Ho 一 Ho 为 有 限 满 同 态 , 故 Ho 是 仿 射 的 , 从 而 
由 引 理 1.1.vi) 它 是 线性 的 。 

35 p 平凡 , 则 可 取 一 个 闭 点 ve D 及 一 个 非 空 开 子 徐 UC G 使 得 
p 在 U xy (x) 附近 有 定义 , 且 对 任意 闭 点 geEU 有 plr) 9v. 4 PN 
R= Of 的 极 大 理想 , 则 对 任意 正 整 数 m U 在 Rm = R/Pm 上 的 诱 
F (线性 ) 作用 , 易 见 这 可 以 扩张 成 为 G 在 Rm 上 的 一 个 线性 作用 pm。 
4 Km CG 为 pm 所 对 应 的 同 态 G 一 GLy(ny yj 的 核 , 则 由 p 与 G 在 
自身 上 的 左 乘 作用 相 容 可 见 Nm Km = 0, 从 而 由 诺 特 归纳 法 可 见 对 充分 
大 的 mA Km = 0, 换言之 G 一 CGIv(Ry)/k。 证 毕 。 


推论 1. 域 上 的 任意 有 限 型 群 概 形 是 拟 射 影 的 。 


WE. 设 G 为 域 上 的 限 型 群 概 形 。 由 命题 VL1.2, 命题 VL1.5 和 引 理 
VL1.1 可 见 只 需 证 明 存 在 有 限 扩张 k D k 使 得 G ey k 是 局 - 拟 射影 的 ， 
Mod kk. MT G 的 连通 分 支 作 为 有 概 形 都 相互 同 构 , 只 需 考虑 
G 连通 的 情形 。 车 ch(k) = 0, W G JS TERR 车 ch(k) > 0, 则 可 取 n 使 得 
G/ker( 了 FG xk) JM TERR, 而 ker(FG jx) 是 有 限 的 , 故 也 可 约 化 为 G TERI 
情形 。 

令 A =T(G, Oc), 则 由 引 理 1.2 可 知 G” = SpecA 为 k-i, 投射 
q:G— G Ji Span fu]. H. H = ker(q) C C(G)。 若 五 不 是 紧 致 的 ， 
则 由 引 理 2 可 知 H 有 非 零 线 性 子 群 簇 。 由 推论 V.3.8 和 引 理 1.1.vi) 可 
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见 线 性 群 簇 通 过 线性 群 徐 的 扩张 也 是 线性 群 簇 , 对 dim(H) 用 归纳 法 即 
可 见 存 在 线性 子 群 徐 H'CH f£ H/H' 是 紧 致 的 , 从 而 为 阿 贝 尔 艇 GE 
论 VE.4.1)。 故 是 拟 射影 的 , 从 而 C 是 拟 射影 的 。 证 毕 。 


2. 结构 定理 


定理 1. 任意 域 上 上 的 有 限 型 群 概 形 为 线性 群 徐 、 阿 贝尔 徐 、 有 限 平 展 
TERIOU RIJG 9$ 3E ( 仅 当 h(k) > 0 时 ) 的 扩张 , 故 为 拟 射影 概 形 。 具 体 
说 , 一 个 有 限 型 万 群 概 形 G 可 以 按 下 述 方式 分 解 为 上 述 四 类 群 概 形 的 
扩张 。 

i) G 的 零 分 支 G? 为 G 的 正规 子 群 概 形 且 为 儿 何不 可 约 的 , 而 G/G? 
是 有 限 平 展 群 概 形 。 

i) 4? ch(k) > 0, W G 有 有 限 无 穷 小 子 群 概 形 Hn = ker(F2,,)a 
G (Vn), HIIR nn 使 得 G/Hn 为 儿 何 约 化 的 。 

iii) G 是 仿 射 的 , 则 G 是 线性 的 , 且 可 分 解 为 线性 群 艇 、 有 限 平展 
PEME E ( 仅 当 ch(k) > 0 时 ) 的 扩张 。 

iv) 令 4=T(G,Oc), 则 G' = SpecA 为 线性 k-XERR, 投射 4:G — G' 
为 忠实 平坦 同 态 , 而 H = ker(g) C C(G?) 且 可 分 解 为 阿 贝 尔 簇 通过 线性 
交换 群 概 形 的 扩张 。 

v) 车 G JE, 则 典范 态 射 uc : G 一 ADG) Jy ti Sor dn das ( 取 
Oswa) = KG(eG)), H. ker(ua) 为 线性 群 概 形 。 

vi) 车 G 是 连通 的 , 则 存在 线性 正规 子 群 概 形 Hi 4G 和 正规 交换 子 
群 概 形 Ho C C(G) 使 得 G S (Hi xx Ha)/(Hi N H2). 


iE. i) 如 上 述 。 

ii) ZEX k= k WWE D J o 

iii) 由 i) 和 引 理 1.1.vi) 立 得 。 

iv) 前 一 断言 由 引 理 1.2 给 出 。 对 后 一 断言 , 由 d) 可 约 化 为 五 是 群 
RJE, 且 由 推论 1 的 证 明 可 取 有 限 伽 罗 瓦 扩张 Dk 及 -线性 子 
TEE Ho C H Or k' 使 得 (H 8p k')/Ho 为 k- 阿 贝尔 徐 。 由 推论 V.3.8 可 
JL q(Ho) C G HARET H. H/q(Ho) 为 阿 贝 尔 簇 。 

v) 由 引 理 1.7 可 知 ja 是 同 态 , 而 imua) 是 A410(G) BOE N ZR Y fs. 
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故 


AIb(G) 的 泛 性 有 im(ua) = AIb(G), 从 而 uc 是 患 实 平坦 的 。 
iv) 可 取 线 性 子 群 概 形 H' C H = ker(q) C C(G?) 使 得 4=H/H' 
HMR. 注意 H'aG, ik G/H' AATRE 4。 由 引 理 1.8 有 满 
HA G/H' 一 Â, 故 有 满 同 态 $:G 一 4。 4 Hi = ker(9), G' dn iv), W 
诱导 同 态 Y: H 一 G' 的 核 等 于 ker(H — Â), 注意 H — 4 是 仿 射 的 且 
A 一 Â 是 有 限 的 , 可 见 ker(y) 是 仿 射 的 , 从 而 Hi 是 仿 射 的 。 由 ó 经 过 
410(G) 可 见 ker(ua) 也 是 仿 射 的 , 从 而 是 线性 的 ( 引 理 1.1.vi))。 

vi) 由 d) 和 v) 可 见 存 在 G 到 一 个 阿 贝尔 艇 4 d elis $1 使 得 
Hy = ker(91) 是 线性 的 , 而 iv) 中 的 G' 给 出 Ho = ker(G — G^) c C(G)。 
v) 的 证 明 可 见 投射 Ho — A 是 满 同 态 。 故 Ha xx Ho 一 G Jedi das e 
证 毕 。 


由 定理 1 可 以 看 出 , 有 很 多 扩张 是 直 积 模 有 限 群 概 形 的 商 , 尤其 是 
k= k 的 情形 。 但 交换 群 秘 的 情形 却 不 然 。 

Fi G A UAR 4 通过 Gau 的 扩张 , 则 G 为 4 上 的 直线 从 , 其 零 
RAO A G HEAR, i GS A xk Garo 由 归纳 法 可 见 , 若 H 有 一 个 正 
规 群 概 形 列 的 因子 都 同 构 于 Gas, 则 任 一 阿 贝 尔 徐 4 通过 五 的 扩张 都 
是 平凡 的 ( 即 直 积 )。 

但 若 G 是 阿 贝 尔 簇 4 通过 Go 的 扩张 , 则 G 未 必 同 构 于 A 与 
GmA 的 直 积 。 为 说 明 这 一 事实 我 们 需要 做 一 些 准 备 。 

B k HW, kH k KRAH., ~A k 上 的 环 面 (torus) 是 指 一 个 群 
fk G 1E GG k = G? p (n = dim(G)). 


定义 1. 一 个 上 EIER EFI 9A X (semi-abelian variety), 如 果 它 
Ji — A B I ZR RE — A ATE II SK o 
Bb 1. 设 X Ou k EDD RUE ( 记 m: X xy X > X AmA) £C 
Pic? (X/k) 中 的 一 个 2 阶 元 , 则 由 (VIL2.1.10) 和 命题 VIL2.1.1 有 

m* £ & pri £ Gox,, x pr3£, “Lc!sL (1) 
记 £' = pri £ Boxx x PSL, 注意 任意 两 个 同 构 办 内 :mxC 一 C 相差 一 
^r E 的 自 同 构 , 而 

Kaos, CETA X Otua) t (2) 
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如 果 规 定 $ 通过 o xk idx 的 拉 回 为 ide, W 9 唯一 确定 。 这 束 给 出 一 个 
确定 的 同 构 


V : Vxx,x(£^) = Vx(£) xm (X xx X) (3) 


di q = pri :Vxs,x(£/) 一 Vx(L)。 同样 可 以 确定 一 个 同 构 93:eC > L, 
以 及 一 个 同 构 C: orC 一 K。 另 一 方面 , 注意 Symoxxx (2). 可 以 看 作 
Symoxxux(priC © pr5£) 的 子 代数 层 , 故 有 上 典范 的 诱导 态 身 


L:Vx(£C) xk Vx(C) S Vxx,x(priC prL) 5 Vxxx (£) — (4) 


4 m'-qop:Vx(C) xx Vx(C) > Vx(£), 并 令 v : Vx(C) 5 Vx(L) xi 
X S Vx(C) 2g n 诱导 的 同 构 , o : Speck > Vx (C) 为 5 诱导 的 态 射 。 则 
m, v, of 分别 与 m, c, o 相 容 , 且 由 ó 的 唯一 确定 性 易 见 有 
m o (idv, (zy Xk m’) 
— m' o (m xy idyy(£)) : Vx (£) xx Vx(L) xx Vx(£) ^ Yx (L); 
m' o (o' xy idy, (z)) = m' o (idvy(z) xx 0") = idyy(z) : Vx (C) 一 "e 
5 

这 说 明 m^, o 给 出 Vx(L) 的 一 个 半 群 簇 结 构 , HABERE Vx (C) 9 X 为 半 
MERERI. S e: X — Vx(C) HERA, Y = Vx(L) 一 eXX), 并 记 my; 
ty, oy DAA m, v. o 在 上 的 限制 , cy : Y — Speck 为 投射 。 则 由 o 
和 的 唯一 确定 性 还 可 见 


my o (ty x idy) o Ay = my o (idy x y) o Ay =oy ony :Y —^ Y (6) 


(5) 和 (6) 可 见 my, ty, oy 给 出 T — A HAE. 使 得 投射 9: 一 
X JH ds. ro 


ker(q: Y —^ X) = AL — {0} & G,, (7) 


"pu Y A5 X ME Go 的 一 个 扩张 , MON 7 E N R. 

由 工 不 是 平凡 直线 从 可 见 Y 不同 构 于 X 和 Gmk 的 直 积 , AIA 
AR. aq 的 一 个 截 口 给 出 工 一 XX 的 一 个 处 处 非 零 的 截 口 , 从 而 给 出 一 个 同 
构 Ak 一 工 , 矛盾。 这 说 明 Y 是 非 平凡 的 半 阿 贝尔 簇 。 
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推论 2. 域 上 的 任意 齐 性 概 形 是 拟 射 影 的 。 


证 . 设 GHR k 上 的 限 型 群 概 形 , H C G 为 闭 子 群 概 形 , 我 们 来 证 明 
X —G/H ASSET. 

情形 1: G 是 线性 群 概 形 。 由 引 理 1.1.vi) 可 取 射 影 概 形 Y 使 得 G 可 
A Y 作为 稠密 开 子 概 形 , H G 在 自身 上 的 左 乘 作用 可 以 扩张 到 了 上 ， 
4 p: H xy Y — Y 为 这 个 作用 的 限制 。 d: G 是 约 化 的 , 则 易 见 有 一 个 
非 空 开 子 集 U C G 为 P 半 稳定 的 ( 见 定义 YI.1.2), 故 由 右 平 移 可 见 G 为 
P- 半 稳定 的 , 从 而 由 定理 VLLL 可 知 G/H 是 拟 射 影 的 。 若 G 不 是 约 化 
的 , 由 此 也 可 见 Xrea 是 拟 射影 的 , 从 而 X. 是 拟 射影 的 。 

情形 2: 一 般 情形 。 由 定理 1 可 取 阿 贝尔 徐 4 及 满 同 态 1 :G 一 4 
使 得 Ho = ker(f) 是 线性 的 。 wa Hı = HoNH4H H H = H/H, 
可 看 作 4 的 闵 子 群 概 形 。 由 情形 1 可 见 存在 4 的 非 空 开 子 集 U 使 得 
了 71D)/Hi de A 上 是 拟 射影 的 , 故 由 右 平 移 可 知 G/Hi 在 A 上 是 拟 射 
影 的 , 再 由 命题 VLI.2 可 知 G/H S (G/Hi)/ Ho 为 拟 射 影 的 。 证 毕 。 


习题 
1. 设 KIRNJE G 为 Gu 通过 Ga 的 一 个 扩张 。 证 明 G S G2, jpo 


2. 证 明 在 一 个 域 上 , 一 个 线性 群 概 形 通过 线性 群 概 形 的 扩张 为 线性 群 概 
形 ; 而 一 个 阿 贝尔 筷 通 过 阿 贝尔 艇 的 扩张 为 阿 贝尔 艇 。 
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XE 阿 贝 尔 艇 的 模 空 间 与 曲线 的 模 空 间 
在 第 V 章 中 我 们 看 到 , 对 阿 贝尔 簇 的 模 空间 的 研究 是 模 空 间 理论 的 
起 源 , 而 且 是 模 空间 理论 中 最 深刻 的 部 分 。 本 章 的 主要 目的 是 建立 阿 贝 
尔 秘 模 空 间 的 基本 理论 。 


第 1 节 阿 贝 尔 复 的 模 空间 


1. 复 解析 方法 与 极 化 + 


W.1 节 可 见 , 复 椭圆 曲线 的 (解析 ) 粗糙 模 空间 可 以 构造 为 A1 = 
SL»(LNH, 其 中 H 为 上 半 复 平面 , 一 个 元 9 = i) € SLZ) 在 H 
上 的 作用 为 9(z) = SEES, 可取 一 个 给 定 权 的 模 形式 为 A1 的 齐 次 坐标 ， 
这 给 出 解析 同 构 A S Ab C PE. 

将 这 样 的 方法 推广 到 高 维 时 遇 到 一 个 困难 , 简 言 之 无 法 由 维 数 9 > 
1 的 阿 贝尔 簇 类 似 地 给 出 齐 次 坐标 , 实际 上 在 复 解析 空间 的 范畴 中 没有 
9 > 1 维 阿 贝尔 艇 同 构 类 的 模 空间 。 另 一 方面 , 如 果 考 虑 阿 贝尔 艇 XX 连 
同一 个 闭 嵌 入 X 一 P, 则 很 容易 建立 模 空 间 , 但 一 个 阿 贝尔 艇 有 无 穷 多 
个 这 样 的 恢 入 。 我 们 希望 建立 一 个 模 空间 , 其 中 的 点 与 9 HEISE TUA TR 
同 构 类 有 有 限 对 一 的 对 应 , 尽管 未 必 是 一 一 对 应 。 为 此 可 以 考虑 闭 堪 入 
X — P". 的 数值 等 价 类 , 而 由 命题 VIL.2.3.iv) 可 见 , 这 样 一 个 等 价 类 由 一 
个 极 化 决定 。 

一 个 阿 贝 尔 艇 连同 它 的 一 个 极 化 称 为 一 个 极 化 阿 贝尔 往 (polarized 
abelian variety)。 由 推论 VIL2.2.vi) 可 知 任 一 极 化 的 次 数 为 一 个 平方 数 ， 
而 下 而 我 们 将 看 到 (由 推论 VIL3.2 也 不 难得 到 ) 对 于 任 一 正 整数 d, 一 个 
9 ALLE X 至 多 只 有 有 限 多 个 d? 次 极 化 。 故 车 存在 d? 次 极 化 阿 由 
尔 簇 的 模 空间 , 则 其 对 应 于 一 个 阿 贝尔 簇 同 构 类 的 点 只 有 有 限 多 个 。 不 过 
需要 注意 , 对 于 给 定 的 d, 并 非 每 个 9 维 阿 贝尔 通 都 有 d? 次 极 化 , 故 只 
考虑 所 有 次 数 的 极 化 才能 给 出 对 所 有 阿 贝 尔 簇 的 同 构 分 类 。 若 d= 1, 则 


i 本 段 的 内 容 仅 是 为 了 说 明 阿 贝尔 簇 模 空间 理论 的 起 源 和 原始 思想 , 读者 可 以 略 过 而 不 影 
响 一 般 情形 的 模 空间 的 建立 。 
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称 一 个 带 有 二 1 次 极 化 的 阿 贝 尔 簇 为 一 个 主 极 化 阿 贝 尔 族 (principally 
polarized abelian variety). 
复 阿 贝尔 簇 的 解析 理论 可 知 (参看 推论 VI.5.1), — A p N ARER BS 
d? 次 极 化 等 价 于 一 个 黎 曼 型 , 其 行列 式 等 于 d^. DX ale. 极 化 复 阿 贝 尔 簇 
的 分 类 可 以 转化 为 黎 曼 型 的 等 价 分 类 。 两 个 C? 中 的 黎 曼 型 LH,H' RON 
等 价 的 , 如 果 存 在 y € SLo(C) 使 得 H' = H o (y x y). 仿照 1 维 的 情形 
可 以 推广 模 形 式 以 建立 复 阿 贝尔 簇 模 空间 的 齐 次 坐标 。 推 广 的 模 形 式 称 
为 丁 格 尔 模 形 式 , 下 而 我 们 作 一 个 简单 介绍 。 

设 A CV =R” 为 一 个 格 , EA V 上 的 非 退 化 RR- 交错 形 式 使 得 
E(A,A) C Z, 则 可 取 一 组 A 的 生成 元 作为 V 的 基 使 得 E (onm a 
( 2) 其 中 e = diag(e1, eg); ei 为 正 整数 且 esleal--- leg (与 生成 


—e 
元 的 选取 无 关 )。 我 们 称 e H E dk A 上 的 类 型 , 而 称 (el …:eo)2 X E W 
次 数 。 令 
Sp(V, E) = (y € GL(V)|E(yz. yy) = E(v.y)) (1) 
而 记 
Sp(A, E) = (y € Sp(V, E)|gA = A} (2) 
EV 上 给 出 一 个 复 结构 等 价 于 给 出 一 个 J 了 e€E GL(V) 使 得 J = 
=Í, 令 


S(V, E) = {J € GL(V)|J? = —I, E(x, Jy) 正定 对 称 } (3) 


PRA "Vu AR Eo RIT. 其 中 的 一 个 点 对 应 于 一 个 C9 & V 上 的 非 退化 
实 交 错 型 E 使 得 (A,A) C Z H E(x, iy) 是 正定 对 称 的 , 即 一 个 黎 曼 型 ， 
它 等 价 于 一 个 极 化 阿 贝尔 筷 ( 见 推论 VI.5.1)。 

易 见 Sp(V, Efe 6(V.E) A-AA. 我们 称 Sp(^, ENG(V, E) 
为 西 格 尔 模 空 间 。 


0 eV [fe O 0 4; e 0 

—e 0] NO 1, Ee -0 0 1, 
可 见 西 格 尔 模 空 间 对 不 同 的 互 是 同 构 的 。 故 为 研究 其 结构 只 需 考 虑 e = 
Ig 的 情形 。 
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Ki V 复 化 , 即 考虑 Vc — V Gg C, W EA Ve 上 的 一 个 厄 密 特 形 

I hp(w,v) = iE(u, v) (为 简单 起 见 我 们 将 三 在 Vc 上 的 扩张 仍 记 为 E). 
任 一 复 结构 J e 6(V. E) 给 出 一 个 分 解 

Ve=Ve@V (4) 


其 中 VV M V 分 别 是 Jc = J Gg idc 的 对 应 于 特征 值 i 和 一 i 的 特 
征 空间 (都 是 n 维 的 )。 对 任意 u,v € V, E(u, Jev) = —iE(u,v) 既是 
对 称 的 又 是 反对 称 的 , 故 有 Elu, v) = 0; $ u = x + iy (x,y E€ V), W 
有 hg(u,u) = iE(u,u) = —E(u, Jcu) = —E(z, Jex) — E(y, Jey), 故 hg 
在 V. 上 的 限制 是 负 定 的 。 反 之 , 若 有 一 个 分 解 (4) 使 得 Elv xv = 0 
H. helv xv AH, WME Vc 上 可 以 定义 一 个 Jc 使 得 Jc|v, = il, 
Jc|v. = ~il, 不 难 验证 Jc 由 一 个 Je e(V. E) 给 出 。 这 样 我 们 得 到 
—^ MAX n: 6(V, E) > Go, 1,, J — (V- C Vc. 

取 定 一 个 Jo € G(V, E), $ V. W V 2) 38289. Joc 的 对 应 于 特征 值 
i 和 一 的 特征 空间 。 不 难 验证 一 个 点 W € Gog 1, 在 im(7) 中 当 且 
fus W = ()V., 其 中 Z e Mn(C), Z = 'Z. I, 一 ZZ 正定。 特别 地 ， 
G(V, E) 有 一 个 自然 的 复 流 形 结构 。 而 SpV, E) 在 e(V. E) ftdt) 
在 im(m) 中 的 表达 形式 为 (9. W) =W (y € &(V. E), W € im(y)). rf 
此 不 难 验 证 Sp(V. E) 在 e(V. E) 的 作用 是 可 迁 的 。 此 外 , e(V. E) 解析 同 
# F 6, = {Z € Mo(C)l2 = 2 Im(2) 正定 }, 这 个 同 构 将 2 € 6s 映 到 
inr. Z2 in) (CE Z) T SIAB) Spl) # © 

ly Z 0 = 人 = AF g\ TE Ug 
上 上 的 作用 为 【人 p )z- Az + BICZ * D^. #51, SpA, E) 在 
e(V, E) 的 共 轿 作用 是 解析 的 。 

对 任 一 y € GL2n(Z), 令 j(Z) 为 解析 映射 2 一 72 的 雅 可 比 行 
列 式 。 一 个 Os 上 的 解析 函数 f 称 为 一 个 权 为 w 的 西 格 尔 模 形 式 , 如 果 
f(Y2)j(Y,2)”= 了 (2Z) xt —Wl y € Spon(2Z) RE. ER I YZI, 2) — 
IY: Z), RITARA w> 0 的 艾 森 斯 坦 级 数 


E(Z)- Y, i2" (5) 
y€Spag(Z) 
此 外 对 任意 权 为 w 的 西 格 尔 模 形式 了 及 任意 Y € GL2g(Z) 使 得 7(So) = 


Gg, f4(Z) = f(»Z))(v, Z)" 也 是 一 个 权 为 w 的 西 格 尔 模 形 式 。 两 个 权 
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为 w 的 横 形 式 之 比 可 以 看 作 Sp(A, E)\S(V, E) 上 的 一 个 半 纯 函数 。 和 
nn 三 1 的 情形 类 似 , 可 以 将 西 格 尔 模 形式 展 成 傅 里 叶 级 数 。 

以 给 定 权 的 西 格 尔 模 形 式 为 齐 次 坐标 即 可 建立 复 阿 贝 尔 簇 的 粗糙 
模 空间 。 注 意 这 样 建立 的 是 黎 曼 型 的 模 空 间 , 等 价 于 极 化 阿 贝 尔 簇 的 模 
空间 。 


2. 阿 贝 尔 得 的 目录 空间 


WEAR k EB g 维 阿 贝 尔 艇 X 有 丰富 可 逆 层 C, 则 由 推论 VIL2.2 有 


deg(óc) = x(£)? = h° (£)? (1) 
晶 对 任意 neEZ 有 
h* (£^) = x(£") = deg(£)n? (2) 
故 车 X(C) = d 则 有 
xc(x) = da? (3) 


而 由 命题 VIL2.6 可 知 L? 是 极 丰富 的 , 注意 由 (2) 有 ho(C3) = 39d, 因此 
可 将 和 HOA PT 作为 闭 子 概 形 , 而 由 (3) 有 xe = 39dz9, 故 由 定理 
IV.2.1 可 知 X 对 应 于 


Hoa 一 74510839， (4) 
ff] —^ k-o 4 Hga C P747! x Hoa X Hoa 上 的 泛 子 概 形 , 则 由 定理 
IV.2.2.1) 可 知 49 4 代表 Sch 上 的 预 层 

T 5 (P 7-! 中 具有 希 尔 伯 特 多 项 式 39dz9 的 T- 平 坦 闭 子 概 形 

连同 1 个 截 口 } 

HERE n 20 4 Hra H nk 148 HI a 的 拷贝 在 Ho,a 上 的 纤维 积 , 则 由 
定理 IV.2.2.0) 可 知 Hya 代表 Sch 上 的 预 层 

T — {P PRAI KARER 39dz9 的 -平坦 闭 子 概 形 

连同 n 个 截 口 } 


ij Hga c P34-! x Hya A Hya 上 的 泛 子 概 形 。 
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BV Hoa 的 一 个 连通 分 支 , 则 有 一 个 极 大 开 子 概 形 U CV 使 得 
Ui = Hza Xmo ,UV 在 U 上 光滑 。 车 有 V 的 一 个 几何 点 上 Us 的 纤维 为 
PNKA (ZROH), 则 由 定理 及 .41 可 见 Us — U 为 阿 贝 尔 概 形 。 
此 外 注意 任意 域 上 的 阿 贝 尔 簇 可 以 变形 到 特征 0 的 域 上 的 阿 贝 尔 艇 。 总 
之 有 


命题 1. 对 任意 gd > 0, 存在 H? a 的 一 个 ZoEOT T MU TU, 代表 
Sch 上 的 预 层 


T 5 (P4 中 具有 希 尔 伯 特 多 项 式 39dz9 的 T- 阿 贝尔 概 形 } 
其 上 的 泛 阿 贝尔 概 形 为 


Hga Ta Xa, Hoa cP xà, (5) 


上 且 任 一 代数 闭 域 k 上 带 有 的 d? 次 极 化 由 的 9 ENRE X 同 构 于 一 
^ kHsceH, mk. 上 的 纤维 (da)s。C PP, 满足 boxa) = 36. 


设 5 为 连通 诺 特 概 形 , X 为 相对 维 数 g 的 3- 阿 贝尔 概 形 。 令 7: 
Pic(X/S) — S 为 投射 , p 为 和 在 Pic(X/S) 上 的 平移 作用 。 易 见 有 


Do (3e ,s Xs 3pie(x/s)/s) = 3Pic(X/S)/S oP (6) 


注意 p 在 Pic(X/5) 的 每 个 连通 分 支 上 的 限制 是 可 迁 的 , 而 3x/s 是 满 
Hg. di V 是 Pic(X/5) 的 一 个 连通 分 支 , 则 3pic(xjs)/s)(V) 包含 于 
Pic(X/S) 的 某 个 连通 分 支 W 中 , 故 由 (6) 可 见 3PieCx/s)/s)(7) 作为 集 
合 等 于 W。 因 此 对 Pic(X/5) 的 任 一 连通 分 支 W, 若 存在 W 的 儿 何 点 
s 使 得 X7(s) 上 的 可 逆 层 (Pxys)s 能 被 3 整除 , 则 对 W 的 任意 儿 何 点 
t, Xr 上 的 可 逆 层 (Pxjs). 也 能 被 3 整除 。 这 样 就 有 一 个 极 大 闭 子 概 
Æ D C Pic(X/S) 使 得 ÓPyjs : : X xs Pie(X/S) 一 E e xs Pic(X/S) 在 
X xs 上 的 限制 能 被 3 整除 。 

此 可 见 在 Hg 中 有 一 sada fe uie a 
HO, xro , Boa 上 的 限制 被 3 整除 ， 从 而 给 出 B14 的 一 个 E 次 极 化 
bB, a = #90 。 这 样 由 命题 1 就 得 到 


BiaQ0) 
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推论 1. 对 任意 g,d > 0, 存在 H a 的 一 个 五 平坦 局 部 闭 子 概 形 Boa 代 
K Sch 上 的 预 层 


Baa: Ti {P3 1 中 具有 希 尔 伯 特 多 项 式 39dzx9 的 闭 T-pir Di 
尔 子 概 形 , 带 有 P 次 极 化 Ioa) 


其 上 的 泛 阿 贝尔 概 形 为 
B; a = Hia Xn , Boa C P771 x Boa (7) 


而 泛 极 化 为 bB, a = ioo 


1 o 
B5,a( 


因此 Boa 可 以 看 作 d? 次 极 化 9 维 阿 贝 尔 簇 的 一 个 目录 空间 。 


3. 商 的 障碍 和 标高 结构 


对 于 一 个 代数 闭 域 上 的 g ÆI X. 一 个 d? 次 极 化 $= óc 
r£ 的 数值 类 [C] 决定 , 而 [C] 对 应 于 Pic(X/k) 的 一 个 连通 分 支 Ve 
(& X). Bist (X,0) 到 PP 的 一 个 闭 霸 入 等 价 于 一 个 C € Ve(k) 连同 
H9 (X, L’) & KPH (m = 39d — 1) 的 一 组 大 基 模 k* 的 商 。 由 此 可 见 所 
fix sp A ZH Ve 上 的 一 个 拟 射 影 从 q: U 一 Ve, 而 PGmryk PE 
地 作用 于 q 的 每 个 纤维 上 。 因 此 U/ PG, ij S Ves PEE BL VL1.8 可 
见 PGTmH 在 避 上 的 作用 是 半 稳 定 的 。 

但 (X, 6) 到 PP 的 两 个 不 同 的 闭 嵌 入 可 能 对 应 于 Baa 的 同一 个 几何 
点 , 即 它们 有 相同 的 像 。 两 个 这 样 的 闭 震 入 相差 (X, 6) 的 一 个 自 同 构 。 这 
也 可 以 理解 为 投射 qo : U 一 Bg,a@k 不 是 单 射 。 对 于 一 个 大 点 s € im(qo) 
4 Hs C PGnHA 为 s 的 安定 子 群 概 形 , 则 Hs 为 有 限 离散 群 概 形 (参看 
习题 1X.2.3), 而 deg(qo ! (s)/K) = deg(Hs/k). 

4 p H PGL, iz 在 Pm 上 的 作用 所 诱导 的 在 Boa 上 的 作用 , 它 与 
PGL, cijzi 在 U 上 的 作用 相 容 。 由 于 阿 贝尔 簇 的 自 同 构 群 大 小 不 同 ,p 的 
安定 子 在 Boa 上 未 必 是 平坦 的 , 从 而 在 9 > 1 时 儿 何 泛 商 By,a/ PGLmy1yz 
不 一 定 存在 。 更 严重 的 问题 是 即使 B80.4/ PGLm41z 存在 , PGLmy1z 在 
Bl, 上 的 作用 的 商 并 不 是 Ba a/PGLmy1/z 上 的 阿 贝尔 概 形 , 因为 一 个 阿 
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贝尔 复 模 一 个 有 限 非 零 自 同 构 群 的 商 不 是 阿 贝 尔 筷 (参看 习题 及 .1.7)。 
这 束 是 极 化 阿 贝 尔 簇 没 有 精细 模 空 间 的 一 个 实质 性 的 原因 。 

为 消解 这 一 障碍 , 可 以 对 CX. 0) 再 加 一 点 结构 。 注 意 对 X 的 任 一 自 
同 构 了 RERE n A f(X[n]) 2 X [n]. 


引 理 1. 设 HE k ERINE, f Ou X 的 有 限 阶 自 同 构 。 如 果 存 在 
n Z3 E /xm =idxm W f= idx. 


E. 由 所 设 有 (1 一 idx)lxm = 0, 故 f idx 经 过 nx, 换言之 存在 
v € End(X/k) 使 得 f — idx = nv, Bl 


f 一 idx 十 mV (1) 


只 需 证 明光 = 0, 用 反 证 法 , 设 v 7 0, 则 对 任意 素数 p. 存在 非 负 整数 
r 使 得 p" dj pt [v (见习 题 WL.1.3)。 由 所 设 存 在 正 整 数 m 使 得 
f" =idx, 将 (1) 代入 得 


idx = (idx + ny)" =idx + mny t+ 4 nnm (2) 


由 此 得 
-mny = () n2? ppn” (3) 


Fi n A—ARATF p> 2, Wr >l, s 使 得 到 || nv, p* || m, 则 易 见 (3) 的 
右边 各 项 均 被 p22"1s 整除 , 但 左边 不 被 Pr+s+1 整除 , m 2r+s>r+s+1 
得 到 矛盾 。 若 n 没有 大 于 2 的 素 因 子 , 则 由 双关 3 有 4 f rz2,s fl 
得 2" || nv, 2* || m. 则 易 见 (3) 的 右边 各 项 均 被 227575 整除 , 但 左边 不 
被 27+s+1 整除 , 由 27 十 s 一 1 之 7 十 s 十 1 仍 得 到 了 矛盾。 证 毕 。 


命题 IX.1.2 可 知 Aut? (X /k) 是 平展 的 , 故 由 引 理 1 和 命题 区 .1.2 


NA 


推论 2. W X 为 域 上 的 阿 贝 尔 簇 , G 为 有 限 EEUU. p 为 G 在 XX 上 
的 同 构 作用 ( 即 (pri p) : G xx X > G xx X H G-Bsr WU ARAOÉ FL DEAD) « 
如 果 存 在 整数 n > 3 使 得 p 在 Xin] 上 的 限制 为 平凡 作用 , 则 p 为 平凡 
作用 。 
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MEX WAHI k 上 的 9 维 阿 贝尔 簇 , m 为 正 整数 使 得 eh(k) 1n. 
(VIL1.2.14) 有 一 个 同 构 


xm 


An : (Z/nZy* = X[n] (4) 


由 引 理 1 可 见 , 如 果 对 X. 加 上 这 样 一 个 固定 的 同 构 As (n > 3). 则 可 以 
避免 PGLm+1yz 的 作用 的 非 平凡 安定 子 。 因 此 我 们 定义 


定义 1. 对 任意 正 整 数 n, 一 个 相对 维 数 g 的 阿 贝 尔 概 形 X. 一 5 的 一 个 标 
高 n- 结构 (level n-structure) 是 指 一 个 有 限 群 概 形 同 构 An : (Z/nZ)g 一 
X [n] (如 果 存 在 的 话 )。 


引 理 1 立 得 


推论 3. 设 X 为 诺 特 连通 概 形 S 上 相对 维 数 9 的 阿 贝尔 概 形 , 带 有 一 个 
标高 六 结构 An (n > 3)。 则 对 任意 正 整数 m 及 给 定 的 零 截 口 9 — Pr, 
desti oM 


C-BIHEON X 一 PS) 一 {W 5- 阿 贝尔 子 概 形 X' C PS 带 有 标高 
结构 An 使 得 (X, An) S (X, 和 An)} 


对 任意 诺 特 概 形 S it 9Soas(8) 为 所 有 BoalS) 中 的 元 连同 一 个 标 
高 六 结构 组 成 的 集合 , 易 见 这 给 出 Gcp 上 的 一 个 预 层 Boano 注意 一 个 
阿 贝尔 概 形 X 一 S 的 一 个 标高 n- 结 构 等 价 于 29 个 截 口 s :5S — X 
(1 < i « 29), 满足 条 件 nsi =0 (1« i« 29) & X[n] C {si,…,s2g} (所 有 
Z- 线 性 组 合 35. nis; (0 < ni, nag < n) 给 出 的 XX 的 闭 子 概 形 )。 故 由 
定理 IV.2.2.ii) 和 推论 1 得 


命题 2. 对 任意 g don > 0, 存在 Ho 的 一 个 名 -平坦 局 部 闭 子 概 形 Bg.an 
代表 Sch 上 的 预 层 Boan, 其 上 的 泛 阿 贝尔 驴 为 


1 — 29+1 39d—1 
Bon = Haa Xn Boyan CP X Byamn (5) 


泛 极 化 为 B84。 一 360s， MEE RS -结构 Anpan MJA 29 A Ed 
g.d,n 
H Bos 一 B d 给 出 。 
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注意 若 素数 pln, W Baan 没有 特征 Pp 的 点 。 

B X HRA k ER g 维 阿 贝尔 簇 , 带 有 一 个 d? 次 极 化 $= óc 
和 一 个 标高 -结构 (n 3)。 由 推论 1 可 知 , X 到 Px 的 不 同 柑 入 对 应 于 
Bgam D k 的 不 同 闭 点 , 故 投射 qn : U 一 Bo,an D k AERE (U 如 上 所 述 )。 
令 UVU'=im(qn) SU, W PCs iy WHF U’ E, RAIE U FREH 
致 。 故 U'/PGm+1/k 8 U/PGm+1/k S Veo 


4. MAE Tr i DJ NR ZR f B AR E E) 


Wi V H Baan 的 一 个 连通 分 支 (n 2 3), X A V. ERNZEN REJE o 
则 泛 极 化 bv —1óo,.ü0):X — Ê. 注意 Ox (1) 由 泛 嵌 入 X 一 PP 给 出 ， 
而 Aspan 的 限制 给 出 ( 泛 ) 标高 nAi Av : (Z/nZ) > Xn]. 

4 pv 为 PGLm+iz 在 P” 上 的 作用 所 诱导 的 在 Beas 上 的 作 
JH. 则 由 推论 3 dup VL1.8 可 见 V 是 pv- 半 稳定 的 , 故 存在 儿 何 泛 商 
V/PGLa d ijz. & W =V xn, an Bilan; 则 PGLm+1yz ŒW 上 的 诱导 作 
用 与 pv 相 容 , 而 由 W — V. 的 忠实 平坦 性 可 见 W 也 是 PGLm+1yz- 半 稳 
定 的 , 故 存在 儿 何 泛 商 W/PGLm41yz。 由 于 PGLm+1/2 在 Bl an Eft 
用 为 阿 贝 尔 概 形 的 同 构 作 用 , 投射 W/PGLm+iyz 一 V/PGLm+1/z 具有 
诱导 的 阿 贝 尔 概 形 结构 。 由 W — VEAR Dn] PGL,, iz 在 W 上 的 作 
用 可 以 提升 到 Vw(Ow(1)) E, 故 存在 几何 泛 商 Vw (Ow (10))/ PG iz, 
它 是 W/PGLm+1yz 上 的 直线 从 , 从 而 给 出 W/PGLm+1yz 的 一 个 极 化 ， 
其 次 数 显 然 为 d^. Web. 易 见 Av 诱导 W/PGLsaaz 的 一 个 标高 n-i 
构 。 总 之 有 


命题 3. 对 任意 gd > 0 和 n 2 3, PGLmyyz 在 Byam 和 Blan 
上 的 诱导 作用 均 有 泛 儿 何 商 ， 商 均 为 有 限 型 平坦 Z-MOÉ. HO Clan = 
Bl an/ PGLm+1/L 为 Cgamn = jan/ PGLm+1/z 上 的 阿 贝 尔 概 形 。 此 外 ， 
E Co as 上 有 一 个 可 逆 层 Coa 使 其 在 Bian 上 的 拉 回 同 构 于 Opi 。, (1)， 
而 eu。 = 区 cssn 为 986.a., 所 诱导 的 CL an 的 一 个 d? VOR As. 
诱导 Clan 的 一 个 标高 n- MI 和 cs， 由 后 29 ARO Coan 一 Chan 
给 出 。 
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为 了 得 到 极 化 标高 阿 贝 尔 簇 的 模 空 间 , 我 们 需要 将 对 应 于 同一 个 极 
化 的 所 有 可 逆 层 等 同 起 来 , 这 就 需要 对 Coan 和 Ch an 再 做 一 次 商 。 
W Y = B! gn XBo.an Ê! an 上 的 可 道 层 


£ = priOs; (1) Boy Psy, jas 0 


注意 Osi (0) 由 一 个 截 口 5 : Boan 一 Pic(Boun/Boan) 给 出 。 可 取 
Pic(B} an/Boan) 的 有 限 多 个 连通 分 支 的 并 Va 使 得 《 经 过 Va 且 有 同 构 
v: Bias > Va (为 《给 出 的 平移 ), 从 而 


(dps |. Xo.an V)" Pie(B5 a / Baa )ls v, S Blan) (2) 


9,d,n Bg, d.n 


È s0, sm 为 HY (PZ, Oep (1)) SZH! 的 一 组 由 生成 元 , 则 它们 也 可 看 
M: H? (B; am Opi. (1) 的 生成 元 ,通过 pri 也 可 看 作 Ho(Y, Ov (1) 的 生 
成 元 。 另 一 方面 , pr*C 是 局 部 自由 层 , 可 取 其 局 部 生成 元 to,…,tm 使 得 
(v7! oQ)*t; = s; (0 < i < m), 这 样 to0,…,tm 就 唯一 确定 了 且 为 整体 截 
口 。 由 fo sts 给 出 一 个 闭 柑 入 一 PP x Bl an 而 由 命题 3 可 见 这 诱 
FAAA q: Bl an 一 Boano 

由 定理 VI2.1 和 命题 2 可 见 (Blass Lto,- tm) 代表 Sch 上 的 预 层 


S (Xi, X2 € $86. an (S)|[Ox, (1)] = [Ox(1)]} 


由 此 易 见 (pr1,9) : Bla, 一 Boan X Bgam 为 闭 嵌 入 , 且 给 出 Bogan 在 
Z 上 的 一 个 等 价 关 系 。 注意 PGLo az 在 Blan 上 的 诱导 作用 与 其 在 
Byam 上 的 诱导 作用 相 容 , 可 见 B1 uu / PGLa daz S Clau 给 出 Coan 在 
Z 上 的 一 个 等 价 关 系 W, 且 投 射 pri : W 一 Coan 是 平坦 相对 射影 的 。 
由 Êl an — Boa X Boa HARAT JIL (pri, pra) : W 一 Cyan X Con 
为 闭 嵌 入 。 故 由 引 理 V.2.1 可 知 存在 泛 儿 何 商 Agan = Cyan/W。 

类 似 地 , B! an xuan Blas A Blan 在 马上 的 一 个 等 价 关系 , 它 
诱导 Clan 在 马上 的 一 个 等 价 关 系 YI. HE. pri: W! 一 Clan 是 
平坦 相对 射影 的 , (pri, pro) : W! > C54, X Chan 为 闭 嵌 入 。 故 由 引 理 
V.2.1 存在 泛 几 何 商 Xoan = Cian/W!。 此外, DIL Ch an 一 Cowan 的 阿 
贝尔 概 形 结构 诱导 Xoan 一 Aga 的 一 个 阿 贝 尔 概 形 结构 , coan 诱导 
Xoan 的 一 个 d? 次 极 化 an; 而 Ac, us 诱导 Xoan 的 一 个 标高 -结构 


Àg,d;n o 
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对 任意 诺 特 概 形 S 记 9,09) 为 所 有 三 素 组 (X, 9, 入 ) 的 等 价 类 的 
tfr dO X 为 相对 维 数 g 的 5- 阿 贝尔 概 形 , o A X 的 2 次 极 化 ,入 为 
X 的 标高 结构。 显然 这 定义 了 Sch 上 的 一 个 预 层 905a. 


引 理 2. 设 X A 5- 阿 贝尔 概 形 。 则 六 的 一 个 极 化 典范 等 价 于 Pic(X/8) 
中 的 一 个 对 应 于 相对 丰富 层 的 X-BOT 。 


iE. 设 风 为 和 的 一 个 极 化 , 则 由 定义 (定义 VIE2.1) 有 一 个 忠实 平坦 
dA TSEXxsT 上 的 一 个 T- 相 对 丰富 可 逆 层 C 使 得 we = 
$ xs idr。 不 难 约 化 到 了 是 有 限 型 连通 5- 概 形 的 情形 。 由 Pic(X/S) 的 
泛 性 有 一 个 5- 态 射 :了 一 Pic(X/5) 4818 L & (idx x 了)*Pxjs, 这 给 
出 pro : Pic(X/5) xs 了 工 一 了 的 一 个 截 口 打 = (f,idr)。 由 fr 给 出 的 
平移 为 Pic(X/5) xs T > T A TAE H, EE X xs T mes 
Pic(X/5) xs 了 一 全 的 一 个 连通 分 支 Vy。 由 平坦 性 可 见 U = pri(Vy) C 
Pic(X/S) 为 Pic(X/S) 的 连通 开 子 概 形 。 令 Vo C Pic(X/S) 为 包含 U 
的 连通 分 支 , 并 简 记 Lo = Pxys|xxsw。 易 见 Pic(X/S) 的 一 个 儿 何 点 s 
满足 óc. = Ps 当 且 仅 当 s 是 U 的 几何 点 。 另 一 方 而 , 考虑 Bz。 和 
$ x s idv, 的 图 , 由 推论 IV.2.3 可见 Weslx =s 为 闭 条 件 , MCU 是 Vi 的 
闭 子 集 。 这 说 明 U = Ve, 从 而 由 Vj 一 S 忠实 平坦 可 见 Va 一 S 忠实 平 
坦 。 由 此 还 可 见 Vo xs T = Vr, t X E Vo KEETE, 从 而 Vo 是 
XT. 

反之 , 设 VC Pic(X/5) 为 一 个 对 应 于 相对 丰富 层 的 广 - 挠 子 。 由 
X 一 S 具有 几何 整 纤维 可 见 X xs V 是 连通 的 。 令 T = V. 则 由 上 
所 述 可 见 X xs T 同 构 于 Pic(X/S) xs T 的 一 个 连通 分 支 WW。 由 所 设 
PxxsT/TIxxsw 是 WW- 相 对 丰富 的 , 故 给 出 一 个 极 化 pw : X xs W 一 
X xs W。 dx X xs T ÆW 上 的 作用 保持 Bw, 故 诱导 一 个 极 化 $r : 
XxsT 5 X xsT. Hh X ET RREH or R T/X & S 可 见 有 
FIR: XÅ., 

EGRE 9 Va WAM X 的 极 化 与 Pic(X/5) 中 的 对 应 于 相对 丰富 层 
的 关 - 搁 子 之 间 的 典范 一 一 对 应 。 证 毕 。 


定理 1. 对 任意 g,d 5 0 F n 2 3, Agan H Agan 代表 , 其 上 的 泛 阿 贝尔 
概 形 为 Ngamn 连同 其 泛 极 化 Pq,an 和 泛 标 高 -结构 Ag, dne 此 外 Agan 


443 


群 概 形 及 其 作用 论 


E LZ 上 是 平坦 拟 射影 的 。 


证 . 设 5 为 连通 诺 特 概 形 , (X.0.3) € 9,4, S). HII 2 可 知 少 对 应 于 
一 个 X-Bef Vs C Pic(X/8). 4 Y, = X xs Va, £o = Pjs|y,。 由 命题 
VII.2.6 可 知 Cs 是 你- 相对 极 丰富 的 , H. E = pro. £o 为 秩 39d 局 部 自由 的 。 
设 在 开 子 概 形 U C Vs 上 有 截 口 to,…,tm 生成 Cs(D), 则 它们 给 出 一 个 
BRA i: X XxsU 一 Pm xU, 由 命题 3 可 见 i 连 同 (0,2) 诱导 一 个 态 身 
U — Byam, 易 见 它 与 投射 Beas > Coan KERAN KAEN U —> Cyan 
与 t0,…,tm 的 选择 无 关 。 由 U 的 任意 性 , 这 给 出 一 个 态 射 Vo 一 Cyan， 
它 与 投射 Coan 一 Agan 的 合成 给 出 一 个 态 射 f: Vo 一 Agano 注意 极 
化 Ce 仅 与 数值 类 [Cs] 有 关 , 而 Vo 为 六- 挠 子 , 可 见 了 与 文 的 作用 相 容 ， 
从 而 诱导 一 个 态 射 3 兰 你/ 总 一 4oan。 易 见 这 个 态 射 的 唯一 性 。 

上 述 构造 过 程 还 可 见 Xa 连同 其 泛 极 化 和 泛 标高 n- 结 构 在 5 上 
的 拉 回 等 价 于 (X,9, 入 。 这 说 明 905.45. M Agan 代表 。 证 毕 。 


注 1， 上 面 的 讨论 (特别 是 引 理 2) 有 助 于 理解 极 化 在 高 维 阿 贝 尔 簇 的 
分 类 中 的 必要 性 。 对 于 一 般 的 阿 贝 尔 概 形 X 一 S, Pic(X/5) 的 连通 分 
支 未 必 都 是 坊 - 除 子 。 芳 要 得 到 不 带 极 化 的 阿 贝 尔 徐 的 模 空 间 , 就 需要 将 
Pic(X/5) 中 的 连通 分 支 都 等 同 起 来 , 但 这 样 一 般 得 不 到 一 个 有 适当 几何 
结构 (甚至 仅仅 是 适当 拓扑 结构 ) 的 商 空间 。 对 这 个 问题 还 可 参看 [LO, 
80.3]. 


5. TRAE BS N ZR f BUT TES S zE [8] 


VESOSEE SOR k 使 得 ch(c)|n, Agan 没有 k-i, 故 可 将 Agan 看 作 
Z[]- 概 形 。 若 S 是 Z[]- 概 形 而 X 是 相对 维 数 9 的 5- 阿 贝尔 概 形 使 得 
X[n] S (Z/nZ)2?, 则 X 的 任 两 个 的 标高 六 结构 相差 (Z/nZ)?9 的 一 个 
自 同 构 , 即 一 个 GL2g(Z/nZ) 的 元 。 对 任意 in 记 $i(n) = |IGL(Z/nZ)|, 
则 X 共有 b(n) 个 互 不 相同 的 标高 六 结构 。 不 难 计算 9i(n): F n= 
DT Dis (Pp1,…,ps 为 不 同 的 素数 ), WA 


oi(n) = éipr) ép?) (1) 
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而 对 任 一 素数 p 及 任意 正 整数 7 有 
dup) = pTD/2p— T) (p? — 1) -- - (p! — 1) (2) 


(习题 1)。 

di n[m, 则 一 个 标高 m- 结 构 给 出 一 个 确定 的 标高 福 结构 , 故 由 抽象 
废话 有 典范 投射 Pm,n : Agam 一 Agano d$ S 是 Z|[ 去 ]- 概 形 而 是 相 
对 维 数 g 的 5- 阿 贝尔 概 形 使 得 X [m] S (Z/mZ)22, 则 由 上 所 述 可 见 X 
的 一 个 标高 -结构 可 以 扩展 为 82g(m)/92g(n) ( 即 投射 GL2g(Z/m2Z) 一 
GL2g(Z/nZ) 的 次 数 ) 个 互 不 相同 的 标高 m- 结 构 , 这 说 明 pss 是 有 限 平 
ERI, He ZIE] 上 的 次 数 为 $2g(m)/ 92g(n)。 

设 m,n > 2 为 互 素 的 整数 , 则 易 见 一 个 标高 mr- 结构 等 价 于 一 个 标 
高 mi- 结构 连同 一 个 标高 -结构 , 从 而 在 Ag,d,m X Ag,d,m X Again X Agan 
中 有 


Agamn 96a cam Ag. dmn X Ag. dn Ag. dmn (3) 
= Ag,d,mn Ao dun Ag. dmn X Ag dm Ag. dmn 

因为 二 者 都 代表 预 层 

S (S E M g 的 阿 贝尔 概 形 , 带 有 d? 次 极 化 和 两 个 标高 m- 结 构 
与 两 个 标高 mn- 结构} 
TÀI 定理 V.24 可 知 Pmn,m 和 Pmn,n 有 一 个 推出 Tmno 

Xt 3 为 Ziil 上 的 诺 特 概 形 , X 为 S EGR g 的 阿 贝尔 概 形 , 带 
有 P 次 极 化 。 我 们 可 取 有 限 平展 覆盖 em: Sm 一 S (en : Sn 一 S) 使 得 
X Xs Sm 有 标高 mm- 结构 (X Xs Sn 有 标高 m- 结 构 )。 令 Smn = Sm Xs Sn, 
则 在 X xs Sms 有 诱导 的 标高 m- 结 构 和 标高 n-ESJ. 两 者 合 起 来 给 出 一 
个 标高 ?nm- 结 构 。 记 qi: Smm > Sm 和 qo : Smn > Sn 为 投射 , 则 由 命 
题 V.11 可 知 3 是 gl 和 ga 的 推出 。 由 抽象 废话 有 诱导 态 射 fm : Sm 一 
Aso, m 9 Z [zo]; fn : Sn 一 Agda nD Ziz] 和 fmn : Smn 一 Ag, d mn SZ [Ls], 
满足 


Pmn,m o fmn = fm oq , Pmn,n o fmn = fn 9 go (4) 


故 有 诱导 态 射 S 一 Trmn。 
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d; TOW UER HGRÉ 91 : Agam 9 Zi] > T. go: Agan 9 
Z|] >T 满足 gı 9 Pmn,m = 92 O Pmn,n: 则 有 交换 网 


q2 
Smn 一 一 Sn 


IE Ip (5) 
S g10fm T 
Acti E35 58 S 一 了 。 这 说 明 在 Z(L AE E HE JA TRUE 
Aga: S (S 上 亏 格 g 的 阿 贝尔 概 形 , 带 有 d? 次 极 化 } 
到 工 的 自然 变换 。 由 此 可 见 Tmn 是 Z[ 去 ] 上 的 d? 次 极 化 阿 贝 尔 簇 的 粗 
糙 模 空间 。 取 不 同 的 大 于 2 的 互 素 整数 对 (m,n), 由 粗糙 模 空 间 的 泛 性 
可 见 所 有 Tus 相互 粘 合 给 出 马上 的 d? 次 极 化 阿 贝 尔 簇 的 粗糙 模 空间 ， 
记 为 Aga,l 或 Agde 
同 理 可 以 证 明 Aga 有 一 个 粗糙 模 空 间 .4o,uwa。 总 之 有 


推论 4. 对 任意 g. d. n > 0, Ugan 有 粗糙 模 概 形 Agan, 26 n 2 3 时 它 是 
精细 模 概 形 。 此 外 , 对 任意 nim 有 上 典范 投射 Pm,n : Adm 一 Again, HX} 
任意 三 个 两 两 互 素 的 正 整 数 m,n,7 有 交换 网 
Ag,d,mnr Penner, Aganr ® Zi] 
[m |" (6) 
Agamr SZ] — Aar D Zll 
它 既 是 拉 回 义 是 泛 儿 何 推出 。 


例 1. 设 S=SpecR, 其 中 民 为 诺 特 局 部 Z[ 直 -代数 ,而 7: 马 一 5 为 椭圆 
线 族 。 则 7 的 零 截 口 o: 5 一 已 可 以 看 作 一 个 工 次 5 有 效 除 子 D. hi 
JH VIL2.7 可 知 3D 是 极 丰 富 的 且 H9 (E, Og (3D)) S R?, 从 而 给 出 闭 霸 入 
E >P}, t S 9 P jp BR] ADHERE SUR ig H(E;Og(iD)) S Ri, 
"uH Z E€ H? (E; Og(D), X € H?(E,Og (2D)), Ye H?(E,Og(3D)) 
使 得 H*(E,Og(2D)) 由 Z?, X 生成 , ifj H*(E,Og(3D)) 由 Z’, XZ, Y tk 
Wa Hip Z29,24X, 23Y, ZX, ZXY, X3 Y? € H?(E, Og (6D)) 而 
H?(E,Og(6D)) 兰 R6, 可 取 不 全 在 R 的 极 大 理想 中 的 c1,.…,cr € R 使 得 


c126 + oZ X cea Z?Y + cI X? E egZXY eX? Y? 20. (7) 
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适当 作 线 性 变换 可 将 (7) 简化 为 形 如 
Y? 一 X(aX2 十 DX2Z2 + cZ^) (8) 


如 果 除 o 外 还 给 出 7 的 另 一 个 截 口 S 一 五 , 则 还 可 以 将 (8) 进一步 简化 
为 形 如 
Y?- x(x - P(X — AZ?) (9) 


本 


的 光滑 性 可 知 入 和 入 一 1 为 单位 。 这样 E 的 广 不 变量 就 是 
28(A2 — A+ 1)? 

和 2( 入 一 1)2 
KARHI 4, 1— A, 1— 1, 二 或 Au 均 不 改变 六 不 变量 , 从 而 不 改变 其 
所 对 应 的 椭 贺 曲线 的 同 构 类 。 
此 可 见 Ara S A! (其 中 Al 可 以 看 作 j- 不 变量 的 空间 ) 不 是 精细 
模 空间 , 即 不 存在 泛 椭圆 曲线 艇 7 :6 一 Ai RIRA, h EIRT 
对 任意 代数 闭 域 k, 存在 E@K 在 41@A 上 的 6 个 纤维 对 应 于 相互 同 
构 的 椭圆 曲线 , 与 精细 模 空 间 的 定义 矛盾 。 


j(E/S) = (10) 


ik 2. 由 模 空 间 的 解析 理论 ( 见 1.1) 可 见 
dim(Ayan & C) = eo D a1) 
故 Agan 在 马上 的 相对 维 数 为 299. AET I Aga DC 作为 复 解 
析 空 间 的 每 个 连通 分 支 对 应 于 一 个 类 型 , 即 一 组 正 整数 eleal- leg 使 得 
于 Aga D C 作为 复 解析 空间 的 一 个 连通 分 支 也 是 其 作 
为 C- 概 形 的 连通 分 支 , 且 易 见 这 些 连 通 分 支 都 是 不 可 约 的 , 故 Aga o C 
的 连通 分 支 即 不 可 约 分 支 与 类 型 一 一 对 应 。 再 由 Asa 在 马上 平坦 可 见 
Asa 的 不 可 约 分 支 与 类 型 一 一 对 应 。 特 别 地 Ao,1 是 不 可 约 的 。 
不 难 验 证 Agan 在 马上 都 不 是 射影 的 , 这 样 就 有 一 个 (自然 的 ) 紧 致 
化 问题 。 经 过 很 多 学 者 多 年 的 探索 , 最 终 确定 半 阿 贝尔 徐 有 模 空间 且 为 
射影 的 , 故 可 将 半 阿 贝尔 簇 的 模 空 间 看 作 Agan 的 自然 紧 致 化 ( 称 为 德 
利 涅 - 芒 福 德 紧 致 化 )。 
对 任 一 素数 p, Agan Q Fp 可 以 看 作 特征 p HERE HB N RAK 
一 个 模 空 间 ， 其 维 数 也 是 时。 而 Asan e Fp 的 结构 其 为 复杂 。 由 


Bina — d, 


m 
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(VIL1.2.15) 可 知 对 任意 特征 p 的 代数 闭 域 上 上 的 9 维 阿 贝尔 簇 X 有 
X[pr]ea S (Z/pZ)'*, Mop 0 € rx € ge HTAR 0 <r € g, 易 见 满足 
rx <r fü E VER X AN Agan SF, 的 一 个 闭 子 集 (习题 人 ,可 以 
证 明 它 的 每 个 连通 分 支 是 99D Hr 维 的 。 这 些 闭 子 集 给 出 Asus Fp 
的 一 个 “分 层 ”。 通过 牛顿 折线 可 以 给 出 更 精细 的 分 层 。 
例 VIILS.1 可 知 , 一 个 9 维 阿 贝尔 艇 XX 的 牛顿 折线 NP(X) 是 连结 
(0,0) 和 (2g,g) 的 具有 对 称 性 的 凸 折线 。 设 a, B 为 9 维 阿 贝 尔 簇 的 牛顿 
折线 , F a 的 位 置 完 全 在 8 的 上 方 (包括 BA), 则 记 a > 8。 对 任 一 
o, 易 见 满足 NP(X) > a HARRER X A Asan F, 的 一 个 闭 
子 集 Sounma (习题 5), 这 些 闭 子 集 构成 Agan 9 Ep 的 所 谓 “ 和 牛顿 折线 分 
B”. 

对 任 一 a, 4 h(a) 为 牛顿 折线 链 a = ao Z o1 X … 的 最 大 长 度 , 不 
难 验证 它 与 极 大 牛顿 折线 链 的 选取 无 关 (习题 6)。 可 以 证 明 当 d = 1 时， 
Soina 的 每 个 连通 分 支 是 2G. - ha) 维 的 , 上 且 对 每 个 8 > a, 存在 
Saina 的 点 代表 一 个 阿 贝尔 筷 X 使 得 NP(X) = 8 ( 见 [dJO])。 特 别 地 ， 
F o 为 超 奇 牛顿 折线 ( 即 连结 (0,0) 和 (2g. g) 的 线段 ), W Sorna 的 每 
个 连通 分 支 是 [27] 维 的 ( 见 [LO, Theorem 4.9])。 


习题 
1. 证 明 公 式 (5.1) 和 (5.2)。 


2. 设 S 为 了- 概 形 。 一 个 5- 阿 贝尔 概 形 X 称 为 超 特 殊 的 (superspecial)， 
如 果 Vx[r]ys = 0。 证 明 : 

i) 对 任意 gd. m > 0, 存在 9 HE d? 次 极 化 带 有 标高 六 结构 的 超 特殊 
阿 贝尔 艇 的 粗糙 模 空 间 AFanp; 它 可 以 嵌入 Agan @ Fp 作为 团子 概 形 ， 
H n z 3 时 为 精细 模 空 间 。 

ii) 每 个 A anp 是 有 限 平 展 Fp- 概 形 。 

iii) (Ogus) 若 5 是 整 概 形 , 则 对 任意 超 特殊 的 5- 阿 贝尔 概 形 X 存 
在 一 个 有 限 域 Fa D Fp 及 一 个 FERAM N RE Xo, IE X 8 F S 
Xo xr, (S & F4). 
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3. 设 5 为 Fj- 概 形 , X 一 5 为 相对 维 数 g 的 阿 贝 尔 概 形 , f 29 X 的 有 限 
BARH. WE flx] — idx 则 了 =idx。 


4. 设 p 为 素数 。 证 明 对 任意 0<7<g, WE rx <r 的 所 有 阿 贝 尔 徐 X 
给 出 Agan O Fp 的 一 个 察 里 斯 基 闭 子 集 。 


5. 设 a 为 特征 p > 0 的 域 上 的 9 维 阿 贝 尔 徐 的 牛顿 折线 。 证 明 满 足 
NP(X) > a KHAM NIKE X 给 出 Agan @ Fy 的 一 个 察 里 斯 基 闭 子 


6. 设 a 为 特征 p > 0 的 域 上 的 9 维 阿 贝尔 徐 的 牛顿 折线 ,为 平常 
阿 贝 尔 艇 的 牛顿 折线 ( 即 顺 次 连结 (0,0), (g,0) 和 (29,9) 的 折线 ), 令 m 
为 a 和 6 之 间 的 整 点 个 数 (不 包括 a 的 整 点 但 包括 B 上 的 整 点 ) n ON 
a 和 BF 之 间 的 在 直线 zx = g 上 的 整 点 个 数 。 证 明 任 一 极 大 牛顿 折线 链 


第 2 节 一 些 其 他 的 模 空间 


1. 曲线 的 模 空间 


设 7:C 一 9 为 诺 特 概 形 S L4 9 的 光滑 相对 射影 (连通 ) 曲线 
Me, 带 有 T 的 一 个 截 口 书 ( 看 作 C 的 一 个 1 次 3- 有 效 除 子 )。 则 Oc(P) 给 
出 一 个 典范 S-A} Jaccys : C — Pic (C/S). d; g > 0, 则 由 命题 VI.4.1 
可 见 Jaccvs 的 5- 纤维 都 是 财 嵌 入 , 从 而 由 中 山 正 引 理 可 见 Jaccys 是 闭 
IX. 

为 方便 起 见 我 们 用 下 列 术 语 : 一 个 n 次 3- 有效 除 子 D CCo 8 
3i 89, 如 果 存 在 T RO Pi- Ps WE D — Pi co Pa, B Pi,- Ps 
在 每 个 闭 点 se 3 的 纤维 互 不 相同 。 注 意 除 子 D EGER Pi. Po 的 次 
序 无 关 , 可 见 有 C”/Sn (其 中 6, 在 C"” 上 的 作用 为 署 换 因子 ) 的 一 个 开 
子 概 形 U 代表 Schs 上 的 预 层 

T — (€ xsT 中 的 nn 次 离散 7T- 有 效 除 子 } 


这 诱导 一 个 5- 态 射 U 一 Div'(C/S), d; n = g, W P 给 出 的 投射 
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Div"'(C/S) 一 Pid (C/S) 在 Di9(C/S) 的 一 个 S-E KPH HF TEE 
上 的 限制 为 同 构 。 故 由 抽象 废话 可 见 诱 导 态 射 U 一 Pid (C/S) 给 出 U 
的 一 个 5- 忠 实 平 坦 开 子 概 形 与 Pic0(CVS) 的 一 个 开 子 概 形 的 同 构 。 再 由 
引 理 1.1.6.3) 可 见 Pic? (C/S) 在 S 上 平坦 , 从 而 为 阿 贝 尔 概 形 。 我 们 称 
Pic (C/S) 连同 Jaccys X C 的 雅克 比 概 形 , 记 为 Jac(C/5)。 

令 Z C Ja«C/S) H P xs C*-! 在 投射 C? 一 Pi®(C/S) = 

Jac(C/S) 下 的 像 , 则 由 命题 VILA.1 和 推论 VILA.3 可 见 Z 为 3S- 有 效 除 子 ， 
H. Oyac(cys)(2) 给 出 7ac(CVS) 的 一 个 主 极 化 %cys。 我 们 下 面 来 说 明 ， 
(Jac(C/S),óc,s) 在 5- 同 构 之 下 唯一 决定 C。 简 记 A = Jac(C/5S)。 当 
g —0 Iff r.OcCP) 给 出 C d S PE (eit Ip EA. 而 当 9=1 时 C 兰 4, 故 
以 下 只 需 考 虑 g > 1 的 情形 。 
引 理 1.2 在 Pic(A/S) 中 有 一 个 ÂT V 对 应 于 css 4 L 
为 Pays 在 AxsV 上 的 限制 。 由 推论 VI.2.2.vii) 可 见 prol 是 秩 工 局 
部 自由 的 ,， 从 而 给 出 一 个 V- 有 效 除 子 Z C AxsV.- SEH f:X-— 
Zxy i xyZ — AT xg V 3 


(Z1, 2g) œ (pri(z1), Pri(z1) + pri(22),..., pri(21) + pri(zg—1), pr2(21)) 

(1) 

由 命题 VIL.4.1.i) 可 见 pro, 40 f :和 一 49 -2xsTY 是 满 态 射 , 且 存 在 稠密 
开 子 概 形 U C A? xs V 使 得 有 同 构 

X XxAs-2x5v USC xsU (2) 

由 此 可 见 通过 A7? xs Â dp AT? xs V. 上 的 平移 作用 可 将 (2) 的 左边 扩 

张 成 A97? xs V 上 的 一 个 曲线 族 C, H 49-2 xs À dg AT? xs V. 上 的 平 

移 作用 可 以 提升 到 C 上 , 故 C 关 C/(49-2 xs Â). MZA 


命题 1.4 0:C 一 S 为 诺 特 概 形 S. 上 亏 格 9 的 光滑 相对 射影 (连通 ) 1 
线 族 , 带 有 7 的 一 个 截 口 。 则 

i) Jac(C/5) := Pic (C/S) 为 亏 格 g 的 5- 阿 贝尔 概 形 。 

i) 的 一 个 截 口 诱导 的 态 射 Co-1 一 Pic?(C/5) 的 像 2 为 5- 有 效 
除 子 , 而 beys = Óos. eis (2) 为 Tac(CVS) 的 主 极 化 , AI T HIERD 
选择 无 关 。 

iii) (Jac(C/S), ġc/s) 在 5- 同 构 之 下 唯一 决定 C. 


450 


第 XI 章 ” 阿 贝尔 得 的 模 空间 与 曲线 的 模 空间 


托 莱 里 定理 (推论 V4.3) 启发 我 们 将 亏 格 9 的 曲线 的 横 空 间作 为 
Agi 的 子 空间 而 建立 起 来 。 


引 理 1. 设 S 为 诺 特 概 形 , ALB H S 上 的 两 个 相对 维 数 9 且 带 有 d? 次 
极 化 的 阿 贝尔 概 形 。 则 存在 S 的 一 个 闭 子 概 形 W 代表 Sch 上 的 预 层 


T 5 (f € Mor(T, 5)| 存 在 极 化 阿 贝尔 概 形 的 同 构 A xí T =B xy 了 T} 


证 . pa un :3 > Asa 分 别 为 ALB SHIT . LS 有 一 
个 极 大 闭 子 概 形 W 使 得 Jalw = Nalw。 由 抽象 废话 立 见 W 的 泛 性 。 
证 毕 。 


对 一 个 整数 n>3 简 记 An m Asus Xn 二 ,ln。 4 Va X Pic(Xn/An) 
中 对 应 于 泛 主 极 化 boin 的 X- 挠 子 , C = Px ja |xxawv。 则 由 推论 
VIL2.2.vii) 和 命题 L3.1 可 见 prol 是 秩 1 局 部 自由 的 , 从 而 给 出 一 个 
V-A ART Za C Xn xA, Va. Ht (1) EXEM fn : Ya = Zaxv, ^7 
Xv, Zn — X87! XA, Vn, 并 令 qn = pro..90 f : Yn > X87? xA, Vn。 由 平 
坦 分 层 不 难 验证 存在 An 的 一 个 极 大 闭 子 概 形 B 使 得 qn x AL idp, : Y,x 
An Bn — X37? x 4, Va X A, Bn 是 忠实 平坦 的 。 令 Ui, C X8 2 x A, Va XA, Bn 
为 极 大 开 子 概 形 使 得 qs xA, idg, 在 Un 上 的 限制 为 亏 格 g 的 光滑 曲线 
族 , 简 记 这 个 曲线 族 为 Cn。 由 命题 1 可 知 Jac(Cs/Us) 为 Un 上 的 主 极 
化 阿 贝尔 概 形 , 从 而 由 引 理 1 可 知 有 Un 的 一 个 极 大 闭 子 概 形 Wi 使 得 
Jace(C,/U,) 与 Y, 在 Wn 上 的 限制 (作为 主 极 化 阿 贝 尔 概 形 ) 相互 同 
构 。 由 抽象 废话 不 难 验 证 存在 Gn = X97 x4, X, xA, Bn 在 Un 上 的 
一 个 作用 , 且 该 作用 可 以 提升 到 Cu。 由 引 理 V.2.1 即 可 见 存 在 泛 儿 何 商 
Mas = Un/Gn 和 Con = Cn/Gn, 其 中 Man 可 看 作 An 的 局 部 闭 子 概 
JÉ, 且 投 射 Con 一 Mom HGR g 的 光滑 相对 射影 曲线 族 。 

对 任意 两 个 互 素 的 整数 m,n > 3, 由 抽象 废话 有 投射 Mon 一 
Msn B Zil 和 Man 一 Maa B Z( LI], 上 且 仿照 推论 41 的 讨论 可 
见 这 两 个 投射 有 泛 几 何 推出 Toss 所 有 Tmn 烙 合 起 来 给 出 一 个 ZAE 
Ms, 它 可 以 看 作 Ag 的 局 部 闭 子 概 形 。 


定理 1. 概 形 Ma HGR 9 的 光滑 射影 曲线 的 粗粮 模 概 形 。 
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证 . 设 r:C 一 3 为 诺 特 概 形 S EGR g 的 光滑 相对 射影 曲线 族 , 带 有 
7 的 一 个 截 口 已 。 则 由 命题 1 可 知 Jo = .Tac(CVS5) HGR g 的 5- 阿 贝 
尔 概 形 。 

为 简单 起 见 不 妨 设 S 为 Z[ 去 上]- 概 形 , 其 中 m,n > 3 为 互 素 的 整数 。 
推论 1.4 可 取 有 限 平 展 态 射 Sm > S (及 S. 一 S) 使 得 Jom = Jox 
Sm 有 标高 m- 结 构 (Joa = Jo xs Sn 有 标高 -结构 )。 令 Smn = Smx 
Sn, 则 这 两 个 标高 结构 给 出 Jo,mn = Je xs Sma 的 一 个 标高 mn- 结 构 。 
定理 1.1 可 知 Jom 诱导 一 个 态 射 Sm 一 Asus 而 由 上 述 构造 过 程 可 
见 它 经 过 Mom。 同 理 有 诱导 态 射 Sn 一 Maus 和 Sma 一 Momns 注意 
S 是 投射 Smn 一 Sm 与 Smn 一 Sn 的 推出 (命题 V.1.1), 由 推论 1.4 即 可 
见 有 诱导 态 射 4: 5 一 Ms. 

仿照 推论 1.4 的 讨论 即 可 证 明 My 的 泛 性 (习题 1)。 证 毕 。 


S 
5 
I 


注 1. 关于 Mo 的 性 质 已 有 很 多 深入 的 结果 , 例如 当 9 > 工时 它 在 乙 上 
的 相对 维 数 为 30 一 3 (参看 [M4, Theorem 5.11])。 


2. 希 尔 伯 特 - 布 卢 门 塔 尔 模 空间 和 PEL 模 空间 


在 IV.1.1 中 可 看 到 , 对 于 椭圆 曲线 常 考虑 “有 复 对 ”的 情形 , 即 有 特 
别 大 的 自 同 态 环 的 情形 。 对 高 维 的 阿 贝尔 徐 , 有 特别 大 的 自 同 态 环 的 情 
形 同 样 也 是 重要 的 课题 。 不 过 此 时 “有 复 乘 "的 说 法 不 很 合适 , 例如 一 条 
有 复 乘 的 椭圆 曲线 和 一 条 没有 复 乘 的 椭圆 曲线 的 直 积 , 其 实 一 般 是 不 作 
为 “有 复 乘 "考虑 的 对 象 。 较 好 的 术语 是 “有 足够 复 乘 "或 “CM RP, 指 的 是 
一 个 9 ÆW VAR X 的 自 同 态 环 有 一 个 秩 为 29 的 交换 子 环 (由 VI.3.3 
可 见 这 是 最 大 的 可 能 的 秩 )。 

设立 是 域 上 上 的 阿 贝 尔 簇 。 易 见 任意 f € End(X) 作用 于 Lie(X) 
上 , 因此 End(X) 作用 于 Lie(X) F, 若 取 定 Lie(X) 的 一 个 非 零 元 , 这 个 
作用 就 给 出 一 个 线性 空间 的 同 态 End(X) & k — Lie(X). 

取 定 一 个 g KAKPI FQ, $ OF FI. 考虑 所 有 有 
Or 作用 的 9 Æ NKE X (Bl End(X) 包含 同 构 于 OF 的 子 环 ) 的 分 
K, 详 言 之 , 对 任 一 域 忆 考虑 所 有 三 素 组 (X, o, 6), IP X A k KE gA 
[sf JL f. $ 为 全 的 次 极 化 ,6 : OF 一 End(X) 为 单 同 态 , 满足 相 容 
性 条 件 : 
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i) e KWE o 给 出 的 Rosati 对 合 am 871oGo9 下 保持 不 变 ; 

ii) e 诱导 有 线性 空间 的 同 构 OF 8k — Lie(X). 
定理 1.1 不 难 推出 , 这 样 的 三 素 组 有 一 个 粗粮 模 空 间 , 为 马上 的 拟 射影 
概 形 (习题 3), 称 为 一 个 希 尔 伯 特 布 卢 门 塔 尔 模 空间 (Hilbert-Blumenthal 
moduli Space), 

为 建立 精细 模 空 间 也 可 以 加 上 标高 结构 , 不 过 与 上 节 的 情形 有 上 所 不 
I]: 对 任意 整数 n, OF 作用 于 XX[n] 上 , 因此 X[n] 有 一 个 OF- 模 结构 , 所 
以 对 标高 n- 结 构 的 定义 , 我 们 一 般 是 先 固定 (Z/n2Z)?9 的 一 个 OF- 模 结构 
M, 再 定义 一 个 标高 -结构 为 一 个 Op- 模 同 构 X[n] —^ M. Webb n 可 以 
KA OF 的 一 个 理想 了 记 关 [站 为 了 中 所 有 元 的 核 的 交 , 固定 一 个 OF- 模 
M, E X. X 的 一 个 标高 天 结构 为 一 个 OF- 模 同 构 XI] —^ M。 这 样 定义 
的 标高 结构 比 上 节 的 定义 细致 。 对 极 化 也 不 一 定 是 固定 次 数 , 可 以 固定 
其 核 的 结构 , 这 样 的 要 求 也 比 只 对 次 数 的 要 求 更 细致 。 

对 任意 域 考 虑 所 有 四 素 组 (X,9,e, 入 ), Hh X A k ER g 维 阿 贝 
AA. oJ X 的 具有 给 定 核 结构 的 极 化 , €: OF 一 End(X) 为 满足 上 述 
两 个 条 件 的 单 同 态 , 入 为 一 个 标高 工 结构 , 满足 上 面 两 个 相 容 性 条 件 。 所 
有 这 样 的 四 素 组 有 一 个 粗糙 模 概 形 , 是 Z 上 的 拟 射 影 概 形 , Ho I 8E 
好 时 为 精细 模 概 形 。 

上 面 的 结构 还 没有 涉及 复 乘 ( 仅 涉 及 OF KRR) HIVER, 由 
VIL3.3 中 End(X) & Q 的 结构 分 类 , 可 取 其 中 一 个 类 型 的 Q@ 上 的 有 限 维 
单 代 数 D, 带 有 一 个 对 合 a a 4 FCD Hon. X D 的 一 个 极 大 
order O, 将 上 面 要 求 的 e eio rf ps] e: O — End(X), 并 将 相 容 性 条 件 
i) 改 为 

i!) 6o «(a) = (a) og 


对 这 样 的 三 素 组 (X. A. 6) 也 可 以 建立 模 概 形 , 称 为 PEL 模 空间 , 详情 与 
上 面 的 希 尔 伯 特 - 布 卢 门 塔 尔 模 空间 类 似 , 这 里 从 咯 。 


E 


习题 

1. 将 定理 1 的 证 明 的 细节 补充 完整 。 

2. 证 明 As 同 构 于 A21 的 一 个 开 子 概 形 。 

3. 建立 希 尔 伯 特 - 布 卢 门 塔 尔 模 空 间 的 存在 性 定理 。 
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Q- 数 
阿 贝 尔 簇 
阿 贝 尔 簇 的 黎 曼 - 
Dg x EE 
阿 贝 尔 概 形 
pil Zi E, pg 2E f 
a- 
o- Bi 
o- TE 
安定 子 
巴 索 带 - 泰 特 烙 
半 阿 贝尔 簇 
半 稳 定点 
半 直 积 
变形 
变形 的 (T- 自 同 构 ) 


标高 -结构 


表示 
不 变 微分 层 
不 变 微分 算 子 层 
C.M. (UE) 


CM 型 (Bf VL IR fA) 
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a-number 

abelian variety 

Riemann-Roch theorem of 
abelian varieties 

abelian scheme 

Albanese 

a-sheaf 

a-module 

a-group 

stabilizer 

Barsitti-Tate group 

semi-abelian variety 

semistable point 

semidirect product 

deformation 

deformative (T-automorphism) 

level n-structure 

representation 

sheaf of invariant differentials 

sheaf of invariant differential operators 

C.M. (scheme) 


CM type (abelian variety) 
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超 范 德 蒙 德行 列 式 
超 奇 的 
粗糙 模 概 形 
粗糙 模 空 间 
代表 

单 的 ( 阿 贝 尔 簇 ) 
单 的 ( 复 环 而 ) 
单 群 概 形 

单 生 成 的 

导数 
德 拉 姆 复 形 
德 利 涅 - 芒 福 德 
紧 致 化 

等 化 子 
等 价 关 系 

did 

天 多 涅 模 

天 多 涅 模 概 形 

天 多 涅 生成 元 

天 多 涅 元 

( 阿 贝尔 概 形 的 ) 对 偶 

了 - 源 品 体 
(PV)- 晶 体 

ZRT 

泛 的 (等 化 子 ) 

泛 的 ( 商 ) 


英 文 

super-Vandermonde determinant 

supersingular 

coarse moduli scheme 

coarse moduli space 

represent 

simple (abelian variety) 

simple (complex torus) 

simple group scheme 

simply generated 

derivation 

de Rham complex 

Deligne-Mumford 
compactification 

equalizer 

equivalence relation 

Dieudonné crystal 

Dieudonné module 

Dieudonné module scheme 

Dieudonné generator 

Dieudonné element 

dual (of an abelian scheme) 

F-isocrystal 

(F, V)-crystal 

universal divisor 

universal (equalizer) 


universal (quotient) 
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泛 的 (推出 ) 
仿 射 的 (作用) 
复 环 而 
G-p&f 
G- HiT 
刚性 
格 
格拉 斯 曼 空间 


格 罗 腾 迪 克 下 降 原 理 


2t 4E JH 
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霍 普 夫 代数 
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(作用 的 ) 交换 
交换 的 ( 群 概 形 ) 
交换 环 概 形 
交换 形式 群 
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universal (push-out) 
categorical quotient 

affine (action) 

complex torus 

G-torsor 

G-pseudo-torsor 

rigidity 

lattice 

Grassmannian 
Grothendieck's descent principle 
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smooth (presheaf) 

kernel 

Hopf algebra 

ring scheme 

torus 

polarization 
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geometric (quotient) 
geometric (push-out) 
commutativity (of actions) 
commutative (group scheme) 
commutative ring scheme 


commutative formal group 


463 


章节 

VAA 

V.11, V.1.2 
1.2.1 

VIL5.1 

1.2.1 

1.2.1 

VIL.1.1 
VII.5.1 
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A Fe HE FF In] t 
A Fe HE FF In] SCRI 
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8 A Bic D] 
局 部 拟 射 影 的 
局 部 射影 的 
绝对 夫 罗 贝 纽 斯 态 射 
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/- 进 表示 
KRW RA F 
李 代 数 层 
李 代 数 从 
立方 定理 
良 态 射 
FIL 
m-3E W] fry 
模 概 形 
目录 空间 
Néron-Severi 和 群 
拟 极 化 
牛顿 斜率 
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truncated Witt scheme 


truncated Witt vector 


ring of truncated Witt vectors 


fine moduli scheme 


fine moduli space 


locally quasi-projective 


locally projective 
absolute Frobenius 
Cartier dual 
transitive (action) 
l-adic representation 
Lefschetz condition 
type 

Riemann form 
sheaf of Lie algebras 
Lie algebra bundle 
Theorem of Cube 
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zero component 
m-regular 

module scheme 
catalogue space 
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quasi-polarization 


Newton slope 
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PEL 模 空间 
皮卡 概 形 
皮卡 群 
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TB Ov Ap 
齐 性 概 形 
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强 满 射 

强 满 同 态 
切 从 

(S 上 的 ) 曲线 
PEJE 
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Newton polygon stratification 


p-divisible group 
p-Lie algebra 


Poincaré sheaf 


Poincaré complete reducibility 


PEL moduli space 
Picard scheme 

Picard group 
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translation 

étale (morphism) 
étale (presheaf) 
Plücker coordinates 
homogeneous scheme 
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strongly solvable 
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tangent bundle 
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group scheme 
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弱 儿 何 推出 
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西 格 尔 模 形式 
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X — x 

p-semistable point 

p-left invariant 

Rosati involution 

weakly geometric equalizer 
weakly geometric quotient 
weakly geometric push-out 
S-transversal 
S-homomorphism 
S-infinitesimal group 
S-effective divisor 
S-dominant 

S-action 

Serre dual 

Serre-Lang theorem 

very special 

numerically equivalent 
numerical class 
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Siegel moduli space 

Siegel modular form 
Siegel upper-half space 
Tate module 

Tate group 


special (Dieudonné module) 
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维特 概 形 
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维特 向 量 
维特 向 量 环 
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无 穷 小 变形 
无 穷 小 扩张 
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希 尔 伯 特 - 布 卢 门 塔 尔 


模 空间 


英 文 
Teichmüller lifting 
theta function 
homomorphism 

(of group schemes) 
isogeny 
isogenous 

isogeny equivalence 
push-out 
'Torelli's theorem 
exterior differential 
complete intersection 
differential operator 
differential operator bundle 
calculus 
Witt scheme 
Witt ring 
Witt vector 
ring of Witt vectors 
unramified (morphism) 
unramified (presheaf) 
infinitesimal deformation 
infinitesimal extension 
infinitesimal group 
Hilbert-Blumenthal 


moduli space 
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希 尔 伯 特 概 形 
下 降 

线性 表示 
相对 除 子 群 
相对 丰富 的 
相对 夫 罗 贝 纽 斯 
E 

日 对 极 丰 富 的 
日 对 拟 射影 的 


> >œ 


相对 射影 的 
对 微分 层 


> 


相交 重 数 
相交 数 
(作用 的 ) 相 容 


像 

像 闭 包 

HETI EIR 

一 般 光 滑 的 

一 般 可 迁 的 

一 般 自 由 的 

移 位 态 射 
IC ZA SESS] 


X — x 

Hilbert scheme 

descent 

linear representation 
group of relative divisors 
relatively ample 


relative Frobenius 


relatively very ample 
relatively quasi- 
projective 
relatively projective 
sheaf of relative 
differentials 
intersection multiplicity 
intersection number 
compatibility 
(of actions) 
vector field 
image 
image closure 
Jacobian 
generically smooth 
generically transitive 
generically free 


Verschiebung 
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L3.1 
L2.1 


L4.2 
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1.2.1 


L2.1 

V2 

NÉ AED 

VILA.2 

IV.2.3 

Xd 
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BR AT FAR IR 


源 品 体 

正规 的 ( 概 形 ) 
支配 的 

直 积 

GE d S BEIM) 秩 
中 心 

主 极 化 

主 极 化 阿 贝 尔 簇 
子 群 概 形 

白 同 构 群 概 形 
自由 的 QUE) 


左 不 变 的 (微分 算 子 ) 


左 分 配 律 
( 群 概 形 的 ) 作用 


X — x 

rational equivalence relation 
rational quotient 

rational push-out 

rational action 

right distributivity 
co-multiplication 
co-commutative 
co-associativity 

presheaf 

isocrystal 

normal (scheme) 

dominant 

direct product 

rank (of Dieudonné module) 
center 


principal polarization 


principally polarized abelian variety 


subgroup scheme 
automorphism scheme 


free (action) 


left invariant (differential operator) 


left distributivity 


action (of group scheme) 
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阿 贝 尔 概 形 的 自 同 构 群 预 层 

P VLA DA] FL oe n Dn] 

极 化 阿 贝 尔 概 形 预 层 
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ER tea Du] JL ZR EE TA JR 

标高 目录 空间 上 的 泛 阿 贝尔 概 形 


di dH hia 
相对 除 子 的 相交 数 


Ia f 诱导 的 丢 多 涅 模 概 形 同 态 
于 多 涅 模 

于 多 涅 模 概 形 

n!xc;iox HJ n = dim(X) 次 项 系数 
阿 贝 尔 艇 的 丢 多 涅 模 

变形 T-P fl ta 

de(Ox) 

Os- 导 数 模 

Os- 导 数 模 层 

X 的 Os- 导 数 李 代数 

P 左 不 变 李 代数 层 
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Div(X/S) 
Div. (X/S) 
Divx/s 
DivX s 
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DR, 

EZ) 
End(X/5) 
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阶 < n ffc SERA SET EE 
微分 算 子 从 
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大 到 9 的 Os- 微 分 算 子 模 

X 的 Os- 微 分 算 子 代数 层 

广 左 不 变 微分 算 子 层 

X 的 阶 < n 的 Os- 微 分 算 子 模 

阶 & n fly 广 左 不 变 微分 算 子 层 
相对 除 子 群 

5S- 有 效 除 子 半 群 

除 子 概 形 

除 子 概 形 

除 子 预 层 

p 的 德 拉 姆 复 形 

艾 森 斯 坦 级 数 


SH 了 代表 的 预 层 态 射 


绝对 大 罗 贝 纽 斯 
相对 夫 罗 贝 纽 斯 
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章节 
亚 .1.2 
亚 .1.2 
亚 .1.2 
1I.3.1 
L2 
L2.1 
L2.1 
L2.1 
E21 
H.2.2 
工 2.1 
亚 .2.2 
I.4.1 
工 4.1 
IV.2.3 
IV.2.3 
IV.2.3 
IV.2.3 
11.2.3 
XL1.1 
IV.2.3 
工 1.4 
11.1.2 
1.1.2 
1.1.2 


符 s 意 X 章节 
f xs idg GM 了 的 拉 回 i2 
" ELEI z 对 应 的 G 到 Wa WEAR  VIL3.1 
Fir(p,Y) P- 不 变 泛 子 群 概 形 IX.3.1 
Sity, y -RRT Ksi 
Gaz 加 群 概 形 T.1.1 
Gays Ga/z X S I.1.1 
GP 卡 迪 耶 对 偶 I1 
G[F"] ker(FX s) 1.1.2 
Ök 有 限 型 三 群 概 形 的 范畴 亚 .1.2 
Ök Gk 中 夫 罗 贝 纽 斯 为 零 的 对 象 子 范畴  M.1.2 
G,, /z ESu ya T.1.1 
Gm/s Gm/z X S 3.1.1 
Gin] ker(nc) I.1.2 
Gnm 格拉 斯 曼 空 间 IV.2.1 
GE VI.2.2 
Gr,s VIILA.2 
Gs TE G 的 离散 3- 群 概 形 结构 T.3.1 
G' P-E KRIE G 的 塞 尔 对 偶 VIL1.2 
GLn/z 一 般 线性 群 概 形 Wit 
GLnjs GLazxS T.1.1 
GLx,v(e)/s 回 量 从 的 线性 自 同 构 群 概 形 IX.3.2 
H 上 半 复 平面 XL1.1 
Toa XL1.2 
Haa XL12 

öd X3 
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Hs 
H, 
Hilby, 
HilbXn 
Hilb% js 
Hilby js 
'Homs(X,Y) 
fSomx y/s 
inm 

i(Y1, Yo, P) 
Id(f/S, X) 
Id(p.Y) 
Jopy 
Isos(X,Y) 
JS0x v/s 
jov. Z) 
Jac(C) 
Jac(C/8) 
Ag 

ker(f) 

[£1 s Lals 
Lk 

1£/S| 

Lo 


六 在 点 s 的 纤维 同调 维 数 
半 直 积 


希 尔 伯 特 概 形 


希 尔 伯 特 概 形 
希 尔 伯 特 概 形 


相交 重 数 


广 平凡 泛 子 群 概 形 
广 平凡 子 群 预 层 


雅 可 比 行列 式 

曲线 C 的 雅 可 比 簇 
雅克 比 概 形 

ker(ór) 

同 态 的 核 

可 逆 层 的 相交 数 

k 上 有 限 维 产 李 代数 的 范畴 
线性 系 


Lojiàx 
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章节 
L3.1 
VI.1.6 
VIII.5.2 
VIII.5.2 
IV.2.2 
IV.2.2 
IV.2.3 
IV.2.3 
VIII.3.2 
VIII.3.2 
VIII.2.2 
L4.2 
IX.3.1 
IX.3.1 
IX.3.1 
IV.2.3 
Iv.2.3 
XL1.1 
VILA.2 
XL2.1 
VIL2.1 
1.1.2 
L4.2 
.1.2 
L41 
VIL3.3 


" 号 $29 ox 章节 
Loy: Lo, VII.1.2, VIL3.3 
Lie(G/8) 李 代数 层 亚 .1.2 
Lie(G/S) 李 代 数 从 亚 .3.1 
mM, MG, MG/S RARA I.1.1 
MA W(k)- 有 限 长 4- 模 的 范畴 VIIL.3.2 
m4 F, V 3ER H W(k)- 有 限 长 4- 模 的 范畴 VIL.3.2 
M? 丢 多 涅 模 的 卡 迪 耶 对 偶 VIILA.2 
My 亏 格 9 的 曲线 的 模 概 形 XI.2.1 
Moan XT:2.1 
Mz VI.2.1 
Meys 阶 < n 的 不 变 微分 层 1.1.1 
M0) 1.1.2 
Mss (r, s)-Tr 2 VIII.5.2 
M' 丢 多 涅 模 的 塞 尔 对 偶 VIL.4.2 
Mors (XY) X 到 了 的 35- 态 射 集 L1.3 
Mors(X, Y) NV.2.3 
Mors (X. Y) IV.2.3 
Morx,y/s 态 射 预 层 IV.2.3 
Morx,y/s 一 般 光 滑 态 射 预 层 IV.2.3 
NA/R I.1.2 
ng 加 法 群 概 形 的 乘 n o II.1.2 
NS(X) Néron-Severi 和 群 VI.2.1 
Nil(f) IV.2.2 
Nil(f/5) IV.2.2 
Nil IV.2.2 
ilyys IV.2.2 
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符 号 意 义 

0,0G,0G/s 单位 截 口 (FRO) 
O,/z 正 交 群 概 形 

Pm,n 

Px/s X ESER Sn KHARI 
Pxjs 

Pyjs 

Pxjs 庞 加 莱 层 

己 GTn/Zz 射影 一 般 线 性 群 概 形 
Pic(C) 曲线 C 的 皮卡 群 
Pic(X/S) 相对 皮卡 群 
Pic(X/5) 皮卡 概 形 

Picx/s 相对 皮卡 群 预 层 
Pic (X/k) 

Pic' (X/k) 

Pie*(X/S) 

PicX(X/S) 

SBie s 

mn 

dmn 

rz(s) FER s 的 秩 

r(M) (EEI) 秩 

TX 特征 p HIIR EET KERRI p-fX 
So(M) 
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章节 
I.1.1 
Tl 
XL1.5 
L24 
L2.1 
LXI 
VL2.1 
Tt 
L4.1 
L4.1 
VL2.1 
VL2.1 
VL2-1 
VL2.1 
VL2.1 
VLZ 
VL2.1 
VIII.2.2 
VIL.3.2 
L3.1 
VIII.5.2 
VI.1.2 
VIII.5.2 


符 号 
S?(M) 
Szn 

Dodd 
S'(M) 
e(V, E) 
S-Se (X), S-S,(X) 
Ocbs 
SchT por 
SLn/z 
pn/Z 
Sp(V, E) 
Sp(A, E) 
Stab,, Staba (X) 
T, 

TX) 

Tx/s 

Vajs 

Vis 
Vpic(x/s)/s 
Vx(£), V(£) 
W(k) 


W(R) 


èh 
x 


牛顿 折线 定义 的 Aga 的 子 集 


西 格 尔 上 半空 间 
半 稳 定点 开 子 概 形 
5- 概 形 的 范畴 


特殊 线性 群 概 形 
FPE 


FIJE 
安定 子 

( 左 ) 平移 
泰 特 模 
UPS 
AVAE 


AAEN 
广义 向 量 从 

IR k 的 维特 环 

环 R 的 维特 向 量 环 
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符 s 
Wn 

Wn 

Wa (R) 


Xf XgT 
xo 
X/W 
x+y 
As don 


Q, QAG, QG/S 


意 xX 章节 
Wn 8 k VIII.2.9 
TUE HER BOE VIII.2.2 
环 R 的 截 尾 维 特 向 量 环 VIII.2.2 
维特 向 量 的 代数 表达 式 VIT.2.1 
Wim Gk VIII.2.2 
Wn & FF" VIIL.2.2 

VIL.3.2 
X 代表 的 预 层 L1.4 

HHR N ZA. VL2.1 

概 形 的 纤维 积 1.2.1 
1.1.2 

(等 价 关 系 的 ) 商 VAA 
于 多 涅 元 的 加 法 VIIL3.1 
模 空 间 上 的 泛 阿 贝尔 概 形 XL1.4 

1.1.1 
TI.1.1 

Rosati 对 合 VI.3.3 

np E: C 所 给 出 的 Rosati 对 合 VIL3.3 
Tit, E12 

np E cgit n VI.3.3 
1.2.9 

亚 .2.2 

Q- 层 亚 .4.1 
对 角 态 射 I.1.1 
p DORUM 亚 .1.2 
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"n 号 


lL, LG, LG/S 


An 
Ar (£0, Yo, .…, Tr, Yr) 
Hpn 
HX 


Óm(n) 

Pn 

Pn(T0, Y0; ---; En, Yn) 
On (to, Yo, Tn. Un) 


Xaa 的 泛 标高 -结构 
Bl an 的 泛 标高 i- 结构 


标高 Ww- 结构 


Bir DL Af X 到 Å 的 典范 同 构 
X 到 AID(X)) lg Hos dd 


投射 

作用 

自 同 构 群 概 形 的 泛 作用 
泰 希 米 勒 提升 


Xaa 的 泛 极 化 

B} a 的 泛 极 化 

Bias 的 泛 极 化 

Clan 的 泛 极 化 

J'ac(C/S) 的 主 极 化 

可 道 层 诱导 的 阿 贝 尔 艇 
到 其 对 偶 的 同 态 

(m 维 ) 欧 拉 函数 


维特 概 形 的 加 法 定义 多 项 式 
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章节 
1.1.1 
XL1.4 
XL1.3 
XL1.4 
XL1.3 
L2.2 
KLL 4.1.2 
VI.2.2 
VILA.1 
I.1.1 
1.2.1 
XA. 
VIII.2.1, VIII.2.2 
VIII.3.2 
XL1.4 
XL1.2 
XL1.3 
XL1.4 
XL2.1 
VIL2.1 


XL1.5 
IX.2.2 
VIIL.2.1 
VIII.3.2 


群 概 形 及 其 作用 论 


"n 号 mox 章节 
$x/s 自 同 构 群 概 形 上 的 泛 自 同 构 IX.1.1 
ppX P VA ARE X 的 巴 索 蒂 - 泰 特 群 VIL.1.1 
XL;F 三 对 可 道 层 L 的 希 尔 伯 特 多 项 式 L3.2 
Xs 矿 对 多 个 可 逆 层 的 希 尔 伯 特 多 项 式 L3.2 
XE XL;Ox 1:3:2 
D VIL.3.2 
Wn(Zo, Yos -En Yn) ”维特 概 形 的 乘法 定义 多 项 式 VIII.2.1 
V» (0, yo. --- En, Yn) VIL.3.2 
Wa/s 不 变 微分 层 亚 .1.1 
Qxs X — S 的 德 拉 姆 复 形 L2.3 
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